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Newtons metod i flera variabler

B Newtons metod i flera variabler

Innan du ldser detta &r det bra om du
Vi har tidigare lart oss hur man kan anvidnda Newtons metod for last 1 kursboken Sauer kap 1.4
att 16sa olinjdra ekvationer i en variabel med numeriska berdkningar.
Vi kommer nu ldra oss en metod som dr en generalisering av Newtons
metod, for flera variabler. Vi har n obekanta variabler och n ekvationer
som vi sétter ihop pa vektorform, sa att vi far denna problemformu-

lering:
Problem 1.0.1. Givet f(x) € R", hitta x, € R" sd att

0
f(x.)=]:|eR™

Partiella derivator och Jacobimatrisen

I Newtons metod (i en variabel) behover vi derivatan av funktionen.
Nar vi vill harleda Newtons metod i flera variabler behover vi dérfor
ldra oss det naturliga séttet att derivera i flera variabler. Vi anvénder
oss av sa kallade partiella derivator. For enkelhetens skull betraktar vi
forst en reell funktion i tva variabler.

Om g = g(x,y) &r en reellvdrd funktion av tva variabler sa definieras
de partiella derivatorna av g i punkten (g, b) i definitionsmangden som

Partiella derivator och Jacobimatrisen
aé(a,b) - lim g(a+h,b) —g(a,b) (1.1) kan man ldra sig mer om i kursen

ox : =0 h SF1626 som dr valfri for CDATE i hogre
arskurser. 1 den hir kursen liar vi oss

aﬁ (a,b) = lim g(a’ b+h) - g(a’ b) (1.2) endast det nodvindiga for att harleda

ay ! h—0 h och anvidnda Newtons metod i flera vari-
abler.

En partiell derivata av en funktion i flera variabler motsvarar alltsa
derivatan i en variabel, nidr de andra variablerna halls konstanta.
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Exempel partiell derivata

Om g(x,y) = x? + 3xy &r de partiella derivatorna

a(x,y) = 2x+3y
98 -
@(x,y) = 3x

I varat sammanhang, dvs nir f dr en funktion frdn R” till R",
tolkar i partiella derivator kolumnvis. Om vi kallar elementen i f for
fi,ooo fu, dvs

filxa, ..., xn)
f(x) = :
fu(x1,...,%n)

sd dr den partiella derivatan vektorn

9
o [t
x|,

1 (1, )

Vi behover ytterligare en definition. Vi kallar den matris som in-
nehaller alla partiella derivator for Jacobimatrisen.

Definition 1.1.1. Givet en funktion £(x), definierar vi Jacobimatrisen som

of of

o - [ ]
oh .. Oh

dx1 dxy

e o

dx1 oxp

Exempel Jacobimatris

Funktionen f given som

fl(xl/xz)]:[ x2 +3x127 ]

fa(x1,x2) sin(x1x2) + X1

f(x1,x2) = [
har Jacobimatris

o 9f
J(x1,x2) = o oy | [ 2m+dw 31
’ oh o xpcos(x1xp)+1  x1cos(x1x7)

ax1 aXZ

©)
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Hiirledning av Newtons metod i flera variabler

Anledningen till att vi introducerade Jacobimatriser ovan &r att de Newtons metod i flera variabler finns
dven beskrivet i kursboken Sauer kapitel

tillater oss att gora en Taylorutveckling i flera variabler. Jacobimatrisen 271

dr en matris som generaliserar derivatabegreppet till flera variabler.

For funktioner som &r tillrackligt ofta deriverbara kan vi utveckla:
Observera att f(x), x och h dr vektorer

f(x + h) — f(x) + ](x)h i O(HhHZ) (1.3) av langd 7 i ekvation (1.3) och Jacobima-

trisen J(x) dr en n x n-matrix

Med hjdlp av denna utveckling kan vi harleda Newtons metod i flera
variabler pa samma sitt som vi hdrledde Newtons metod i en variabel.

Lat oss anta att xp € R” &r givet (och kommer att tolkas som en
approximation till 16sningen x.). Som en direkt konsekvens av (1.3),
géller

0 = £(x.) = £(X0 + X« = X0) = f(x0) + ] (X0) (X« = X0) + O(|xs =X0[*)- (1.4)

Utifrdn denna approximation definierar vi nu en ny approximation x;,
som forhoppningsvis dr battre an xg. Mer exakt, definierar vi x; som
den vektor som uppfyller ekvation (1.4) nér vi tagit bort (forsummat)
den kvadratiska termen och ersatt x, med x;:

0= f(xo) +J(x0)(x1 —Xo)- (1.5)

Eftersom vi definierar x; genom att férsumma den kvadratiska termen,
forvantar vi oss att x; ar en mycket bra approximation x, om ||xg — x|
dr litet, dvs om x¢ dr en approximation av x,. Under antagandet att
matrisen J(xg) dr inverterbar kan ekvation (1.5) skrivas om som

x1=x0 - J(x0) " (xo)

Vi kan alltsa berdkna x; givet xo. Detta resonemang kan upprepas och

motiverar definitionen av Newtons metod.
Definition 1.2.1 generaliserar Newtons

Definition 1.2.1 (Newtons metod). Givet xo och funktion f(x) med Jaco- metod i en variabel. Se kursboken Sauer

bimatris [(x), kallas iterationen kapitel 1.4
Xi;1=X;—h;, med i=1,2,...,
och
h; = J(xi) T (%),
for Newtons metod i flera variabler.
Exempel Newton flera variabler
Lat oss sdga att vi vill 16sa ekvationssystemet
0 =x1+ x%
1 = x% +4xy
Elias Jarlebring - 2016 version:2016-03-17, Elias Jarlebring - copyright 2017

3



SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Newtons metod i flera variabler

Vi satter upp var ekvation pa formen i Problem 1.0.1:

f(x):[ X1+ X5 ]

-1+ x% +4xy

och far Jacobimatrisen

1 ZX2
0= %
Vi behover en startgissning for att genomfora Newtons metod. Vi ser

direkt att den forsta ekvationen ar uppfylld om x; = xp = 0, och provar
forst med det som startgissning. Eftersom

Al (5] (5[5

x1 = X0 - J(x0) (%) = [

blir

0
-1/4|
Upprepning kan goras i MATLAB pa foljande sitt. I programmet
nedan stannar iterationen nar korrektionen &r h ar tillrackligt liten:

>> f=@(x) [x(1)+x(2)"2; -1+x(1)"2+4%x(2)];
>> J=@(x) [1 , 2%x(2); 2*x(1), 41;
>> h=inf;
>> TOL=1le-10;
>> x=[0;0];
>> while (norm(h)>TOL)
>> h=J (x)\f(x);
>> x=x-h;
>> end
>> h
h =

1.0e-12 *

-0.0883

0.1918
>> X =

-0.0620

0.2490
>> f(x)
ans =

1.0e-17 *

0.6939

0

Precis som for Newtons metod i en vari-
abel finns manga olika sitt att vélja start-
gissningar, och det finns inget allmént
tillvigagangssatt. 1 praktiken forsoker
man ofta anvinda tillimpningspecifika
egenskaper for att fa fram en startgiss-
ning. Man kor sedan metoden och se
om det fungerar. Om den inte fungerar
far man ga tillbaka och forsoka forbattra
startgissningen.
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