SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

SF1547 wiki-work

Urval av uppgifter fran wikin. Dessa uppgifter dr skapade av elever
och lédrare i SF1547.

Block o:

1a2-0-6
Vi ska anvinda funktionen

f(x) _ sin(x)—cos(x)
- x—1/4
for varden x = 7r/4 +t dér t dr jattelitet.

a) Det uppstér kancellation. Varfor?

b) Harled ett annat sétt att approximera nar ¢ = 1-1071° med hjélp
av Taylorutveckling. Hur stort blir felet? Blir felet storre dn felet pa
grund flyttalsaritmetiken?

O

1a-0-1
Vi anvénder flyttalsaritmetik for att addera tva flyttal x och y i
dubbel aritmetik. Ge en dvre grins for relativfelet i resultatet. An-
tag att man inte far overflow eller underflow. Hint: quiz-fraga 3.

O

1a-0-4

betrakta funktionen f (x) = x? — 20

Skulle newtons metod (implementerad i matlab med dubbelpreci-
sionsflyttal) fungera for att hitta en rot till denna funktion? Om inte,
varfor? Hur kan man l6sa det med numeriska metoder?

©)

1b-0-9*
Man séger att relativfelen adderas approximativt ndr man multi-
plicerar. Bevisa detta.
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O

1b-o-11
LAt f (x) _ (2-cos(x+3) -2)

X (x342:x2+5:x-26)+71
For vilka x kan det uppsta kancellation? Forklara vad det innebér.

©)

1b-o0-12

Din mamma har just 16st en nxn-matris med matlab vilket tog 25
sekunder. Hon ska nu l6sa en gnxqn-matris. Hur ldng tid forvintas
det ta?

O

2a-0-2
Vardena % = 1.01 och 7 = 10.1 4r approximationer av de tva rotterna
av ekvationen

x> -11x+10=0

Beridkna absolutfel och relativfel.

Hint: om man vill berdkna absolut-relative/fel mdste man veta de
exakta rotterna.

©)

2a-0-7*
konvertera det decimala talet 53.75 till en flyttal med mantissa av
langd 8

©)

2b-0-7

Examine the following equation:

y=Vx+s-/x

Clearly there is a risk of generating a large relative error due to can-
cellation.

Can you rewrite the equation in another form that avoids the risk of

cancellation?

O
1a-0-2
Definiera flyttal.

O

2a-0-5
Visa att formeln
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1 1

I+x  1-x

ar lika med

—2x

1-x2°

Vilken formel dr bittre om man vill undvika kancellation? Vilken

formel har fler x-varden da kancellation uppstar?

O

3a-0-9

Hur stort behover relativfelet i ¥ som approximation av x = 7 vara for
att absolutfelet i approximationen av sin(x) ska bli mindre dn 1073 .
Anvind allménna felfortplantningsformeln.

©)

3b-0-4

Antag att ¥ och 7 dr approximationer av x och y¥ med absolutfel-
grianser Ey och Ey . Ge en absolutfelgrins for Z = ¥ - j som approxi-
mationavz=x-1.

O

3b-0-8
Under en foreldsning visade det sig fick vi en hackig kurva nér vi
ville géra polynominterpolation med Vandermondematrisen:

tv=[1200.5,1201.5,1202.5,1203,1204,1205]";
yv=[3, 1.5, 1.5, 1,1 ,0]1’;

clf;

p=plot(tv,yv, 'ko");

set(p, 'MarkerFaceColor’,'r’);

hold on;

grid on

n=length(tv);
A=[ones(n,1),tv,tv.”2,tv."3,tv.™4,tv."5];
c=A\yv;

p=@(x) c(1l)+c(2)*x+c(3)*X."2+C(4)*x."3+C(5)*x."4+c(6)*Xx."5;
ttv=1200:0.1:1205;

plot(ttv,p(ttv),’'k");

Visa att man far cancellation ndr man berdknar p(ttv).

©)

4a-0-4
Antag att & och § dr approximationer av x och y med relativfels-
grdnser Ry och Ry, . Ge en
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a) absolutfelgrédns for Z = £ - j som approximation av z = x - y.
b) approximativ relativfelgrans for Z = ¥jj som approximation av
z=2xy

O

4a-0-5

Pa den hir sidan ar det ndgon som vill ha hjdlp med kancellation

http:/ /math.stackexchange.com/questions/ 1920525/ why-is-catastrophic-
cancellation-called-so

Det sista inldgget innehaller ett exempel som visar att man kan min-

ska effekten av avrundningsfel i standardformeln for rotterna av

f(x) = x*>-1000.001x +1 .

Varfor har forfattaren valt koefficienten framfor x pa detta satt?

©)

1b-0-9*
Man séger att relativfelen adderas approximativt nar man multi-
plicerar. Bevisa detta.

O

2a-0-2*

Vérdena ¥ = 1.01 och 7 = 10.1 4r approximationer av de tva rotterna
av ekvationen

x> -11x+10=0

Berdkna absolutfel och relativfel.

Hint: om man vill berdkna absolut-relative/fel maste man veta de
exakta rotterna.

O

3a-0-9*

Hur stort behover relativfelet i £ som approximation av x = 7t vara for
att absolutfelet i approximationen av sin(x) ska bli mindre dn 1073 .
Anvénd allménna felfortplantningsformeln.

O

3b-0-4

Antag att & och §f dr approximationer av x och y med absolutfel-
granser Ey och E, . Ge en absolutfelgrins for Z = ¥ - 7 som approxi-
mationavz=x-y.

©)
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4a-0-4*

Antag att & och § dr approximationer av x och y med relativfels-
grénser Ry och Ry . Ge en

a) absolutfelgrans for Z = ¥ — i som approximation av z = x — .

b) approximativ relativfelgrans for Z = ¥jj som approximation av
zZ=xy

O

4a-0-57

Pa den hir sidan ar det ndgon som vill ha hjdlp med kancellation

http:/ /math.stackexchange.com/questions/ 1920525/ why-is-catastrophic-
cancellation-called-so

Det sista inldgget innehaller ett exempel som visar att man kan min-

ska effekten av avrundningsfel i standardformeln for rotterna av

f(x) = x*>-1000.001x +1 .

Varfor har forfattaren valt koefficienten framfor x pd detta sitt?

©)

4b-o0-1

Lat oss sdga att ¥ och 7 dr approximationer av x och y med abso-
lutfelsgrénser Ex och E, . Ge en absolutfelsgrins for Z = ¥ + § som
approximationav z=x+}y .

O

Block 1:

3b-1-3
Newton’s metod sédgs ha kvadratisk konvergens. Vad innebér det?
Formulera det med egna ord.

©)

2a-0-4
Substituera “?” med ratt formler sd att foljande kod i matlab &r en
implementation av sekantmetoden

x(1)=-1; x(2)=-1.1;

for i=7:8
X(i+1)=x(i)-f(x(i))*?/7?;
error(i)=7?;

end
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1b-1-1

Los ekvationen

5=x°

med hjdlp av sekantmetoden genom att iterera tre ganger, med start-
gissningar xg = 1,x7 =?? .

O

1b-1-4

Los ekvationen nedan genom att férst berdkna jacobimatrisen och
sedan anvdanda Newton’s metod

med startgissning x =[1, 2,3 ]T

filx) = :A:f — 2 + :1:5 —13+1=10
fa(x) = :1:1:1:5 — @y — 3wy + oz +2=10
f3(x) = :1:1:1:§ — 33+ :1:3:1:;7: + g =0
O
1b-1-9

Kalle haller pa att studera infor en tentamen i kursen Algebra och Ge-
ometri och bestimmer sig for att prova losa uppgiften med MATLAB.
Uppgiften lyder:

2. Klimatstatistiken visar att vintermedeltemperaturen i Stockholms
lan forandras enligt foljande tabell (temperaturen ar avrundat till
heltal grader)

Period o (1961-1970) 5 oC

Period 1 (1971-1980) 2 oC

Period 2 (1981-1990) 3 oC

Period 3 (1991-2000) 1 oC

Period 4 (2001-2010) 1 oC

Bestdm en funktion péd formen T(k) = Ak + B som stimmer bést med
dessa virden i minstakvadratmening. Har dr k nummer av perioden
och T(k) ar medeltemperaturen i period k.

For att 16sa uppgiften skriver han foljande kod:

= Tr=|[-5% -2, -3, -1, -11":

2 — k= [0, 1, 2, 3, 27 1, 1, 1, 1, 1]°*':
# | = B = EMNT

4

Vad gor backslash-operatorn (\) i rad 3?

Uppgift hiimtad frin tentamen 2016-06-09 i kursen SF1624 Algebra och
Geometri

Elias kommentar: Utmarkt uppgift! Férmaga att relatera till material
i andra kurser dr ett bra tecken pa forstaelse.
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O

1a-1-2
Det kan vara svart att hitta startgissningar till Newton’s metod. Vi
vill hitta en rot till funktionen f(x) = x° +x*
grammera Newton’s metod och anvdnd som startgissning en rot till

+sin(x) + 10 . Pro-

polynomet p(x) = x° + x* + 10 . Bestam startgissning med hjalp av
funktionen roots()

Hint: help roots

1a-1-4
Consider the equation:

4x*-6x* -11/4=0

Use Newton’s method to solve this equation with initial guess xo =
0.5 . Does it converge to one of the roots of the equation? What about
the initial guess xo = -0.5 ? If these guesses don’t work, then what is
the reason for the failure to converge?

Hint: Plot the function.

O

1a-1-7*
Los ekvationssystemet f(x) = 0 nédr

fi(x1, xn) = =3+ x7 +ax3

fu1(x1,Xn) = =3 +22_ | +ax?

fu(x1,xn) ==1+x1+-+xy

for & = 0.01 med Newton’s metod i flera variabler. Som startgissning,
anvand losningen man far analytiskt (genom att 16sa for hand) nar

« =0 . Los problemet for n = 10 .

Obs: Vektorn

X1

X2
X = X

Xn

innehaller de okdnda vérdena, s& vi behover gora Newton’s metod i
n=10 flera variabler. Jamfor med uppgift 1b-1-4.

©)

4a-1-3
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Vilken av figurerna motsvarar kvadratisk konvergens, dvs det man
forvéntar sig i newtons metod? Vad &r x-axeln och y-axeln?

2a-0-4
Substituera “?” med ratt formler sé att foljande kod i matlab &r en
implementation av sekantmetoden

x(1)=-1; x(2)=-1.1;

for i=7:8
X(i+1)=x(i)-f(x(i))*?/?;
error(i)=7?;

end

O

2a-1-1
Nér man utfér Newtons metod pa funktionen

f(x)=¢"-cos(x)

for att hitta nollstédllen med startvarde xg = 1 kommer x, att ndrma
sig nollstéllet x = 7 . Efter hur méinga iterationer har det relativa felet
for x, blivit mindre &n 0.01?

O

2a-1-2
Los uppgift 2a-1-1 med sekantmetoden istéllet for Newton’s metod.
Anvind startvirden xg =1 och x1 =2.

O

2a-1-4
Uppskatta x som uppfyller foljande ekvation med hjidlp av Newtons
metod:

2x3+x2-2 =0

dér x ligger i intervallet (-1,1)
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2a-1-7*

You are given 3 spheres, each with radius = 1.0, and with centres at
(1,1,0),(1,0,1) and (0,1,1) respectively. Use Newton’s method to find
the common points of the three spheres.

©)

1b-1-1

Los ekvationen

5=x°

med hjdlp av sekantmetoden genom att iterera tre ganger, med start-
gissningar xo = 1,x1 =77 .

O

1a-1-2
Det kan vara svart att hitta startgissningar till Newton’s metod. Vi

vill hitta en rot till funktionen f(x) = x° + x*

+sin(x) + 10 . Pro-
grammera Newton’s metod och anvand som startgissning en rot till
polynomet p(x) = x° + x* + 10 . Bestdm startgissning med hjilp av

funktionen roots()

Hint: help roots

O

2b-1-5

Los ekvationssystemet med Newtons metod

x%+x§+x§+xi—n2 =0

X1 —Xp—ae®2 =0

Xp —x3—ae*3 =0

X3 — X4 — e =0

for & = 0.01 . Som startgissning, anvind losningen man far analytiskt
(genom att 16sa for hand) nar a =0 .

©)

2b-1-6

(ENM 2.14)

En ellipsformad 400-meters loparbana ska anldggas pa en plan som
dr 160 meter lang. Hur bred plan krdvs? Anvdand Ramanujans formel
for omkretsen till en ellips vars halvaxlar &r a och b:

Omkretsen ~ 7t(a+Db) (1 + ﬁ)

. _p\2
dar c = (%)

Los problemet med Newton’s metod.

©)
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3b-1-2

Vi vill hitta nollstéllen till en funktion f(x) som &r given utav ett
uttryck i stil med

£(x) = b(In(c - d(x - y1)) (e - d(x - y1))¥2 — d(c - d(x - y1))* 2~ (x -
v2))

dérb,c,d,y; ochy, drndagra godtyckliga konstanter.

Varfor kan sekantmetoden vara béttre lampad dn Newtons metod for
detta problem?

O

4a-1-7

Antag att (likt exempel i foreldsning) det tar en timme att berdkna
f(x) pé en snabb dator. Antag &ven att f’(x) kan berdknas pa en
timme. Om vi borjar med iterationen med ett fel 0.1, hur manga
iterationer forvantar vi oss att sekantmetoden respektive Newtons
metod behover for att na fel 1071¢ ? Vilken &r snabbast?

O

4a-1-5

Haérled sekantmetoden (frdn en figur eller annan approximation).
O

Block 2:

1a-2-1

Beskriv Runges fenomen. Hur kan man ga runt detta problem?

O

2a-2-1*

Approximera felet vid polynominterpolation av cos (x) dér ett
andragrads-polynom anvénds for punkterna xg = 0, x; = 5, X2 = 7T,
dvs. hur dr max,e[ ] |p (x) - f (x)| begransat?

O

2a-2-2
Varfor d&r Newton-ansatsen bittre att anvdnda vid numerisk polynom
interpolation dn Vandermonde-ansatsen?

©)

2a-2-8

When using Newton’s method for polynomial interpolation, we end
up with an equation which looks something like: Ayx = b . Is this
equation linear or non-linear. Explain why.

Created by class SF1547-VT17
10

version:2017-05-18, Lecturer: Elias Jarlebring - copyright 2017


https://kth.instructure.com/groups/6424/pages/uppgift-3b-1-2
https://kth.instructure.com/groups/6425/pages/uppgift-4a-1-7
https://kth.instructure.com/groups/6425/pages/uppgift-4a-1-5
https://kth.instructure.com/groups/6419/pages/uppgift-1a-2-1
https://kth.instructure.com/groups/6421/pages/uppgift-2a-2-1
https://kth.instructure.com/groups/6421/pages/uppgift-2a-2-2
https://kth.instructure.com/groups/6421/pages/uppgift-2a-2-8

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

O

(saknar 16sning) 2b-2-1

.r

Foljande ekvationer representerar tre linjer som skér varandra i olika
punkter. Notera dock att det saknas en punkt dér alla tre linjer skdr
varandra samtidigt (se bild).

x-2y=2

x+3y=1

3x+y =10
Anvind minstakvadratmetoden for att approximera en 1osning till
systemet

1 -2 .

1 3] [ ] =|1

3 1] Y 0
i MATLAB.

O

2b-2-3

Pa vilka sitt ar Newton-ansatsen béittre 4n den naiva ansatsen som
leder till ett Vandermondesystem?

O

3a-2-1
Den rita linje y = ax + b som i minstakvadratmening bést approx-
imerar métpunkterna (xi, yi),i=1, 2,31

tabellen

X124

y1z23
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Skriv ett Program! Gérna Julia!

O

3a-2-8%
Genomfor ekvidistant interpolation av funktionen 1/(10-1x1) i inter-
vallet [-1,1] for godtyckligt antal punkter n.

O

3a-2-9
Koden nedan plottar kurvan ﬁ (i blatt) pa intervallet [-1, 1] .
Den plottar dven en polynominterpolation (i rétt) av kurvan med 11,

ekvidistanta interpolationspunkter.

¢ Infoga grafen i svaret och beskriv vad som hinder med interpola-
tionspolynomet néra intervallgranserna.

® Vad dr detta ett exempel pa?

¢ Finns det nagot man kan gora for att undvika att detta hander?

Kod:

xv=[-1:0.2:1]’;

f=@(x) 1./(1 + 25*x."2);

fv = f(xv);

A = [ones(11, 1), XV, XV."2, XV."3, XV."4, XV."5, Xv."6, xv."7, Xxv."8, Xxv."9,
Xv."10];

c = A\fy;

P = @(x) c(1)+c(2)*x+c(3)*x."24+c(4)*x."3+¢(5)*x."4+c(6)*X."5+c(7)*X."6+c(8)*x."7+c(9)*x."8+c(10)*X."9+c(11)*X."10;
tv=[-1:0.01:1];

plot(tv, f(tv), ‘B’);

hold on

plot(tv, p(tv), ‘R');

O

3a-2-10
Newton-ansatsen leder till ett linjirt ekvationssystem med en matris

som ser ut sdhar
1 0 - 0
An=1|: ? :
1 - ??
Vad ska ? och ?? vara? dvs (2,2)-elementet och (n,n)-elementet

©)
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3b-2-3

Bestam med Newton-ansatsen polynomet p som gér genom fyra
punkter (1,3), (3,3), (4,0) och (5,11). Berdkna ocksa vardet for p(7).
Plotta polynomet i det relevanta intervallet.

O

(saknar 16sning)3b-2-7

Vi har sagt pa foreldsning att x-vardena maste vara skiljda. Antag
att vi interpolerar funktionen f(x)=exp(0.7*x) i punkterna [1,2,2+z].
Plotta interpolationen for olika z-viarden nér z &r litet. Vad hénder
nédr z->0? Vilket problem loser vi?

O

4a-2-1
Polynominterpolera enhetscirkeln i forsta kvadranten (y = V1 -x, x €
[0,1] ) i punkterna [0:0.1:1]. Eftersom det &r 11 punkter borde det

resulterande polynomet vara av grad 10. Svara bade med polynomet
utskrivet och en bild déar bdde funktionen och polynomet &r plottade.

Vdlj fritt mellan att anvdnda vandermondematris och newtons ansats.

(Detta var tidigare en fraga om en jacobimatris men eftersom det
horde till block 1 har jag dndrat fragan)

O

4a-2-11
Farbror Goran vill ta reda pé hur fort hans kaffe svalnar. Han méter
darfor kaffets temperatur var femte minut och kommer fram till
foljande matvéarden

t (min) T(grader Celcius)

0 100
5 90
10 70
15 40

Finn interpolationspolynomet och ta reda pa kaffets temperatur efter
7 minuter!

O

4b-2-4
Vi ska interpolera punkterna givna av
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n=10;
xv=linspace(0,1,n)’;

yv=100+randn(size(xv)) ;
och gor det med programmet

A=zeros(length(xv))

for k=1l:length(xv); A(:,k)=xv.”(k-1); end
c=A\yv;

xvv=0:0.001:1;

yvv=zeros(size(xvv));

for k=1:length(xv);yvv=yvv+c(k)*xvv.”~(k-1); end
clf;

plot(xv,yv,'ro’); ylim([0,120]);

hold on

plot(xvv,yvv, 'k");

Vi far cliata och kurva}
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Datavdrdena ligger omkring 100, men kurvan gér ju langt utanfor?
Blir det mer sviangigt om vi 0kar n eller minskar n?

©)

4b-2-1
Beskriv Runges fenomen. Nar uppstar det och varfor? Hur kan man
undvika det?

O

Block 3:

1a-3-4
Berdkna centraldifferensen da x=2, h=1e-8 f6r funktionen \/|sin (x) cos (x) |

©)

1a-3-5
Beskriv varfor steglangden h vid berdkning av finita differenser
inte ska vara godtyckligt liten for att felet ska minimeras.

O

1a-3-7
Vad innebéar kvadratisk interpolation?

©)

1b-3-1
Hiérled diskretiseringsfelet i approximation

/ —f(x—h
£(x) » LG

O

1b-3-2
Centraldifferens definieras numeriskt enligt:
’ o, f(x+h)—f(x=h)
fr(x)~ 7
h viljs som ett mycket litet tal f6r en battre approximation.
Varfor kan inte h véljas till ett hur litet tal som helst? Motivera och
visa med ett exempel.

©)
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1b-3-10
Uppskatta derivatan av y (x) = sinx i punkten x = 7 med hjalp
av framétdifferens och Richardson-extrapolerad framatdifferens

med h =0.01.

O

1b-3-14

Skriv ett matlab program som berdknar foljande integral med trapet-
sregeln.

fo x*sinxdx

O

2a-3-2
Student A and Student B are in a numerical methods competition,
where they are instructed to approximate an integral. Student A,
being the genius that he is (and having studied SF1547), knows that
approximating an integral using the Trapezium rule has accuracy
order h? . Since Student B has chosen to use the Riemann sum, which
has accuracy order /i , Student A is sure that he will have the better
approximation. The question that they get is to approximate the inte-
gral folo 1dx . When the results are in, both Student A and Student B
have the exact same result!? Explain why is this. Would they have the
same result if the integral was folo xdx ? (You can assume they will
have the same partitioning).

O

2a-3-3

Anvind Simpson regel for att uppskatta:
2 .

Jo sin(x)dx

O

2b33 0.75
o d

Berédkna integralen |/, X+ (1 + xz) med hjdlp av trapetsregeln.

O

2b-3-8

Naér vi halverar steglangden i trapetsregeln blir felet oftast 1/4 sa
stort (asymptotiskt sett). Har verkar det bara bli hélften s stort. Vad
ar problemet i programmet?
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%,
FKTH%

§ verensaar
o oeHKoNST SE

S

Q > tmp : MATLAB — Konsole v o~ 3

File Edit View Bookmarks Settings Help

fel2 =

0.071247818436213

ans =

T_ref=sum(f(xv))=h

2.006543561724904
> mytest

T ref =

#*h1; 1.310282509087298
_ref)

fell =

0.142961851370128

fel2 =

0.071247818436213

ans =

> 1

0.498369444389416 |

mytest.m A1l L18 (= tmp: MATLAB

O

3a-3-1

Vi har

f04 cos(x)-e*dx och f04 cos(4x)-e*dx

Berdkna integralernas varde med trapetsregeln (intervallbredd o.5)

och jamfor resultatet med integralernas exakta vérde.

* Vilken integral uppskattas bast av trapetsregeln med intervall-

bredd o.5?
e Varfor?

O

3a-3-3
Determine ?? such that we get the highest order of accuracy in the

approximation
22f(x+h)+?? 22f(x=h
f’(x) ~ f(x+h)+ ];gx)"' f(x=h)

O

3a-3-11

Pastdendet att simpsons regel (dvs composite simpson) har nog-
grannhetsordning 4 géller bara under vissa forutsittningar. Vad har
simpsons regel for noggrannhetsordning nér vi tillimpar den pa
funktionen

f(x) =lx -

som ska integreras [0,4]? Berdkna den exakta integralen och visualis-
era felet i simpson regel (gdrna log-log-plot med h pa x-axeln och
felet pd y-axeln).

©)
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3b-3-4
Hiérled noggrannhetsordningen for approximationen

,_ fGE) ~fx=h)

fi(x

med hjdlp av Taylorutveckling. (Tips: Sauer avsnitt 5.1)
O

Block 4:

1a-4-1

Beskriv vad globalt och lokalt fel innebar. Vad som ér skillnaden?
Ange formlerna for respektive fel.

©)

1a-4-3
Ge en intuitiv beskrivning av vad som sker i Explicita Eulermetoden
(Euler framat), rita gérna en bild.

O

1a-4-5

Consider the following IVP:

y' =-y’43y*9y,  y(0) =05

Write down the non-linear equation that we need to solve at each
step if we use Backward Euler Method to solve this IVP.

O

1a-4-6

If we solve the following differential equation using Forward Euler
method, what should be the condition on our time-step size ‘h’ to
ensure absolute stability?

y =-2y,y(0) =2

O

1a-4-8

For att 16sa en diffekvation y’ = f(t,y) har vi formeln y;,; =

yi + hlenf (4, yi) +cof (Hi41, ¥iza)]. Vad har vi for krav pa konstan-
terna cj och c; for att detta ska vara en explicit metod?

©)
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1a-4-12
Betrakta begynnelsevardesproblemet

y'(t) = 3sin(t)y(t) +e!

y(0) =1

Man kan visa att for tillrdckligt sma t -vdrden dr framat Euler abso-
lutstabil (for ett fixerat i -vdrde). Ange ett t-intervall ddr metoden &r
stabil. Formeln ska innehalla h.

O

1b-4-3
Forklara skillnaden mellan Globalt fel och Lokalt fel. Forklara &ven
hur de hianger ihop samt visa med ett exempel.

O

1b-4-9

Gor en approximation av cos(1) med hjdlp av Euler framat genom att
16sa begynnelsevardesproblemet

y'(#) = —/1-y(t)?

y(m/4) =1/V2

(Detta &r en forbattring av 1b-4-5)

©)

1b-4-11

Betrakta begynnelsevardesproblemet

v/ (£) = ay(t) +sin(t)

y(0)=1

For vilka av a -varden och h -viarden &r Euler framat absolutstabil?
a)a=-10,h=0.3

b) a =-10,h=0.1

¢)a=-10,h=0.01

d)a=-1,h=0.1

e)a=-1,h=0.01

O

2a-4-1
For y=y(t), find an approximation of y(0.2) using two iterations (0.1
per step) of Euler’s method (“Euler framét”) where

y" =sin(y) +y'cos(t)

y(0) =7

y'(0)=2
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O

2a-4-7
Foljande matlab funktion &dr en implementation av trapetsmetoden
for approximera

]ubf(x)dx

function [ I ] = trapez( f, a, b, N)
xx=linspace(a,b,N); h=xx(2)-xx(1);
I=f(xx(1))+f(xx(N))+sum(f(xx(2:N-1)));
I=Ix(h/2);

end

Men det fungerar inte. (Testa det!) Varfor? Kan du fixa det?

©)

3b-4-1

Genomfor Euler’s metod for begynnelsevardesproblemet

y1() =y (ya(t)

yo(t) =10+ y1(t) +ya(t) ~ t

med startvirden

y1(10) =4 och yz(lo) =4

Plotta y_1(t) och y_2(t) inom intervallet [10,20] med tillrdckligt liten
steglangd s& att ni inte ser skillnad nar ni halverar stegldngden.

O

3b-4-3

Vi ska losa begynnelsevardesproblemet
g1(t) = q1(t)q2(t)

Go(t) =1+q1(t)ga(t) + ¢

med startvarden

q1(0) =3
41(0)=0
72(0) =3
42(0) =1

a) Skriv om pé standardform
b) Implementera Euler framét for att berdkna g1 (10) .

O

3b-4-9

Vi vill 16sa randvardesproblemet y” (x)=f(x,y) med y(0)=0 och y(1)=1.4.
Vi vill anvédnda oss av inskjutningsmetoden (shooting method) kom-
binerat med sekantmetoden.

For att programmera detta behover vi en metod som
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J beriknar y(0) givet y(1)

J beriknar y(0) givet y'(1)
J berdknar y'(0) givet y(1)
| | beriiknar y'(0) givet /(1)
-_ ‘ beraknar y(1) givet y(0)

_—‘ beraknar y(1) givet y'(0)
j beraknar y'(1) givet y(0)
] beraknar y'(1) givet /(0)

(Fran tenta 2016-08-22 del1)

3b-4-13

O

4a-4-6
Vilken om ndgon av foljande figurer motsvarar hur man forvéntar sig
att felet i Euler framat (globalt fel) beter sig? Varfor?

o
100 10

4a-4-7

Betrakta tvad begynnelsevardesproblem

y'()=3y(t)

y(0)=1

och

Z'(t)=2z(t)

z(0)=0

Hur stort blir felet for ett steg av Euler’s metod nér vi tillimpar den
pé detta problem? For vilket begynnelsevidrdesproblem blir felet
mindre? Varfor?

O

4b-4-3
Funktionen y(t) uppfyller begynnelsevirdesproblemet
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y'(t) = y(t)sin(t) + 0.5

¥(0) = B

Vi ska bestamma § sa att y(0.5) ~ 0.5 och y(1) ~ 1. Visa att Euler
framat kan skrivas som ett system av ekvationer

Aw = ¢(B)

dar

yo| [y(to)

yi| | ¥(h)

W =

y.n ]/(in)

Bestam A och ¢(B) , sd att vi kan skriva losningen som w = A~1¢(B) .

Med hjélp av detta, hirled ett minstakvadratproblem sa att

A

©)

4b-4-4

. cry(x+h)—coy(x—h)
Vi har formeln =522

for att approximera y’ (x) . Bestdim
c1 och c; for sd hog noggrannhetsordning som mojligt genom Tay-
lorutveckling.

O

2b-4-6
Anvinda matlab.
Lat y(t) l6sning av foljande differentialekvation for - <t < 7t

{y'(t) = —y(t) +tcos(y(t))

y(-m) =1
Berdkna

[ y(bat

2b-4-9

Vi vill 16sa randvérdesproblemet

y(1) = 1-2(y' ()}

y(0)=0, y(1)=1

Vilj en metod som vi gatt igenom i kursen och 16s problemet. Ange
kod och rita en figur av 16sningen y(¢) for 0<¢t<1.

O

3a-4-2

Vi har differentialekvationen

v (x) =y (x) med

till y (5) . Anvénd steglangd h = o.5.
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¢ Hur bra blir approximationen? (Jamfor med den exakta losningen)
e Vad dr det globala feleti x =5 7?

O

3a-4-9

Antag att Euler framat &r stabil for alla ¢ -varden och i = 0.1 nér den
tillampas pa differentialekvationen

y'() = f(y))

y(0) =yo

Visa att Euler framdt dven ar stabil for alla virden 1 < 0.1 .

O

3a-4-10

Vad blir approximationen av y(2) med Euler framat med steglidngd
h=o0.5 applicerat pa y’(t)+2y(t)=4 och y(0)=0?

Rékna for hand ej dator.

O

3a-4-12

Genomfor ett steg av bakat Euler pa systemet
y'(H=3y(t)+1

y(0)=1

med h=o0.1
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