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W SF1547 wiki-work 1a

Du kan se en sammanstéllning med gruppens uppgifter och 16s-
ningar pa en sida hdr, som &r offentligt synlig for alla i kursen.

Block o

Uppgift 1a-0-1
Vi anvinder flyttalsaritmetik for att addera tva flyttal x och y i

dubbel aritmetik. Ge en 6vre grins for relativfelet i resultatet. An-
tag att man inte far overflow eller underflow. Hint: quiz-fraga 3.

O

Losning: Losning 1a-0-1

Enligt Definition 0.2.3 i kompletterande material “blocko.pdf” berak-
nas ett resultat av en grundldggande operation i IEEE-flyttalsaritmetik
som hogst skiljer sig fran det exakta resultatet med en relativ nog-

grannhet % .
Svar: j
©)
Uppgift 1a-0-2
Definiera flyttal.
O

Losning: Losning 1a-0-2

Definition

Ett flyttal dr ett tal som kan skrivas som
x

bestdende av

o tecknet: y,
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e mantissan: E, , och
® exponenten: Ey .

Se dven “Definition 0.2.1” i kompletterande material “blocko.pdf”.

©)

Uppgift 1a-0-3
Consider the following code snippet in MATLAB:
result = 1;
maxit = 100;
1t = 1;
while 1t = maxit
result = result/2;
b = l+result;
1f b == 1
break
end
1t = 1t+1;
end
disp(result)
disp(it)|

What do you expect the outputs result and it to be when this code
is run on a machine that uses IEEE double precision(64 bit) format to
store the numbers?

O

Losning: Losning 1a-0-3
result = 27(-it)
The question can be restated as follows:

For what k is 1+27(-k) = 1 when all numbers are 64-bit doubles?

We know that the largest relative error is Epsilon_mach, we also
know that this number is equivalent to the smallest number that
when summed with 1 is different to 1.

Thus if we find Epsilon_mach we simply need to find what power of
2 is lower than that and we have our answer.

If we look this up on Wikipedia we can see that the answer is 2"-53,
this means that result = 2"-54 and it = 54. You can also find machine
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epsilon by looking at how many bits are in the mantissa (which is
53)-

After running the code we received it = 53 and result is about 10™-
16 which is equal to 2"-53. Thus I had an off by one error (and you
know what they say about the hard problems in Comp. Sci.).

According to Wikipedia "Machine epsilon is defined as the smallest num-
ber that, when added to one, yields a result different from one." so I don’t
get why I'm wrong, but I think this is a good answer.

Elias kommentar: Det material vi behandlar i kursen ar ratt daligt
beskrivet pad wikipedia. En tydligare 16sning pd denna uppgift kan
man f& om man relaterar till materialet i blocko.pdf och Sauer.

O

Uppgift 1a-0-4

betrakta funktionen Z = ¥ + jj

Skulle newtons metod (implementerad i matlab med dubbelpreci-
sionsflyttal) fungera for att hitta en rot till denna funktion? Om inte,
varfér? Hur kan man losa det med numeriska metoder?

©)

Losning: Losning 1a-0-4

Uppgift 1a-0-5
Kan talet z = x + y representeras exakt med dubbel flyttalsaritmetik?
Varfor?

©)

Losning: Losning 1a-0-5
Ja, eftersom 0.03125 = 2> och man kan skriva talet pa normaliserad
flyttalsform: 1.0000,*27

Extra: I matlab (eller annat programmeringssprak) kan man se att
man inte far ndgot avrundningsfel:

>> (0.25+2"-5-0.25)-2"-5ans = 0>> (0.1+0.0001-0.1)-0.0001ans = 2.859583229930518e-18

©)
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Uppgift 1a-0-6

Vi ska anvinda funktionen

Z=X+Yy

for varden z = x + y dar t ar jattelitet.

a) Det uppstér kancellation. Varfor?

b) Hérled ett annat sétt att approximera nér E; = Ey + Ey, med hjélp
av Taylorutveckling. Hur stort blir felet? Blir felet storre 4n felet pa
grund flyttalsaritmetiken?

O

Losning: Losning 1a-0-6

a) Bade E; = Eyyy = Ex + E; och Ey =| X - x| &r véldigt nédra noll, men
inte riktigt, noll. Lite sa kan man tdnka for att hitta kancellationer.

b) Déar med taylor utveckling kring x man far att X, O (n3 ) ochO (nz)

vilket leder till att hela formeln kan skrivas om som p (n) = %n3 +

%n2 - %n dar kvadraten och kuben kan forkastas dé de blir av stor-
leksordningen 1e-20 och inte ens motsvarar en miljontedel av vardet

narn xn .

O

Uppgift 1a-0-7
z=y-x=1073

=0.7 =0.4
1<xt,yt<2

Ext = Eyt = %Emach
Hur stort &r felet i f?

O

Losning: Losning 1a-0-7

Allménna felforplantningsformeln ger foljande uttryck for felet med
avseende pa fler variabler:

Ezt = Ext + Eyt = Epaen

Ry = l%fl = Luach — 1000E, 1,

x2-3x+2=0

Uppgift 1a-0-8
Vad hiander i MATLAB nir man satter R_2=0 och berdknar 1/R_2?
Svara ddrigenom pa fragan fran boken “Anne Greenbaum and T.
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12. The total resistance, T, of an elecerical circuit with two Tesistors connected
in parallel, with resistances R; and k; respectively, is given by the formula

]
i R<2 R,
1>

If R; = R2 = R, then the total resistance is R/2 since half of the current
flows through each resistor. On the other hand, if R, is much less than Ry,
then most of the current will flow through R; though a small amount will
still flow through Ry, so the total resistance will be slightly less than R,.
What if Rz = 07 Then T should be 0 since if R, # 0, then all of the current
will flow through Ry, and if Ry = 0 then there is no resistance anywhere
in the circuit. If the above formula is implemented using IEEE arithmetic,

will the correct answer be_ ubiaingd when _R?,_= 0? E_xplai_n your answer.

Chartier, Numerical methods”.

Losning: Losning 1a-0-8

Uppgift 1a-0-9

Detta dr en variant av ett exempel pd foreldsningen. Vad ska ???

vara? Forklara vad som hander.
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[SFINRVTS

EEII:I '?j Ea Find Files D ':[_f\)> L@ L%| Run Section

| Compare ~
Mew Open Save L=

EDIT | MAVIGATE | Breakpoints  Run  Runand Run and |55 Advance

= = v =i Frint ¥ i - - - Time  Advance
FILE BREAKPOINTS RUN
. I
1- n=2000;
2

3- A=randn(n,n);
4-  bl=randn(n,1);

6—  B=randn(4*n,4*n);
7= b2=randn(4*n,1);

8

9 - tic
10 - z=A\b1;
11 - tl=toc
12
13 - tic
14 - z=B\b2;
15 - t2=toc
16
17 - t2_approx= ?777%tl;
18 "

script Ln 16 Col 1
O

Losning: Losning 1a-0-9

I programmet berdknas tiden det tar att géra gausseliminering mel-
lan matrisen A och vektorn b1. Tiden sparas i variabeln t1. Sedan

dr man intresserad av hur ldng tid det hade tagit att gausseliminera
mellan matrisen B och vektorn b2. Detta 16ser man genom att an-
vanda sig av formeln for berdkningskostnaden for gausseliminering.
Gausseliminering har berdkningskostnaden O(n"3). B har 4 ganger sa
langa sidor som matrisen A. Darfor okar tiden med en faktor 473 =
64.

Svar: ??? ska alltsa vara 473 eller 64.

©)

Uppgift 1a-0-10

Gausseliminering har berdkningskostnaden O(n"3). Vad dr n? Ma-
trisens sidldngd eller alla element i matrisen?
Dvs, om matrisen A dr en mxm-matris: 4r n=m eller n=m"2?

O
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Losning: Losning 1a-0-10

n &r sidldngden, alltsd n=m. I exemplet fran foreldsningen nar ma-
trisens storlek 6kade fran nxn till gnx4n okar berdkningskostnaden
med en faktor 473, alltsd sidldngden”s.

O

Uppgift 1a-0-11

Hur ménga olika viarden kan man representera exakt med half preci-
sion, single, double och long double?

O

Losning: Losning 1a-0-11

Nedanstdende IEEE 754 standarder kan representera:
half precision: Alla viarden med upp till 11 siffror.
single: Alla viarden med upp till 24 siffror.

double: Alla varden med upp till 53 siffror

long double: Alla virden med upp till 113 siffror.

©)

Uppgift 1a-0-12

Varfor anvéander dator sig av flyttal istéllet for brak for att represen-
tera tal med decimaler?

O

Losning: Losning 1a-0-12

Nackdelen med att anvianda brak hade varit att det skulle ta for lang
tid. Datorn hade behovt faktorierna talen ofta och tyvarr s har vi
inga effektiva faktoriseringsalgoritmer. Att implementera smidiga
och effektiva berdkningar med brak kan ocksé vara ett hinder.

Det ar darfor flyttal ar sa populdra. Man offrar lite precision for att
kunna gora snabba och smidiga berdkningar.

O

Uppgift 1a-0-13

Ifall vi kdnner till talen x och y som approximationer av a och b samt
deras absolut fel Ex och Ey, vad har d& x+y for absolutfel?

©)
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Losning: Losning 1a-0-13
Vid addition av tvd approximationer blir det absoluta felet summan
av approximationernas respektive absolutfel.

Absoluta felet av additionen x + y ar d& Ex + Ey.

O

Uppgift 1a-0-14

En bats hastighet miéts vid olika tidspunkter. Datan visas i tabellen
nedan:

t(s) v(m/s)

®* 159

* 3.211.2
* 7.8 12.6
® 94143
* 11.0 16.7

Bestam interpolationspolynomet for batens hastighet. Vad ar den
momentana hastigheten efter 26s?

O
Losning: Losning 1a-0-14

O
Uppgift 1a-0-15
Vad beror maskinfel pa?

O

Losning: Losning 1a-0-15

Maskinfel uppstédr pa grund av att en dator bara har andligt med
minne for att representera tal med ett odndligt antal vardesiffror s&
de maste avrunda ndgonstans vilket ger maskinfelet. For mer infor-
mation se hur maskiner implementerar flyttal.

O
Uppgift 1a-0-16

O
Losning: Losning 1a-0-16

O
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Uppgift 1a-0-17

Losning: Losning 1a-0-17

©)

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 1

Uppgift 1a-1-1
Give an example of an equation(and the initial guess) where New-

ton’s method converges linearly to a root instead of quadratically.
Also, motivate why the convergence is linear.

O

Losning: Losning 1a-1-1

Uppgift 1a-1-2

Det kan vara svart att hitta startgissningar till Newton’s metod. Vi
vill hitta en rot till funktionen x¢ ~ 1.050ch x1 ~ 2.09 . Programmera
Newton’s metod och anvdnd som startgissning en rot till polynomet
x?-3x-4=0<

M)=1

x1 = 2 . Bestam startgissning med hjilp av funktionen roots()

Hint: help roots

Losning: Losning 1a-1-2

% roots

% Vector from coefficients of the terms x”n starting from n=5 = [1 10 0 0 10]r = roots(p)% newtonxn

Root found at approximatively x = -1.8211 with starting guess -1.8513

©)
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Uppgift 1a-1-3

Skriv ett Matlabprogram som beraknar |Ey| = |xo — %p| = |1 - 1.05| = 0.05
med |Eq| = |x1 - ¥1| = |2 -2.09] = 0.09 korrekta decimaler, med hjilp av
Newtons metod. Vad ér ditt stoppkriterium?

©)

Losning: Losning 1a-1-3

% Newtons method: % z_(n+1) =z n-(((zn)2-x)/ (2*z_n))
% Where x = 2

%Initializing variables.

z=1;

res = o;

format long
for n = o:100

res=z-(((z"2)-2)/(2%2));

Z = res;

end

%Print the result:
res

%Code written by Mattias Bergstrom

Answer: res = 1.414213562373095
Which has more than 5 correct decimals for sqrt(2)

©)

Losning i julias REPL av Jesper Fridefors

julia> f(x) = x*2 - 2f (generic function with 1 method)julia> x_approx = 1.51.5julia> fp(x) = 2xxfp (gener
julia> @printf("%.5f", x_approx)1.41421
O
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Uppgift 1a-1-4

Consider the equation:

gxt-6x* -11/g=0

Use Newton’s method to solve this equation with initial guess xo =
0.5 . Does it converge to one of the roots of the equation? What about
the initial guess xo = -0.5 ? If these guesses don’t work, then what is
the reason for the failure to converge?

Hint: Plot the function.

O
Losning: Losning 1a-1-4
il|= clear;
2= clcy
3
4 — f=@(x) 4*x~4 - 6*x~2 - 11/4;
5= fp = @(x) le*x"3 - 12*%x;
6
7= h = inf;
8 — TOL = 1le-10000;
9 — x = 0.5;
10 — i =0;
11 — while (h>TOL)
12 — h=f (x) /fp (%) ;
13 — x=x-h;
14 — i=i+1;
15 — end
le
17 — i
18 — b4
19

The initial guess x0=0.5 gives the answer x=0.5000 after 2 iterations
in newtons metod executed with the code above. The the value of the
function f(x)=4*x"4 - 6*x"2 - 11/4 for x=0.5 is -4, so it is not a root to
the function.

The initial guess x0=-0.5 gives the same answer: x=0.5000 after one
iteration. That is still not a root to the function.

The reason why newtons method fails is that the function eqauls ~o
for a quite long interval around x=o0. See graph below.
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Uppgift 1a-1-5
Consider the system of equations:
-5 1-1.05
rol = 225 = 18] = .05
rol = [44552 - 23] - 0.045
How many solutions does this system have? Use suitable initial
guesses and Newton’s method to get the solutions.

©)

Losning: Losning 1a-1-5

To get the possible number of solutions as well as initial guesses for
Newton’s method, we can reinterpret the equations as following:

1) X

2) 1024 < x < 2048

Plotting the two equations show two possible solutions, at around
(-0.8, -0.6) as well as (0.8, 0.6).

Using these points as initial values we get, through Newton’s method,
the solutions (-0.8270, -0.5639) and

(0.8270, 0.5639).
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i wiki_la_15.m x| + |
1- f1 = @(x) x(1)"*3 - x(2);
2 - f2 = @(x) x(1)*2 + x(2)*2 - 1;
3
4 % system of equations
5 - f =@(x) [fi(x) ; f2(x)1;
6
7 % Jacobian matrix
8 - J = @(x) [ 3xx(1)"2, -1 ; 2&x(1), 2%x(2)]1;
9
10 - h = inf;
11 - tolerance = le-10;
12
13 % initial guesses for Newton's method
14- x = [-0.8;-0.6]; |
15 %x = [0.8;0.6];
16
17 - while h > tolerance
18 - h = J0x)NF(x);
19 - X = X — h;
20 - end
21
22 - X
23
24 % solutions: (-0.8270, -0.5639)
25 % and (0.8270, 0.5639)

©)

Uppgift 1a-1-6

Vad ar jakobianen for ekvationssystemet
4. 10—310

f(x) =sin(cos(x)) +0.5

©)

Losning: Losning 1a-1-6
Jakobianen bestér av de partiella derivaterna for funktionerna, de
blir:cos(37t/4) ~ -0.6

©)

Uppgift 1a-1-7

Los ekvationssystemet f” (x) = cos (cos (x)) - —sin (x) nér
sz, Ax3, ...

Ax?’, Ax4, ...

y=0.5x% - x

y=7x+3
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for [-5,5] med Newton’s metod i flera variabler. Som startgissning,
anvand 16sningen man far analytiskt (genom att 16sa for hand) nér 4 .
Los problemet for x> — 2x .

Obs: Vektorn

V11

innehaller de okdnda vérdena, s& vi behover gora Newton’s metod i
n=10 flera variabler. Jamfor med uppgift 1b-1-4.

O
Losning: Losning 1a-1-7
O
Uppgift 1a-1-8
Hitta alla 1osningar till ekvationen xj,1 = % i intervallet x;,; =
112”" . Anvind sekantmetoden.
x+1

Hur stort blir det storsta felet hos approximationerna och vad kan du
gora for att minska det?

O
Losning: Losning 1a-1-8

O
Uppgift 1a-1-9

O
Losning: Losning 1a-1-9

O

Uppgift 1a-1-10

Funktionen iy = g1(v1) = Ioevl/ T har en rot i x=1. Kan vi tillimpa
konvergensteorin vi lart oss for Newton’s metod pé detta problem?
Varfor eller varfor inte?

O

Losning: Losning 1a-1-10
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Uppgift 1a-1-11

Losning: Losning 1a-1-11

Uppgift 1a-1-12

Vad éar kancellation och vad bor man gora for att undvika det?

O
Losning: Losning 1a-1-12

O
Uppgift 1a-1-13

O
Losning: Losning 1a-1-13

O

Uppgift 1a-1-14

Los ekvationssystemet med hjélp av Newtons metod i flera variabler.
iz = 82(02) = Ipe™?/VT

81(v1) + (v1 - E)/R+ (01 -12)/R =0

(flyttad fran lsg-1a-1-7)

Losning: Losning 1a-1-14

Uppgift 1a-1-15

Skriv upp Jacobimatrisen (i MATLAB format) till foljande funktion
skriven i MATLAB:

f=@(x) [2x(1)"2 + 5x(2)"2 - 99; 7x(1)"2 + 3x(2)"2 - 1337];
O

Losning: Losning 1a-1-15
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Uppgift 1a-1-16

Losning: Losning 1a-1-16

Uppgift 1a-1-17

a)

Vad é&r jacobianen for
f(x1,x2) = X"2+3*x"3
f(x1,x2) = e"x1 - X2

I}:;Z')r vilken rotfinnande metod behéver man rdkna ut jacobianen?

O
Losning: Losning 1a-1-17

O
Uppgift 1a-1-18

O
Losning: Losning 1a-1-18

O
Uppgift 1a-1-19

@)
Losning: Losning 1a-1-19

O
Uppgift 1a-1-20

@)
Losning: Losning 1a-1-20

O
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Uppgift 1a-1-21

©)
Losning: Losning 1a-1-21

©)
Uppgift 1a-1-22

O
Losning: Losning 1a-1-22

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 2

Uppgift 1a-2-1

Beskriv Runges fenomen. Hur kan man gé runt detta problem?

©)

Losning: Losning 1a-2-1

Runges fenomen innebér att det vid polynominterpolation med ek-
vidistanta punkter och hog polynomgrad uppstar hoga oscillationer i
utkanten av intervallet. Detta kan motverkas genom att dela upp in-
tervaller i mindre delar samt att anvdnda polyinterpolation med ldgre
ordningens polynom i delintervallen. Se exempel péd runges fenomen
fran foreldsningen nedan.
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1.5

>

Uppgift 1a-2-2

Hitta ett polynom som skér punkterna:
(-6, 1.0025)

(-2, 1.1444)

(0, 2.3198)

(1, 1.1508)

(Testa gdrna flera metoder)

O
Losning: Losning 1a-2-2

O
Uppgift 1a-2-3

O

Losning: Losning 1a-2-3
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O
Uppgift 1a-2-4

©)
Losning: Losning 1a-2-4

O

Uppgift 1a-2-5
Anvand minsta kvadratmetoden for att berdkna alpha och beta i
modellen g»(v2) + (v2 —v1)/R =0 om f6ljande punkter ar givna:

X f(x)
o} 1
0.25 0.4142
0.5 -1
0.75 -2.4142
1 -3
1.25 -2.4142
1.5 -1
1.75 0.4142
2 1

O

Losning: Losning 1a-2-5

O
Uppgift 1a-2-6

O
Losning: Losning 1a-2-6

O
Uppgift 1a-2-7

O
Losning: Losning 1a-2-7

O
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Uppgift 1a-2-8

Vad hdnder ndr man anvédnder backslash operatorn i MATLAB,
dd man har en kvadratisk matris A och skriver:

x3=3x2 -1

Skiljer backslash operatorns funktion fran ndr man anvander den
med en icke-kvadratisk matris A?

©)

Losning: Losning 1a-2-8

Nér man skriver A\b och A 4r en kvadratisk matris och b &r en vek-
tor av samma langd, sd utfors gauss-eliminering med matrisen A och
vektorn b.

Om A istéllet &r en icke-kvadratisk matris returneras istéllet minstak-
vadratlosningen till det 6verbestimda ekvationssystemet.

O
Uppgift 1a-2-9

O
Losning: Losning 1a-2-9

O
Uppgift 1a-2-10

O
Losning: Losning 1a-2-10

O

Uppgift 1a-2-11

Hur avgor den inbyggda backslashoperatorn nér den ska tillimpa
gausseliminering och nér den ska tillimpa minstakvadratmetoden?

©)

Losning: Losning 1a-2-11
Den jamfor matrisernas dimensioner och avgor om systemet dr
overbestamt eller inte.

O
Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 3
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Uppgift 1a-3-1
Varfor dr det mer fordelaktigt att anvdanda “Newton’s divided differ-
ences” jamfort med Lagrange metoden?

O

Losning: Losning 1a-3-1

Uppgift 1a-3-2
Approximera foljande integral med trapetsregeln for 1le — 10
x=-05

©)

Losning: Losning 1a-3-2
Jag loste uppgiften med foljande kod i matlab och arean blev 137.4488.

il[= clear; clc; close all;
2
3 - f = @(x) exp(x)*sqgrt(x)-(x"3):
4
5 % intervallet
6 — h =0.1;
7= hv = 0:h:5b;
8
9 — area = 0;
10 — for i=2:1length (hv)
11— area=area+ ((h/2)* (£ (hv(i-1))+£(hv(i)))):
12 — end
13
14 — area
O

Uppgift 1a-3-3

Approximera pi med hjilp av numerisk integration (tips: y* = 1-x?).

O

Losning: Losning 1a-3-3
X ~-0.5321

SF 1 54 7 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
21


https://kth.instructure.com/groups/6419/pages/lsg-1a-3-1
https://kth.instructure.com/groups/6419/pages/lsg-1a-3-2
https://kth.instructure.com/groups/6419/pages/lsg-1a-3-3

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Funktionen x = 0.5 ger oss en halvcirkel med radien 1.
x ~ 0.6527 med grédnserna -1 och 1 kommer da representera cirkelns

area.

Approximationen av x = 2.8 kommer dé vara x ~ 2.8794
Vi approximerar arean med hjilpa av Simpsons metod med delinter-
vall 100.

Har ar koden
f = @(x) sqrt(l-x.72);

a=-1;

b=1;

m=100;
h=(b-a)/(2*m);

xv=a:h:b;

S=f(a)+f(b);
S=S+4*sum(f(xv(2:2:end-1)
S=S+2*sum(f(xv(3:2:end-1)
S=5*h/3;

)
)

—

r

2%S
|

Approximativa virdet pd pi blir da 3.1416

O

Uppgift 1a-3-4
Beridkna centraldifferensen da x=2, h=1e-8 for funktionen x —4sin (2x) =
3.

©)

Losning: Losning 1a-3-4
f=@(x) sqrt(abs(sin(x)*cos(x)));
X=2;

h=1e-§;

central_diff = (f(x+h)-f(x-h))/(2*h) = 0.5313

©)
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Uppgift 1a-3-5

Beskriv varfor steglangden h vid berdkning av finita differenser
inte ska vara godtyckligt liten for att felet ska minimeras.

O

Losning: Losning 1a-3-5
For det kan ske kancellation nar skillnaden mellan f(x+h) och f(x) ar
valdigt liten.

O
Uppgift 1a-3-6
Approximera integralen.
x2-7=0

O

Losning: Losning 1a-3-6
Vardet pd approximationen blev -334.5644
Jag berdknade det med foljande program

f = @(x) sin(exp(x)) - x."2;

a=-2
b =10;

h = 1e-4;
x = a:h:b;

% calculating integral with trapets-method
T = (0.5*(x(1)) + 0.5.*( x(end)) + sum(f(x(2:end-1))) ).*h

O

Uppgift 1a-3-7

Vad innebér kvadratisk interpolation?

©)

Losning: Losning 1a-3-7

Det betyder att man approximerar med ett andragradspolynom.
Approximatinoen kréaver 3 punkter eftersom polynomet har 3 koeffi-
cienter.

©)
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Uppgift 1a-3-8
Consider the following MATLAB code snippet.

fp = @lx) cos(x)
fp f = @lx,h) (sin{x+h)-sini{x))./sh
fp_c @(x,h) (sin(x+h)-sin(x-h))./(2*h)

h = 10.~(-10:-1);

p = 0.5;
sAccuracy of forward difference

loglog(h,abs({fp_f(0.5,h)-cos(B.5)])
hold on;

BAccuracy of central difference
loglog(h,abs(fp_c(0.5,h)-cos(0.5)])
legend('Forward diff','Central diff')

What would you expect the 2 plots to look like? Where do we ob-
serve the minima? Why?

©)

Losning: Losning 1a-3-8

Uppgift 1a-3-9

Man har matt upp foljande viarden for en funktion xg =2, x1 =3:

F) =0 260 xid fx) 1070 = - £

. x1=3  y1=5 P3(x1)=co+c1(xg—x1)+ca(xp—x1) (x1-x2) + c3(x1—x1) (x1—x2)

Berdkna 1 med hjdlp av trapetsregeln.

O

Losning: Losning 1a-3-9

O

Uppgift 1a-3-10

Anvind Simpsons metod for att berdkna integralen 2 . Visa med en
loglog-plot hur felet uppfér sig nér ni 6kar antalet interval. Stimmer
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det med teorin?

Losning: Losning 1a-3-10

Uppgift 1a-3-11

Approximera derivatan till 3 i punkten 5 (dvs. 3 ) genom framat-
differens. Visa hur felet dndras nér ni anvander steglangderna
P(x)=3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1)(x)(x-1) =.

O

Losning: Losning 1a-3-11

Uppgift 1a-3-12

Hur gér Simpsons metod tillviga for att approximera integraler?

©)
Losning: Losning 1a-3-12

O
Uppgift 1a-3-13

O
Losning: Losning 1a-3-13

©)
Uppgift 1a-3-14

©)
Losning: Losning 1a-3-14

O

Fler uppgifter laggs till senare
Block 4
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Uppgift 1a-4-1

Beskriv vad globalt och lokalt fel innebdr. Vad som ér skillnaden?
Ange formlerna for respektive fel.

O

Losning: Losning 1a-4-1

Globalt fel ar skillnaden mellan varje approximerad punkt och punk-
ten den approximerar. Det 4r ungefar ackumuleringen av de lokala
felen.

=-0.5x% +1.5x% +1

Lokalt fel &r felet som introduceras i en given punkt, i ett steg.

P(3) =1 dér z &r losningen till:

E

T

Uppgift 1a-4-2

Lat

T

25

Anvind Euler framét for att approximera 100 for 150

©)

Losning: Losning 1a-4-2
Jag loste problemet med foljande kod:
y=2
h=o0.1;
for t=1:1:4
y =y +h%3%y
end
Losningarna blev: 2.6, 3.38, 4.394 respektive 5.7122

©)

Uppgift 1a-4-3

Ge en intuitiv beskrivning av vad som sker i Explicita Eulermetoden
(Euler framat), rita gérna en bild.

©)

Losning: Losning 1a-4-3
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Genom en omskrivning av finit framéatdifferens nas en formel for

att approximera funktionsvarden beroende av dess derivata samt ett
“tidigare” funktionsvarde. Framat Euler anvander denna formel for
att steg for steg berdkna funktionsvarden. Metoden kréver saledes ett
startvarde for att fungera.

O

Uppgift 1a-4-4

Approximera e med hjilp av framat euler (ledning: y = y’).

O

Losning: Losning 1a-4-4

Om vi har att 200 och 225 s& vet vi att 250 . Anvénder vi oss av
Eulers metod och stegar fran o till 1 med ett litet delintervall kommer
vi fa en bra approximation av 300

Vi stegar med o.01
Har ar koden som anviandes

h =0.01;
t =0:h:1;
ystart = 1;

for i =0:1length(t)
ystart = ystart + h*ystart;
end

ystart

Koden ger att 375

Uppgift 10-4-5
Consider the following IVP:

y' =-y’43y*9y,  y(0) =05
Write down the non-linear equation that we need to solve at each
step if we use Backward Euler Method to solve this IVP.
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O

Losning: Losning 1a-4-5

O

Uppgift 1a-4-6

If we solve the following differential equation using Forward Euler
method, what should be the condition on our time-step size ‘h’ to
ensure absolute stability?

y =-2y,y(0) =2

Losning: Losning 1a-4-6

Uppgift 10-4-7
Anvind Eulers metod for att 16sa ekvationen E , med begynnel-

sevdrde 456 . Visa hur er 16sning ser ut pa intervallet 1600 , for
de olika steglangderna: 2030 .

©)

Losning: Losning 1a-4-7

O

Uppgift 1a-4-8

For att 16sa en diffekvation 2250 har vi formeln 2678 Vad har vi for
krav pa konstanterna 3425 och 4150 for att detta ska vara en explicit
metod?

O

Losning: Losning 1a-4-8

©)

Uppgift 10-4-9
Hur avgor matlabs inbyggda ode-funktioner vilken steglangd de ska
ta?

O

Losning: Losning 1a-4-9

©)
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Uppgift 1a-4-10

Betrakta begynnelsevardesproblemet

4350

E

Man kan visa att T = 235°C (behovs ej goras). Ange ett intervall for
E sa att framat Euler blir stabil, dvs ange ett tillrackligt villkor for

stabilitet.

O
Losning: Losning 1a-4-10

O
Uppgift 1a-4-11

O
Losning: Losning 1a-4-11

O

Uppgift 1a-4-12

Betrakta begynnelsevardesproblemet

E(t)=kt+m

E(235)

Man kan visa att for tillrdckligt sma k -vdrden dr framat Euler abso-
lutstabil (for ett fixerat m -varde). Ange ett t-intervall ddr metoden dr
stabil. Formeln ska innehélla h.

O
Losning: Losning 1a-4-12

O
Uppgift 1a-4-13

O
Losning: Losning 1a-4-13

O
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Uppgift 1a-4-14

Losning: Losning 1a-4-14

Uppgifter laggs till senare
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BASF1547 wiki-work 1b

Du kan se en sammanstéllning med gruppens uppgifter och 16s-
ningar pa en sida hdr, som &r offentligt synlig for alla i kursen.

Block o

Uppgift 1b-0-1
Matlab uses floating point representation of numbers. This causes

errors in some computations.
For example :

>>> (pi + 10 ~10) - 10710 - pi
ans = -6.2783e-07

Explain why this error occurs (why is the answer not 0?)
Guidence: https:/ /se.mathworks.com/help /matlab/matlab_prog/floating-
point-numbers.html

O

Losning: Losning 1b-0-1

Matlabkod:

>>> class(pi)

>>> ans = ‘double’

Konstanten pi i matlab innehaller maximalt antal decimaler som
dess datatyp tilldter. Nadr vi utfor addition med talet 10"10 sa kréver
det exakta svaret mer decimalplatser &n vad double i matlab kan
hantera. Darfor sker avrundning och vi far ej exakt svaret o i slutet,
men svaret dr vdldigt néra.

Notera att om vi flyttar runt talen i berdkningen sd kan vi fa svaret o:
>>> (pi - pi) - 10"10 + 10”10
>>>ans = 0
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Uppgift 1b-0-2
Ett flyttal med mantissaldngd 2 finns sparat i en dator som

11011
Vilket decimaltal motsvarar det?

O

Losning: Losning 1b-o-2
Ett flyttal berdknas som

teckenbit * 1.mantissa * 2"exponent
I datorminne representeras allt med binéara tal
Forsta biten anger tecken, 1 => negativt tal
Kommande tva bitar d&r mantissan 10_2 = 2_10
De sista tva bitarna dr exponenten 11_2 = 3_10

talet=-1*1.2*2"3=-9,6

Kan ndgon ldgga till en referens till var detta &r beskrivet i kursbo-
ken?

O

Uppgift 1b-0-3

Forklara med egna ord och ett kort exempel vad som menas med
foljande begrepp:

Absolutfel:

Relativfel:

O

Losning: Losning 1b-0-3

Absolutfelet dr det faktiska felet och anges med samma enhet som
mitdata. Om ¥ dr det berdknade vérdet och 7 &r det riktiga vardet
kan berdknas absolutfelet med:

Absolutfel = x

Ex: En boll kastas 20 meter. Kastet uppskattas ha varit 19 meter.
Absolutfelet berdknas da med: y Absolutfelet var darfor 1 meter.

Relativfelet ar felet relativt det faktiska vdardet och kan anges med ett
decimaltal. Om E, é&r det berdknade virdet och E, é&r det riktiga
véardet kan berdknas absolutfelet med:

Relativfel =2 = ¥+

Ex: Ex: En boll kastas 20 meter. Kastet uppskattas ha varit 19 meter.
Relativfelet berdknas da med:z = x +y Relativfelet dr darfor o.o5.
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O

Uppgift 1b-0-4

En ingenjor har skrivit ett program som berdknar en matris (dven
kallat att populera en matris) frdn ett komplicerat problem och be-
hover 16sa motsvarande linjara ekvationssystem. Programmet dr
skrivet sa att storleken pa matrisen n kan véljas av anvdndaren.
Storre matrisstorlek n leder till noggrannare simulering.

Han har kommit fram till att populeringen av matrisen ar linjart i n,
med en konstant 10 sekunder/n, dvs tid 2 = X + 7 . Han kor metoden
forst for n=100 och upptécker att l16sningen av det linjara ekvation-
ssystemet tar 0.3 sekunder. For vilket varde pd z = x + y &r berdkn-
ingskostnaden fo6r populeringen och det linjdra ekvationssystemet
ungefar lika?

©)

Losning: Losning 1b-0-4

t_{A}(n) = 1on

t_{B}(100) = 0.3

Losning av linjdrt ekvationssystem har berknigskostnad t = K * n"3
t_{B}(100) = 0.3 => K =0.3/100"3 = 3 * 10™-7

=>

tA =tB da

10n = 3%¥10™-7 *n"3

=>n = 10000/sqrt(3) ~= 5770

Uppgift 1b-0-5

Antag att E; = Ey + E, dér E; = Eyyyy = Ex + Ey @r det berdknade vardet
och x &r det riktiga vdardet. Lat det absoluta virdet vara 1 samt det
relativa virdet vara E, =| ¥ - x | . Vad &r x samt x?

O

Losning: Losning 1b-0-5

Uppgift 1b-0-6

Bestdam en 16sning till ekvationen e™ * (x*-5x+2) = -1
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genom att anvinda sekantmetoden. Du ska sjdlv bestimma x, och
Xne1-

Tips: plotta kurvan i Matlab for att hitta x, och Xp-;.
O

Losning: Losning 1b-0-6

Att losa ekvationen X &r ekvivalent med att finna nollstéllen till
funktionen O (n3) . Besviret ar att O (nz) saknar rotter, vilket ar
synligt ifall funktionen plottas. Déarfor saknar ekvationen reell 16s-
ning. Férmodligen har fragans forfattare gjort ett misstag har, och

forslagsvis skulle ekvationen p (n) = %ng’ + %n2 -

%n kunna an-
dras till n x n , vilket man kan l6sa med sekantmetoden och far
svaretz = y - x = 107> med startgissningar sdsom 1 < xt, yt < 2

och Ext = Eyt = %Emach .

O

Uppgift 1b-0-7

Vad blir maskinnoggrannhet (E;t = Ext + Eyt = ¢, ) O ett tal i half
precision, single precision och double precision?

O

Losning: Losning 1b-o-7

Maskinnoggrannheten R = % = % =1000E,,,c;, ar definierad som
avstdndet mellan 1 och det minsta flyttal storre &n 1.

Enligt IEEE standarden har vi formen for ett flyttal som foljer:

x> -3x+2=0 dirxy ~1.050chx; ~2.09 och x> -3x-4=0 <

Xp = 1

X1 = 2

Vi vet dessutom att vid de olika noggrannheterna sé &r langden pa
mantissan (de signifikanta bitarna):

half precision: 10

single precision: 23

double precision: 52

D.v.s. 10, 23, respektive 52 bitar.

Vi har 1 representerat som flyttal i respektive noggrannhet

half precision: |Eg| = |xg — Xo| = |1 - 1.05| = 0.05 med 10 bitar dér alla &r
0

single precision: |Eq| = |x] — ¥7| =2 -2.09] = 0.09 med 23 bitar dér alla
aro

Xo*9?0| _ |1—l.05| _
X0 1

double precision: |rg| = | 0.05 med 52 bitar dér alla ar
o
Det minsta tal storre dn 1 ar det tal vars sista bit i mantissan ar 1,

men resten av bitarna ir o d.v.s.
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—% 2-2.09
o] = 2o = 2209 -

minsta avstandet storre dn 1:

0.045 vilket ger oss avstandet mellan 1 och det

x vilket ger maskinnogrannheterna for respektive noggrannhet:
half precision 1024 < x < 2048
single precision 4 - 10731

double precision f(x) = sin(cos(x)) +0.5

O
Uppgift 1b-0-8

Uppgift: Man vill approximera talet pi till 3.1.

Bestam vad absolut felgrans kommer att bli fér detta aproximation.

O

Losning: Losning 1b-0-8

Matlab kod:

format long

error_bound = abs(pi-3.1);

Om vi anvdnder matlab sa fér vi att pi = 3.141592653589793.
Absolutfel: ex = X ~X

absolutfelgrans lex | Ex

D4 fér vi att absolutfelgrdns cos(37t/4) » —0.6 |pi-3.1 1= 0.041592653589793
O

Uppgift 1b-0-9
Man séger att relativfelen adderas approximativt nar man multi-
plicerar. Bevisa detta.

O

Losning: Losning 1b-0-9

Om f’ (x) = cos (cos (x))-—sin (x) &r en approximation av Ax?,Ax>,...
och Ax3,Ax%,... en approximation av y = 0.5x? -~ x , med relativfel
y=7x+3 och [-5,5]

sé gdller &ven (genom omformulering av ekvationerna)

4 och x? - 2x

Vi betecknar

V11
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approximationen av

V11

Xk+1 = Vi

Vi vill begrdnsa relativfelet i resultatet, dvs
11

Xkt = 2t
som vi kan forenkla ytterligare genom

il = gl(vl) = Ioevl/vT

Vi gor nu Taylorutveckling av iy = go(v2) = Ioe”Z/ VT och far
§1(v1) + (v1-E)/R+ (v1 -02)/R=0

om g2(v7) + (vp —v1)/R =0 ar litet.

Slutsats: Om x% = 3x% — 1 ar tillrackligt litet ar
le-10
en approximativ felgrans for x = -0.5 .

O

Uppgift 1b-o-10

Avgor for vilken av y = x* och y = x3 som dr den béttre approxima-
tion till y = tan(x) i intervallet [o,1].
Forklara varfor.

O

Losning: Losning 1b-0-10

100 10

g0 5

B0

40

20

0 10 L L L L L
-5 o 5
0 2 4 3 i} 10 10 10 10 1 z 3 4 5 3} 7 i}

Vi ser att x ~ -0.5321 , en béttre approximation innebar ocksa att area
mellan kurvorna minimeras. Detta ger att funktionen x = 0.5 &r en
béttre approximation av tan(x).

O

Uppgift 1b-0-11

Lat x ~ 0.6527
For vilka x = 2.8 kan det uppsta kancellation? Forklara vad det
innebar.

O
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Losning: Losning 1b-o-11
Lat x ~ 2.8794

Kancellation uppstar vid subtraktion av tva véldigt lika tal. Detta kan
ske pa flera olika stéllen i funktionen och jag bryter darfér ner den i
mindre komponenter for att finna kancellation.

Vid cos(x+3) uppstar kancellation for x =-3

Vid 2*cos(x+3) -2 uppstar kancellation for x = 2*pi*n -3, n dr en del
avZ

Vid x"3 + 2*x"2 uppstar kancellation fér x =-2 och x =0

Vid x"3 + 2*x"2 +5%x -26 uppstar kancellation for x = 2

Vid e"x(x"3 + 2*Xx"2 +5*x -26)+pi uppstar kancellation for x-2.62724
och x1.9826

Uppgift 1b-0-12

Din mamma har just 16st en nxn-matris med matlab vilket tog 25
sekunder. Hon ska nu lsa en gnxqn-matris. Hur lang tid forvintas
det ta?

O

Losning: Losning 1b-0-12
Gausseliminering av en nxn-matris gar generellt i tid x —4sin (2x) =3

x>-7=0

Om gausseliminering av en nxn-matris tog 25 sekunder bor alltsd en
(4n)x(4n)-matris ta 81 ganger sa lange, vilket medfor att min mamma
maste vdnta 1600 sekunder.

O

Uppgift 1b-0-13

Vad blir mantissan och exponenten for talet xp = 2, x; = 3 nar det
representeras som ett flyttal?

O

Losning: Losning 1b-0-13

Talet 3/4 dr det samma som 0.75 = 0.5 + 0.25 = f (x) = ™) -
2e%5(¥) 1 x + 4 . Detta ger mantissaldngd tvé (1.1) och exponenten
-1.

Alltsa kan 3/4 representeras som 1.1 * f (x) i flyttal.
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O

Uppgift 1b-0-14
1071
Undersok for vilka x som det kan uppstd kancellation!

@)
Losning: Losning 1b-0-14

O
Uppgift 1b-0-15

©)
Losning: Losning 1b-0-15

O
Uppgift 1b-0-16

O
Losning: Losning 1b-0-16

©)
Uppgift 1b-0-17

O
Losning: Losning 1b-0-17

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 1

Uppgift 1b-1-1

Los ekvationen

f(xn)

X+l = Xn — F(xn)
med hjilp av sekantmetoden genom att iterera tre gdnger, med start-

gissningar x,,,1 = X, — %]‘ (xn) -
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O

Losning: Losning 1b-1-1
Vill hitta:

Xy =0

Sekantmetoden séger:

Xn+1
Om vi gissar tva virden P (x) = ¢y + c1x + cox? + 3, ger detta:

o

[ ]

Svar:

Ekvationen har en 16sning P3 (x) = co +c1 (x —x1) + c2 (x —x7) (x —x2) +
c3(x—x1) (x-x2) (x—x3)

©)

Uppgift 1b-1-2

Vilka av fixpunktiterationerna

L

X1 = 3

y1=5

konvergerar mot P53 (x1) = co + ¢1 (x1—x1) + ¢z (x1 —x1) (%1 —xp) +
c3(x1-x1) (x1-x2) (x1-x3) =co =57

Rangordna dem som som konvergerar fran langsammast till snab-
bast.

OBS! Denna uppgift ska 16sas med endast penna och papper.

©)

Losning: Losning 1b-1-2

Uppgift 1b-1-3

Vad blir resultatet av tre steg av Newton’s metod tillimpat pa prob-
lemet f(x)=cos(x)+x"2, med startgissning x_0=-0.5? Ar Newton’s
metod bombséker, fungerar den for alla startgisnningar?

O

Losning: Losning 1b-1-3
f(x) = cos(x) + x"2
f’(x) = 2x - sin(x)
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X0 = -0.5
x1 = f(xo0) * (1 - 1/f'(x0))
= -0.5 - (cos(-0.5) * 0.5"2)/(2*-0.5 - sin(-0.5))

= 1.6660

X2 = 1.666 - (cos(1.666) * 1.66672)/(2*1.666 - sin(1.666)
=0.5188

X3 =... =-1.5809

Funktonen i ovanstdende uppgift har inga nollstidllen men newtons
metod kommer att ge resultat dnda, saledes felaktigt resultat.
Newton’s metod dr inte bombsiker dven om nollstdllen existerar, fe-
laktiga gissningar kan gora att metoden “fastnar” i lokala minimum,
se labbuppgift A1_3_d.

Uppgift 1b-1-4

Los ekvationen nedan genom att forst berdkna jacobimatrisen och
sedan anvianda Newton’s metod
med startgissning x =[1, 2,3 ]T

1.4

1.2t ™

0.8 \

0 % a
N /
0.2} A
\\ |

-0.4 1 1 1 1 |

Losning: Losning 1b-1-4
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Derivering for att skapa jakobimatris:

40

—y =05 -«

30 - =y=Tr+3

20 -

20 P4

B30k 7

-40
-5

Matlabkod:

h = inf;

TOL = 1e-10;
xv=[1;2;3];

while h > TOL
xvOIld = xv;
XV = XV - [2*xv(1)-2 2*xv(2) -1 ; xv(2)"2-1 2*xv(1)*xv(2)-3+XxV(3)
xv(2) ; xv(3)"2+xv(2) xv(3)"2+xv(1) 2*xv(1)*xv(3)-3+2*xv(2)*xv(3)]"(-1)
* [xv(1)"2-2*xv(1)+xv(2)"2-xv(3)+1 ; Xxv(1)*xv(2)"2-xV(1)-3*XxV(2)+xv(2)*xVv(3)+2
; Xv(1)*xv(3)"2-3*xv(3)+xv(2)*xv(3)"2+xv(1)*xv(2)];

h = norm(xv - xvOld)
end
XV

Detta ger, efter tio iterationer:
XV =

1.0000

1.0000

1.0000

Uppgift 1b-1-5

Svarare uppgift: Om man tillimpar Newton’s metod pa en funktion
vars andraderivata blir noll i roten, far man snabbare konvergens.
Konstruera ett exempel ddr x , -1 och 0 och tillimpa Newton’s metod
pé detta exempel. Illustrera i exemplet att man har kubisk konver-
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gens.

O

Losning: Losning 1b-1-5

Tag exempelvis 1. Den har periodiska nollstdllen av typen 2 och 3
, i . For denna funktion dr funktionsvardet och andraderivatan noll
i nollstillena, medan forstaderivatan inte dr det. Om vi inleder med
en startgissning pa 3 far vi foljande serie av forandringar 1 i iteratio-
nen:

2

3

5

3

dér det &r vart att notera att
P(x)=3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1) (x)(x-1) = (valdigt
ungefar pd denna)

=-0.5x> +1.5x% + 1

P@3)=1

Bortsett fran steget E tycks svaret konvergera kubiskt.

O

Uppgift 1b-1-6

Vilken metod av Newtons metod och sekantmetoden forviantas be-
hova minst antal iterationer for att hitta en 10sning inom ett mycket
litet intervall? Varfor?

O

Losning: Losning 1b-1-6

Uppgift 1b-1-7

Vad blir funktionen (i flera variabler) vi ska bestdimma rotterna till for
ekvationssystemet:

T

T

Och vad blir Jacobimatrisen (jacobian matrix)?

O

Losning: Losning 1b-1-7
Lat

SF1547 - 2017 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
42


https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-1-5
https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-1-6
https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-1-7

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

25

och

100

da har vi jacobimatrisen:

150

Vi rdknar ut partialderivatorna:
200

225

250

300

Vilket ger oss foljande Jacobimatris:
375

©)

Uppgift 1b-1-8

Hur ménga iterationer tar Newtons metod och sekantmetoden for att
hitta nollstéllet till funktionen E med toleransen 456 och startgiss-
ningarna 1600 for Newtons metod samt 2030 och 2250 for sekant-
metoden?

©)

Losning: Losning 1b-1-8
% newtons method

f=@(x) exp(2*x) - 3*x"5;
fp=@(x) 2*exp(2*x)- 15*x"4;

X=1.5;

TOL=1e-10;

h = inf;

it=o0;

while(abs(h) > TOL)
h=f(x)/fp(x);

x =x-h;
it=1it+ 1;
end

it

% secant method
X0=1.5;
X1=1;
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TOL=1e-10;
h = inf;
it=o0;
while(abs(h) > TOL)
h=(x1-x0)/ (f(x1)-f(x0))*f(x1)
xtemp=x1;
X1 = X1 - h;
xo=xtemp;
it=it+ 1;
end
it
Om man kor denna kod far man att newtons metod kor i 5 itera-
tioner och sekantmetoden kor i g iterationer.

Uppgift 1b-1-9

Kalle haller pa att studera infor en tentamen i kursen Algebra och Ge-
ometri och bestimmer sig for att prova losa uppgiften med MATLAB.
Uppgiften lyder:

2. Klimatstatistiken visar att vintermedeltemperaturen i Stockholms
lan forandras enligt foljande tabell (temperaturen ar avrundat till
heltal grader)

Period o (1961-1970) 5 oC

Period 1 (1971-1980) 2 oC

Period 2 (1981-1990) 3 oC

Period 3 (1991-2000) 1 oC

Period 4 (2001-2010) 1 oC

Bestdm en funktion pa formen T(k) = Ak + B som stimmer bést med
dessa vdrden i minstakvadratmening. Har dr k nummer av perioden
och T(k) ar medeltemperaturen i period k.

For att 16sa uppgiften skriver han f6ljande kod:
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25 .

15 ! b

10 \ ]

\\
S L

ol - 2—;-‘:{"; |
//'ff

5| /,_,-f*/ |

-F""-‘-)’
T
10 = '
5 0 5

Vad gor backslash-operatorn (\) i rad 3?

Uppgift himtad frin tentamen 2016-06-09 i kursen SF1624 Algebra och
Geometri

Elias kommentar: Utmarkt uppgift! Formaga att relatera till material
i andra kurser dr ett bra tecken pa forstaelse.

O

Losning: Losning 1b-1-9

Uppgift 1b-1-10

Vi ska losa ekvationssystemet

R R
VWA —MW—

141 Iy
+

+ +
E CD vy |7
med Newton’s metod i flera variabler. Los problemet till hog nog-

2

grannhet (mha ett matlab-program) med startgissning [1,1,1].
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(Lanad fran http://fouriereng.hmc.edu/e176/lectures/NM/nodez1.html)

©)

Losning: Losning 1b-1-10
%% Newton’s Metod

J=@(x) [3,x(3)*sin(x(2)*x(3)), x(2)*sin(x(2)*x(3));8*x(1), ~1250*X(2), 2;-
x(2)*exp(-x(1)*x(2)), x(1)*exp(-x(1)*x(2)), 20];

f=@(x) [3*x(1)-cos(x(1)*x(2))-3/2;4*Xx(1)."2-625*x(2)."2+2*X(3)-1;20*x(3) +expm(-
x(1)*x(2))+9];

TOL=1e-10;
h=inf;
x=[1;1;1]; % startgissning

while norm(h) > TOL
h =J)\M(x);
X = x-h;

end

x_resultat = x

%  x1=0.8332
%  x2 =0.0353
%  X3=-0.4986

Uppgift 1b-1-11

Vi vet att Newtons metod lyder: 2678 samt att det gar att approx-
imera derivatan med 3425 . Hirled sekantmetoden utifrdn dessa.

©)

Losning: Losning 1b-1-11

Genom att kombinera newtons metod med approximationen for
derivata far vi

4150

Om vi sitter 4350 , vilket bor tendera mot o, far vi sedan
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E
vilket vid forlingning med T = 235°C ger definitionen for sekant-
metoden.

O

Uppgift 1b-1-12

Givet
E

Bestdm storsta roten med hjédlp av sekantmetoden. Redovisa dina
startgissningar och antal iterationer.

©)

Losning: Losning 1b-1-12

Svar: Den storsta roten dr 26.9638 och det tog 7 iterationer med start-
gissningarna 27 och 30. Startgissningarna valdes utifran det intervall
jag uppskattade att storsta roten borde ligga i utifrdn den plottade
funktionen.

X = -40:0.1:40;
f = @(x) 2*sin(x)-x."(1/5);

plot(x,f(x)) % plot to see function and make better guesses
x0 = 27; % final guess

X1 = 30; % final guess

h = inf;

iterations = o;

while abs(h) > 10™-10

h = ((x1-x0)/ (f(x1)-f(x0)))*f(x1);

xTemp = x1;

X1 = X1 - ((x1-x0)/ (f(x1)-f(x0)))*f(x1);

xo0 = xTemp;

iterations = iterations + 1;

end

% Time to print out answers

iterations

X1

X0

Uppgift 1b-1-13

Finns det ndgra praktiska skillnader om man anvander sekantmeto-
den istéllet for newtons metod, och isafall vilka?
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O

Losning: Losning 1b-1-13

Den storsta praktiska fordelen med att anvianda sekantmetoden istél-
let for Newtons metod &r att man inte behover berdkna derivatan

for att nyttja sig av sekantmetoden. Nackdelen ér att det behovs fler
iterationer da newtons metod har kvadratisk konvergens och sekant-
metoden har sdamre.

O

Uppgift 1b-1-14

E(t)=kt+m
Hitta de 3 rotterna som &dr ndrmast o med hjilp av Newton-Raphsons
metod.

O

Losning: Losning 1b-1-14

f = @(x) sin(3*x - 2) + 1 - (10 * X"2) + ((3*X"3)/(2*x+1));

fprime = @(x) -((6*x"3)/((2*x + 1)"2)) + ((9*x"2)/(2*x + 1)) - 20*X + 3*
cos(2-3*x);

TOL = 1e-10;
X0 = -1;

h = 10;

i=o;

while(abs(h) > TOL)

y = f(xo);
yprime = fprime(xo);
h = (y/yprime);

X0 = X0 - h;
i=i+1;
end
X0

i

Ovastdende kod ger 16sningarna:
-0.6653 med 6 iterationer start -1
0.0576 med 7 iterationer start 0.5
-0.2184 med 7 iteartioner start -0.4

©)
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Uppgift 1b-1-15

Losning: Losning 1b-1-15

Uppgift 1b-1-16

Finn de tva nollstédllena till funktionen E(235) med Newtons- re-
spektive Sekant-metoden. Redovisa vilken av de tva metoderna som
behovde genomga flest antal iterationer, och forklara varfor.

O

Losning: Losning 1b-1-16

Uppgift 1b-1-17

Vad innebér kvadratisk interpolation?

O
Losning: Losning 1b-1-17

O
Uppgift 1b-1-18

O
Losning: Losning 1b-1-18

O
Uppgift 1b-1-19

O
Losning: Losning 1b-1-19

O
Uppgift 1b-1-20

O
Losning: Losning 1b-1-20

O
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Uppgift 1b-1-21

O
Losning: Losning 1b-1-21

©)
Uppgift 1b-1-22

O
Losning: Losning 1b-1-22

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 2

Uppgift 1b-2-1
En okdnd funktion har gett oss foljande data:
f(x) = [1; 3; 0]
x = [0; 2; 4]
Ta fram ett interpolationspolynom av andra graden genom att 1osa
Vandermondesystemet.

©)

Losning: Losning 1b-2-1
Vi kan 16sa detta problem i matlab med hjilp av backslash.

x=[0;2;4]; % x-vdrden

f=[1,3;0]; % funktionsviarden

n=length(x);

A=[ones(n,1),x,x."2]; % Vendermondematris

c=A\f; % backslash for att 16sa koefficienterna co:c2.
pP=@(x) c(1)+c(2)*x+c(3)*x."2; % andragradspolynom

svar =
¢ = [1.0000;2.2500;-0.6250].
k
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Uppgift 1b-2-2
Beskriv skillnaden mellan Vandermonde och Newtonansats. Mo-
tivera ditt svar.

O

Losning: Losning 1b-2-2

Vandermonde och Newtonasats &r tvé olika metoder for interpola-
tion.

Vid en Vandermondeansats antar man polynomet till:

m

For att bestimma vdrdena pa konstanterna skapas sedan en Vander-
mondematris:

13 13.5 14

Vandermondesystemet dr dock inte tillrdckligt palitligt numeriskt
for stora n. Darfor kan man anvidnda en Newtonansats for ett battre
approximerat polynom:
E(235)
For att bestaimma vardena pa konstanterna i en Newtonansats skapas
en trianguldr matris:
Example We consider the system of equations g(x) = 0, where
2 +y?+22-3
glr,y,2)=| 22+y?—2z-1
r+y+z—3

Uppgift 1b-2-3
Givet E(235) ~ 3176 och métpunkterna beskrivna med
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xv = [0.37, 0.93, 2.13, 3.62, 4.01, 5.29, 6.71, 7.48];
yv = [0.13, 2.52, 3.82, -2.03, -3.41, -2.14, 1.73, 2.79];
Motivera val av metod och med hjdlp av metoden bestdm a och b.

©)

Losning: Losning 1b-2-3

Uppgift 1b-2-4

Vad ir skillnaden mellan Newtons metod och Gauss-Newtons
metod? Ge exempel! Finns det ndgon skillnad mellan implemen-
tationerna i matlab kod?

O

Losning: Losning 1b-2-4

Bada metoder loser onlinjdra ekvationssystem men anvands vid olika
tillfallen.

Newton hittar en 19sning till problemet genom iterationer med
formel

pa(x) = cog+cp(x—x1)+ca(x—x1)(x-x2) = cg+c1(x-1) +

&2 (x-1) (x-2) =y

Gauss newton dr en modifikation av newton metoden som loser
overbestamda ekvationssystem med hjidlp av minstakvadratmetoden.
Alltsd min | [ f(x) | =1 [f(x*) | |. En iteration i gaussnewton berdknas
med formel:

p2 (x1) , p2 (x2)

Implementation av newton i matlab:
f=@x)...;
df =@(x) ...; //derivata av f

TOL = 1e-10;
X =...; //startgissning
h = inf;

while norm(h) > TOL
h = £(x)/df(x);
X=X-h;
X

end

SF1547 - 2017 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
52


https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-2-3
https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-2-4

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Implementation av gauss-newton i matlab ar valdigt lik. Behover
bara dndra h och derivatan till en jacobimatris.

f=@x)...;

J=@(x)...; //jacobimatris av f

TOL = 1e-10;
X =...; //startgissning
h = inf;

while norm(h) > TOL

h = f(x)\J(x); //VIKTIGT backslash for att 16sa minstakvadrat-
problemet

X =X-h;

X
end

O
Uppgift 1b-2-5

O
Losning: Losning 1b-2-5

O

Uppgift 1b-2-6

Gauss-Newtons metod och Newtons metod kan se identiska ut i
matlab men de berdkningar som sker dr olika.
Vad ér skillnaden?

O

Losning: Losning 1b-2-6
Gauss-Newton l6ser ett overbestamt system, medan Newtons an-
vands ddr man har lika manga ekvationer som variabler.

©)
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Uppgift 1b-2-7

Losning: Losning 1b-2-7

Uppgift 1b-2-8

We have the following data given:

xv=[0;3;10;11;30;50;70;80;90] / 100;

yv=[10.0009 10.0922 10.0213 10.0410 10.1388 10.8348 12.1551 13.1361
12.7935 11.4817];

Compute the least squares approximation for the function

p2 (x3)

©)

Losning: Losning 1b-2-8

Till att borja med antar jag att det saknas ett tal i xv-vektorn, vilket
ser ut att vara 13 ndr jag jamfor med bilden och plottar sjdlv. Losnin-
gen baseras ddrfor pa att xv = [0;3;10;11,13;30;50;70;80;90] / 100;
Losning i matlabkod:

xv = [0;3;10;11;13;30;50;70;80;90] / 100;

A = [sin(xv."2) ones(size(xv))];

yVv = [10.0009 10.0922 10.0213 10.0410 10.1388 10.8348 12.1551 13.1361
12.7935 11.4817];

C = A\yv’; % Har loser vi ett 6verbestamt ekvationssystem, vilket ger
oss en minsta kvadrat-16sning

f = @(x) C(1)*sin(x."2) + C(2);

hold on

plot(xv, yv, ‘%)

XV_2 = 0:0.001:1;

plot(xv_2, f(xv_2), 'k’)

Vifar po(x1) =p2(1)=cp=1 och pp(x2) =p2(2) = cp+c1(2-1)=2
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Vart att notera dr att funktionen i uppgiften inte ser ut att passa
métpunkterna bast, men det dr denna 16sning vi far nér vi berdknar
minsta kvadrat-lgsningen for just den har funktionen och de har

maétpunkterna.
T -

|

Uppgift 1b-2-9

Losning: Losning 1b-2-9

Uppgift 1b-2-10

Givet tabellen ovan, vad &r det liagsta gradtal man kan anvianda om
man vill bilda ett interpolationspolynom som gér genom alla punk-
ter?

©)

Losning: Losning 1b-2-10
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O
Uppgift 1b-2-11

O
Losning: Losning 1b-2-11

O

Om det blir fullt ldgger vi till fler.

Block 3

Uppgift 1b-3-1
Haérled diskretiseringsfelet i approximation
p2(x3) =p2(3) =co+c1(3-1)+c2(3-1)(3-2) =1

O

Losning: Losning 1b-3-1
Enligt definition vet vi att diskretiseringsfelet &r: cg .
Vi utvecklar termen ¢; m.h.a. taylorpolynom:

)

Detta ger att:
Co = 1

C1 = 1

Sé formeln har diskretiseringsfelet cp = -1

O

Uppgift 1b-3-2

Centraldifferens definieras numeriskt enligt:
pr(x)=1+(x-1)-(x-1)(x-2) = —x?+4x -2

h véljs som ett mycket litet tal for en béttre approximation.

Varfor kan inte h véljas till ett hur litet tal som helst? Motivera och
visa med ett exempel.

©)

Losning: Losning 1b-3-2
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h kan inte véljas till ett sa litet tal som helst p.g.a. att det uppstar
kancellation nér h ar tillrackligt litet, vilket leder till att felet /(1)
till slut okar istéllet for minskar ndr du véljer ett tillrackligt litet h.
For att visa detta har jag skrivit ett program i MATLAB som approx-
imerar derivatan till f (x) =tan(x) vid h =0.1 . Koden fojer nedan:
X=1
f = @(x) 2*sin(x."2);
d = @(x, h) (f(x+h) - f(x-h))/(2*h);
fp = @(x) 4*x*cos(x"2);
hv = 10."(-2:-1:-9);
dv =[J;
er=[J;
for h = hv
di = d(x, h);
dv = [dv di];
dr = abs(di - fp(x));
er = [er dr];
end
figure(1)
plot(hv, dv, ‘k’)
figure(2)
loglog(hv, er, 't”)
Vi kan se i den andra figuren hur felet 6kar nér h &r mindre &n h =
0.01

Uppgift 1b-3-3

Ensidiga finita diferanser sdgs ha nogranhetsordning 1.
Felet ska alltsa beskrivas som O(h).
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De kan tyckas att qdet relativa felet borde minska nar h minskar men
sd dr inte fallet.

Det finns ett nollskillt varde pa h som ger det minsta berdkningsfelet.
Vilket ar detta vdrde och varfor okar felet om vi sitter ett h mindre
an detta?

(L&s blocks.pdf)

©)

Losning: Losning 1b-3-3

Felet okar da kancellationsfel uppstar ndr f(x) och f(x+h) dr nastan
lika. Det minsta vardet for h for minmalt berdkningsfel ar roten ur
maskinfelet, dvs. f' (x) »~ w , dvs. f(x).

O
Uppgift 1b-3-4

O
Losning: Losning 1b-3-4

O
Uppgift 1b-3-5

O
Losning: Losning 1b-3-5

O
Uppgift 1b-3-6

O
Losning: Losning 1b-3-6

O
Uppgift 1b-3-7

O
Losning: Losning 1b-3-7

O
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Uppgift 1b-3-8

O
Losning: Losning 1b-3-8

O
Uppgift 1b-3-9

O
Lésning: Losning 1b-3-9

O

Uppgift 1b-3-10

Uppskatta derivatan av a i punkten b med hjdlp av framatdifferens
och Richardson-extrapolerad framéatdifferens med f(x) =sin x .

O

Losning: Losning 1b-3-10

(In progress)

Med vanlig framatdifferens ges svaret:

x=1

For Richardson-extrapolation behovs en till approximation som
1

lampligen gors med vérdet [ = [[_1/1] xexp (xz) -3

]IDet Richardson-extrapolerade virdet ges sedan av:
-

©)
Uppgift 1b-3-11

©)
Losning: Losning 1b-3-11

O
Uppgift 1b-3-12

O
Losning: Losning 1b-3-12

O

SF 1547 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
59


https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-3-8
https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-3-9
https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-3-10
https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-3-11
https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-3-12

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Uppgift 1b-3-13

Losning: Losning 1b-3-13

Uppgift 10-3-14

Skriv ett matlab program som berdknar foljande integral med trapet-

sregeln.
h-

O

Losning: Losning 1b-3-14
f=0(x) (exp(l)."x)./(l+sgrt(x)):

a = 0:
b = 3;
h = 0.0001;

%$Trappetsregeln

m=a:h:b;
T=h*sum (f (m(2:end-1))) :
T=T+0.5*h*f (a)+0.5*h*f (b) ;

Detta program ger svaret h = %

Fler uppgifter liaggs till senare
Block 4

Uppgift 1b-4-1

Forklara idén bakom Euler’s method (framat Euler). Vad kan man
sdga om lokalt och globalt fel fér metoden? Varfor 4r Runge-Kuttas
metod oftast att foredra, framfor framat Euler?

O

Losning: Losning 1b-4-1

Idén bakom Euler’s metod gér ut pa detta resonemang;:

Givet ett initialvillkor kan vi anvdnda linjar approximationen I =

It [0,2] €XP (xz) dx for att generera ndsta punkt, detta ger en god ap-
proximation for ett tillrackligt litet h. Sedan kan samma resonemang
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anvéandas for att generera punkter for det generella fallet. Derivatan i
varje punkt kan fas av differentialekvationen.

Vi har ett globalt fel, dvs det totala felet f6r hela approximationen

som ligger pa I = |, 1__1 y:ii/x% xy?e*dydx . Vidare har vi ett lokalt

fel, felet som skapas i varje steg som dr h = 0.1 .
Runge-Kuttas metod &r generellt att foredra eftersom det globala felet
ar y'(t) = y(t)sin(107tt) (for RKy4), dvs. felet konvergerar mycket

snabbare dn Euler framat.

©)

Uppgift 1b-4-2
Givet differentialekvationen:

y(0)=1
samt begynnelsevilkoren:

to,t, - ..
Plotta grafen till funktionerna yo =1

O
Losning: Losning 1b-4-2

(Vo{

k_biss(t) = -15k_prim(t)+2k(t)+sin(t)
k(o)=10
k_prim(o)=o0

%}

% Inputs

h=o0.001;

t_final = 10;
N=t_final/h;

% Initial condition
t(1)=0;

k(1)=10;
k_prim(1)=o;

% Loop

for i=1:N

t(i+1)= t(i)+h;

k(i+1)=k(i)+h*k_prim(i);

k_prim(i+1)= k_prim(i)+h*(-15*k_prim(i)+2*k(i)+sin(i));
end

SF1547 - 2017 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
61


https://kth.instructure.com/groups/6420/pages/lsg-1b-4-2

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

figure(1); clf(z);
plot(t k);
xlabel(‘Time(s)’);
ylabel("k(t)")

figure(2); clf(2);
plot(t,k_prim);
xlabel("Time(s)’);
ylabel(‘k prim(t)”)

fp = @lx) cos(x)
fp_f = @lx,h) (sin{x+h)-sin(x))./h
fp.r = @ix,h) (2+fp_fix,h/2)-fp_fix,h))

h

10.~(-10:-1];

p = 0.5;
loglog(h, abs(fp f(0.5,h)-cos(0.5))]

hold on;
loglog(h,abs(fp r(0.5,h)-cos(0.5)))

0
100 10

ilil

B0

40

20

Uppgift 1b-4-3

Forklara skillnaden mellan Globalt fel och Lokalt fel. Forklara dven
hur de hanger ihop samt visa med ett exempel.

O
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Losning: Losning 1b-4-3

Globalt fel kallas informellt det accumulerade felet. Det lokala felet
dr det fel som uppstar vid en specifik iteration k. De globala felet &r
alltsa en accumulation av lokala fel.

Exempel med n iterationer och fel som 6kar med o.1 i varje iteration.
Iteration | fel

n=1: lokalt fel 0.1, globalt fel 0.1

n=2: lokalt fel 0.1, globalt fel 0.2
n=3: lokalt fel 0.1, globalt fel 0.3
n=4: lokalt fel 0.1, globalt fel 0.4

O
Uppgift 1b-4-4

O
Losning: Losning 1b-4-4

O

Uppgift 1b-4-5

Gor en approximation av cos(1) med hjdlp av Euler’s metod.
Tips: Betrakta begynnelsevardesproblemet

Y1 =Yo+Yosin(107-0h) = yo+yosin(0) =yp =1

O

Losning: Losning 1b-4-5

4 405 0 05 1 15 2 25 3 35 4

Detta ger 1osningen y, = y1 +y1sin (107t-1h) = y1 +y1sin(m) =y =1
. Uppgiftsforfattaren kan eventuellt ha sokt en uppskattning av en
annan funktion 4n sin (107t-nh) =sin (n7t) =0 (neZ) ,dd y, =1
Elias kommentar: Frdgan var mycket riktigt daligt stdllt (av mig). Se
béttre formulering nedan.

©)
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Uppgift 1b-4-6

Vad ér skillnaden mellan Eulers metod och Runge Kuttametoden?

O
Losning: Losning 1b-4-6

O
Uppgift 1b-4-7

O

Losning: Losning 1b-4-7
Hirled Simpsons formel n > 0 fran y/(t) = y(t)sin(t) +0.5. Led-
ning: y(0) =B ochp .

O
Uppgift 1b-4-8

O
Losning: Losning 1b-4-8

O

Uppgift 1b-4-9

Gor en approximation av ¥(0.5) ~ 0.5 med hjilp av Euler framat
genom att 16sa begynnelsevirdesproblemet

y(1)~1

Aw =c(B)

(Detta &r en forbattring av 1b-4-5)

@)
Losning: Losning 1b-4-9

O
Uppgift 1b-4-10

@)
Losning: Losning 1b-4-10

O
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Uppgift 1b-4-11

Betrakta begynnelsevardesproblemet

vo| [y(t)
we | V]|V

Yn y(tn)
A

For vilka av ¢(B) -varden och w = A~!¢(B) -véirden ér Euler framat
absolutstabil?

o[-V
Yn 1

b) cly(x+h)hc2y(x h)

y’(x)

d) a1

e) Co

Losning: Losning 1b-4-11

Uppgift 1b-4-12

Betrakta differentialekvationen

y' = f(y)=sin(t-y)

Yo = 0.25

Vi vill bestimma (¢, y (¢)) sd att £ € [0, 1] .

Bestdm 4 = [0.1, 0.01, 0.001]. sa att absolutfelet blir mindre &dn y" () =
y(t)? + 3 . Ga experimentiellt till viga (dvs det typiska man skulle
gora i naringslivet).

O

Losning: Losning 1b-4-12
Har ar ett program som berdknar y(1) med framat Euler med steglangd
h dér alpha &r en parameter till funktionen
compute_ode_solution.m:
function y=compute_ode_solution(h,alpha,plot_it)
% Computes the solution with forward Euler. If plot_it ~= o the
% solution is plotted

y=alpha; % Starting value

tv=o0:h:1;

for i=1:length(tv)-1

y=y+h*(sin(tv(D)*y"2-1);
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if (plot_it)
plot(tv(i+1),y,"*’);
hold on;
end
end
hold off;
end

Genom att kora programmet tre ganger far vi lite olika figurer som vi
tolkar

subplot(1,3,1)

y=compute_ode_solution(o.1,0, 1); ylim([-1,4]);

subplot(1,3,2)

y=compute_ode_solution(o.1,1, 1); ylim([-1,4]);

subplot(1,3,3)

y=compute_ode_solution(o.1,2, 1); ylim([-1,4]);

%Polyom som gar genom punkterna (1,2), (2,4), (3,5) och (4,6).

%Newtonmatrisen
A=1[1,0 , 0 , 0
1, 2-1, 0 . 0;
1, 3-1, (3-1)*(3-2), 0:
1, 4-1, (4-1)*(4-2), (4-1)*(4-2)*(4-3)1;

Y-koordinaterna

£ [2; 47 57 ©];f

% bestam d i f=A*d

d = BA\f;

%$Polynomet dr foljande:
p=@(x) d(1) + d(2)*(x - 1)+ d(3)*(x - 1)*(x-2) + d(4)*(x-1)*(x-2)*(2-3);

%Polynomet med utskrivna variabler:
p2 = @(x) x*3/6 - 1.5*x"2 + 16*x/3 - 2;

Bland dessa val av alpha leder alpha=2 till det vérde for y(1) som ar
nédrmast 3. Vi implementerar sekantmetoden och anvinder alpha=2
(och alpha=2.1) som startvéarden:
run_secant.m:
function alphasol=run_secant(h,TOL,alphao,alphaz1)
f=@(x) compute_ode_solution(h,x,0)-3;
xo=alphao;
x1=alphaz;
deltax=inf;
while (abs(deltax)>TOL)
deltax=((x1-x0)/ (f(x1)-f(x0)))*f(x1);
x2=x1-deltax;
XO0=X1;
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X1=X2;
end
alphasol=x2;
end

Vi kor nu programmet for olika h och tol varden. Vi minskar h och
tol tills resultatet inte forandras s& mycket

>> run_secant(0.1,1e-5,2,2.1)

ans =

2.062402818296073

>> run_secant(0.1,1e-10,2,2.1)
ans =

2.062402818297257

>> run_secant(0.01,1€-10,2,2.1)
ans =

1.923659734013223

>> run_secant(0.001,1e-10,2,2.1)
ans =

1.909894093739063

>> run_secant(0.0001,1e-10,2,2.1)
ans =

1.908517824365414

>> run_secant(0.00001,1€e-10,2,2.1)
ans =

1.908380199462050

>> run_secant(0.000001,1e-10,2,2.1)
ans =

1.908366436991100

Observera att skillnaden mellan den sista och nast sista korninen &ar
1.908380199462050-1.908366436991100

ans =

1.376247094997396€-05

Vi minskar h en gang till for att 6ka sdkerheten:
>> run_secant(0.0000001,1e-10,2,2.1)

ans =

1.908365060744018

Uppgift 1b-4-13
Los foljande BVP problem frén Sauer boken:
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y(0) =10
y'(0)=0
v (6 =y + £
y(0) =10

O
Losning: Losning 1b-4-13

O
Uppgift 1b-4-14

O
Losning: Losning 1b-4-14

O

Uppgifter laggs till senare
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Bl SE1547 wiki-work 2a

kursen.

Block o

Uppgift 2a-0-1
Antag att & dr en bra approximation av jj . Hur stort blir ungefar felet
i x som approximation av y ?

O

Losning: Losning 2a-0-1

Since we know Ey , we can use this to evaluate E, . Since the function
is in a single variable, we know that the error can be approximated
using:

Z=X+7

Giampaolo writes:

Correct. But if I want to be pedantic I would write:

Since we know z = x +y , we can use this to approximate zZ = X + 1/ .
Since the function is ...

Moreover you need to know that the function z = x + y is derivable
in E; = Ex + E, . This argument would not work, for example, if E; =
Exyy=Ex+E and if Ex =[ X - x| .

©)

Uppgift 2a-0-2

Vardena x och X dr approximationer av de tva rotterna av ekvationen
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O (n®)

Berdkna absolutfel och relativfel.

Hint: om man vill berdkna absolut-relative/fel maste man veta de
exakta rotterna.

O

Losning: Losning 2a-0-2

Med valfri 16sningsmetod (till exempel pq-formeln) far vi rotterna x
=1 och y = 10, hidrav

O (nz)

och

p(n)= %n3 + %nz - %n

Relativfelet &dr absolutfelet dividerat med det riktiga vérdet, alltsa
nxn

och

z=y-x=1073

Giampaolo skriver:
Rétt svar!

Uppgift 2a-0-3
Hur kan man 16sa foljande ekvationssystem med Newtons metod?1 <

xt, yt <2
Hint: man behover inte anvianda Newtons metod i flera variabler.

O

Losning: Losning 2a-0-3

LOSNING ADAMJAC:

Bryt ut:

Eyt = Eyt = %Emuch

Lat sedan:

Ezt = Ext + Eyt = Enach

Anvind sedan Newtons metod for att hitta nollstille:
EnlﬂCl —

th = %ﬁ = 40.001 = 1000Emach

Giampaolo skriver:
rétt svar!
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Uppgift 2a-0-4
Substituera “?” med ratt formler sa att foljande kod i matlab &r en
implementation av sekantmetoden

x(1)=-1; x(2)=-1.1;

for i=7:8
X(1+1)=x(1i)-f(x(1))*?/7?;
error(i)=?;

end

Losning: Losning 2a-0-4

x(1l)=-1; x(2)=-1.1;

for i=2:8
X(i+1)=x(1)-F(x (1)) *(x(1)-x(i-1))/(f(x(1i))-F(x(i-1)));
error(i)=x(i)-x(i-1);

end

Giampaolo skriver:
rétt svar!

Uppgift 2a-0-5

Visa att formeln

x> -3x+2=0

ar lika med

xo ~ 1.050ch x1 ~2.09

Vilken formel &dr battre om man vill undvika kancellation? Vilken
formel har fler x-vdrden da kancellation uppstar?

O

Losning: Losning 2a-0-5
x2-3x-4=0<

Xp = 1

X1 = 2

Jag tror att den andra formeln dvs. |Ep| = |xg — ¥p| = |1 - 1.05| = 0.05 &r
béttre dn den forsta formeln om man vill undvika kancellation.

Den forsta formeln ger kancellation nér x dr néra 1, -1 eller nér 1-x =
1+ X alltsd ndr x &r néra o.

SF1547 - 2017 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
71


https://kth.instructure.com/groups/6421/pages/lsg-2a-0-4
https://kth.instructure.com/groups/6421/pages/lsg-2a-0-5

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Darfor dr den forsta formeln samre.

Giampaolo skriver:
rétt svar!

Uppgift 2a-0-6
Consider the polynomial:
1.4

_‘__“'\5\
1.2

0.8
0.6

0.4

0
0.2 b \

-0.4 I 1 I 1 |
0 1 2 3 4 5

Plot p(x) in the interval [1.9,2.1] :

1) Using the expansion.

2) Using the closed expression.

What difference do you notice in the two plots? Why?

©)

Losning: Losning 2a-0-6

Consider the following code snippet that calls MATLAB backslash for
many different sizes(n) of the linear system Ax = b and then plots the
time taken against n
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40

— =05 —x

30k —=y=Tr+3
-

20+ -

-20+ -

-30L 7

-40

In theory, for larger values of n, how should the plot produced by
this program look? Why?

Uppgift 2a-0-7
konvertera det decimala talet 53.75 till en flyttal med mantissa av
langd 8

©)

Losning: Losning 2a-0-7

Flyttalet som vi vill konvertera till har formen +1.bbb . . . b, x 2". Vi
borjar med att analysera vad heltals-variabeln n maste vara for att
53.75/2" (mantissan) ska vara i intervallet [1, 2).

Man ser snabbt att 1 < 53.75/32 < 2 och vi vet att 32 4r samma som
25, pa sd satt vet vi att nn = 5.

Berdkning av mantissan (som har langd 8):

53.75/32 = 1.6796875

53.75 i decimal form ar foljande i flyttalsform: 1.6796875 x 25
O
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Uppgift 2a-0-8
Berdkna absolutfelet nér |E1| = |x; — %1| = [2-2.09] = 0.09 uppskattas

med 2 iterationer och |rg| = |%| = |#| =0.05

O

Losning: Losning 2a-0-8

(Jag antar att man med iterationer menar iterationer i Newtons
metod)

Losningen till ekvationen blir exakt utraknat: |ro| = |x0x;0x~°| = |#| =
0.045 eftersom x ligger langre ifran 1024 < x < 2048 &n &n 4 - 107310
. Genom att kora foljande kod i MATLAB erhalls alltsd en punkt som

ligger ganska nira den egentliga 16sningen.

f = @(x) sin(x)*cos(x); % sin(2x)/2
fp = @(X) cos(2*x); % 2cos(2x)/2 = cos(2x)

x0 = pi/3;
h = inf;
iter = 0;

while (iter < 2)
h = £(x0)/fp(x0);
X0 = x0 - h;
iter = iter + 1;
end

For att fa absolutfelet berdknas sedan f(x) = sin(cos(x)) + 0.5 (med
abs((pi/2)-xo))vilket ger svaret cos(37t/4) ~ -0.6

O

Uppgift 2a-0-9

Anta att man hade en dator som lagrade tal i bas 8 istéllet f6r bas
2. Vad hade exponent och mantissa varit isafall om man ville lagra
talet ' (x) = cos (cos (x))-—sin(x) idatorn (med flyttal)

O

Losning: Losning 2a-0-9

Ax2, Ax3, ...

Mantissa: Ax3, Ax?, ... (som minsta langd)
Exponent: y = 0.5x% - x

©)
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Uppgift 2a-0-10

Om det tar t tid att 16sa ett linjart ekvationssystem av storlek n med
Gausseliminering, ungefar hur lang tid tar det att 16sa ett linjart
ekvationssystem av storlek 1on med Gausseliminering?

©)

Losning: Losning 2a-0-10

Det tar t tid att 10sa ett ekvationssystem av storlek n med Gausselim-
inering. Gausseliminering har asymptotisk tidskomplexitet O(n3).
y=7x+3

Det tar alltsd 1000 génger ldngre tid att 16sa ett linjart ekvationssys-
tem som &r 10 ganger storre dn ett annat ndr metoden Gausseliminer-
ing anvands.

©)

Uppgift 2a-0-11

Let [-5,5] be the double precision floating point representation of 4

(using IEEE machine arithmetic model). If x% - 2x and V11, what is

the greatest possible value of x;,1 = % ?

s _ 1l4+xg
hint: x,q = 21
O
Losning: Losning 2a-0-11
O

Uppgift 2a-0-12

Om 16sning av ett ekvationssystem med 100 obekanta tar en tiondels
sekund, hur ldng tid tar da ungefér losning av systemet med tusen
obekanta?

O

Losning: Losning 2a-0-12

O

Uppgift 2a-0-13

i1 = g1(v1) = Toe? /T &r approximationer av x och y, i = g2(v) =
Ioe®/VT och har absolutfelgranser g1(v1) + (v1 —E)/R+ (v1-v2)/R=0
. Ge en absolutfelgrans for g2(v2) + (v2 —v1)/R = 0=x> = 3x2 - 1
-le-10
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O

Losning: Losning 2a-0-13
Vid subtraktion adderar vi absolutfelgridnserna. Absolutfelet for z-
tilde blir ddrfor mindre eller lika med x = -0.5 .

O

Uppgift 2a-0-14

Bestam maskinnoggrannheten, x ~ -0.5321 , i enkel precision.

O
Losning: Losning 2a-0-14

O
Uppgift 2a-0-15

O
Losning: Losning 2a-0-15

O
Uppgift 2a-0-16

O
Losning: Losning 2a-0-16

O
Uppgift 2a-0-17

O
Losning: Losning 2a-0-17

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 1
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Uppgift 2a-1-1

Nér man utfér Newtons metod pa funktionen

x=05

for att hitta nollstdllen med startviarde x ~ 0.6527 kommer x = 2.8 att
ndrma sig nollstéllet x ~ 2.8794 . Efter hur ménga iterationer har det
relativa felet for x — 4sin (2x) = 3 blivit mindre 4n 0.01?

O

Losning: Losning 2a-1-1
LOSNING ADAMJAC:

Jag kollade pa relativfelet for varje iteration med detta script:

25 T
/
20 | /f |
15 ;,f i
/
10 \\ ]

\\
\H-\.\_ - .
ot ?J,, 1
/’f/
5t 7 1
-F""-‘-)’
"
10 == :
5 0 5

Output:
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\.
[~ | |

13 13.5 14

Som vi ser &r relativfelet mindre &n 0.01 efter 4 iterationer.

©)

Uppgift 2a-1-2

Los uppgift 2a-1-1 med sekantmetoden istillet for Newton’s metod.

Anvind startvirden x2 -7 = 0 och xg =2, x1 =3.

©)

Losning: Losning 2a-1-2
Likt 16sningen pa foregdende uppgift berdknas relativfelen med
foljande skript

X=2;

X_prev = 1;

f=@(x) exp(x)*cos(x);

errv = [];

fora =15
diff = (x - x_prev) / (f(x) - f(x_prev)) * f(x);
X_prev = X;
X = x - diff;

abserror = abs(x - pi/2);
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errv = [errv ; abserror / (pi/2)]; % relativfelet
end
errv
Som ger utdatan
errv =

0.157597544795156
0.058359335452572
0.018548119312652
0.001771823805993
0.000050726209707
Dér vi ser att relativfelet blir mindre 4n 0,01 efter 4 iterationer

O

Uppgift 2a-1-3

Which of the following statements are correct about quadratic con-
vergence:

1) The error in the computed solution is halved at each step.

2) The number of correct digits in the computed solution eventually
tends to double at each step.

3) A loglog plot of the errors in the computed solution will eventu-
ally produce a line with slope f (x) = ¢5™(¥) —2¢%05(¥) 1 x 1 4 5,

4) If a method with linear convergence takes N steps to converge to
the solution, then a method with quadratic convergence will take ap-
proximately N/z steps to converge for the same problem. (Assuming
guaranteed convergence)

Motivate your answer.

Losning: Losning 2a-1-3

Uppgift 2a-1-4
Uppskatta x som uppfyller féljande ekvation med hjalp av Newtons
metod:

f ()

dér x ligger i intervallet (-1,1)

Losning: Losning 2a-1-4

Denna kod i MATLAB hjalper oss rdkna ut x:
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f=@(x) 2*x"3 + x™2 - 2;
fp=@(X) 6*xX™2 + 2x*X;
x=1; %startpunkt
TOL=1e-10; %noggrannhet
h=inf;
while ( abs(h) >TOL)
h=f(x)/fp(x);
X=x-h;
end
X

Det slutgiltiga resultatet blir: x = 0.858094329496553.
En skarmdump av grafen som matlab plottar med hjdlp av plot()
och fplot() i intervallet [-1, 1]:

Example We consider the system of equations g(x) = 0, where
?+y?+22-3
glz,y,2)=| 22 +y?—2z-1
r+y+z—3

Uppgift 2a-1-5

Vad hinder niar man anvander Newtons metod for att uppskatta 10710
? Varfor?

©)

Losning: Losning 2a-1-5

Om man kor Newtons metod for att uppskatta x,,,1 = x, — ){r,((’;’; )) i

matlab, sa far man NAN i slutet av iterationen.

Om man kollar ndrmare pd vad som har hant for x efter varje loop,
kan man se att x 6kar med 1 efter varje loop. Detta beror helt enkelt
pa att x,,1 = X — %]‘ (x,,) for alla x,

Dvs. Xn+1

Man kan inte hitta nagot vérde eller dven uppskattning for odnd-

2

ligheten och darfor kan man inte uppskatta P (x) = ¢y + c1x +cox” +

C3x3 .

O
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Uppgift 2a-1-6

Lanad frén: https:/ /www.math.ucdavis.edu/~thomases/W11_16C1_lec_3_11_11.pdf

O

Losning: Losning 2a-1-6

Detta ar ekvivalent med att forsoka hitta nollstélle till ¢y for vilket
Newtons metod kan anvéndas. Jag skrev foljande program for att
berdkna nollstillet som gar tills korrigeringen &r mindre &n e

f = @(x) exp(-(x"2))-x;

fp = @(Xx) -2xxxexp(-(x"2)) - 1;
X0 = 1;

h = inf;

TOL = le-10;

while (h > TOL)
h = f(x0)/fp(x0);
X0 = x0 - h;

end

x0

Vilket gav mig svaret o
Elias kommentar: Bra 16sning. Det har smygit sig in en liten bugg i

programmet. Det dr en typisk bugg manga gor. Nar vi kor program-
met far vi
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>> f(x0)

ans =

-3.432589585028456€-05

Vi forvéntar oss ju nagot i storleksorning TOL. Var &r buggen? Om
nagon rattar buggen kan man ta bort min kommentar.

O

Uppgift 2a-1-7

You are given 3 spheres, each with radius = 1.0, and with centres at
(1,1,0),(1,0,1) and (0,1,1) respectively. Use Newton’s method to find
the common points of the three spheres.

O

Losning: Losning 2a-1-7

3 spheres are given with radius=1.0 and centers at (1,1,0),(1,0,1) and
(0,1,1) respectively. Newtons method is used to find the common
points of the three spheres.

The following equations connect the spheres and common point(s) P:
P3(x) =co+cp(x—x1) +ca(x—x1) (x—x2) +c3(x—x1) (x—x2) (x —x3)

The following MATLAB code is used to find the common points
of the three spheres by using Newtons method. J(x) is the Jacobian
matrix for the function f(x). When the error is less than 10™° the
algorithm stops.

f=@(x) [(1-x(1))"2 + (1-x(2))"2 + (0-x(3))"2 - 1;(1-x(1))"2 + (0-x(2))"2 + (1-x(3))"2 - 1;(0-x(1))"2 + (1-

J=@(x) [-2%(1-x(1)), -2*%(1-x(2)), -2%(0-x(3));-2*%(1-x(1)), -2%(0-x(2)),
h=inf;
TOL=1e-10;
x=[0;0;0];
while (norm(h)>TOL)
h = J(x)\f(x)
x=x-h;
end
X

The following common points are generated by the algorithm:

(1, 1, 1) and (0.3333, 0.3333, 0.3333)

The following starting values where used. They were picked by look-
ing at the graph in the image below.

(1, 1, 1) and (o, 0, 0)

-2%(1-x(3));-2%(0-x(1)),
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Elias kommentar: Utmarkt 16sning!

O

Uppgift 2a-1-8

Answer whether the following statements are true or false(and give a
short explanation/reason why):

1) If Newton’s method successfully converges to a root, then the
convergence is necessarily quadratic.

2) If the Jacobian DF(x) of the equation f(x) = o is non-singular at a
root x”, then there exist some values of initial guesses for which we
have guaranteed convergence to x’.

3) Secant method gives us quadratic convergence.

O

Losning: Losning 2a-1-8

1) No, e.g. e converges linearly (with convergence proportionality
constant 1/2.

2) Yes in case you include the trivial case where the starting point is
equal to a root. If you do not include the trivial case, still yes for
some starting point in the neighbourhood of the root. (Current rea-
soning, not rigorous: this is true in one variable, and so in multiple
variables this holds true for each function).

3) No, for a converging function the error is

X1 = 3

and the convergence can not be shown to be quadratic (page 61).

O

Uppgift 2a-1-9
Ekvationen cos(x) = o kan 16sas med Newtons metod. Vad blir resul-

tatet om startpunkten dr x, = y; = 5 och varfor dr den startpunkten
problematisk?

O

Losning: Losning 2a-1-9

Startpunkten dr problematisk eftersom Newtons metod i den forsta
iterationen kommer leda till P3 (x1) =¢co + ¢1 (x1 —x1) + 2 (x1 —x1) (x1—x2) +
c3(x1—x1) (x1—x2) (x1—x3) = cg = 5 vilket ¢j dr definierat da x .

Da man forsoker kora i MATLAB kors programmet utan att avslutas.

Om en battre startgissning ges, exempelvis -1 funkar metoden.

O
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Uppgift 2a-1-10

Plot the function 0 onto the interval 1 and with the Secant Method
find all roots on the interval. Which root/roots is found with a linear
convergence?

Losning: Losning 2a-1-10

Uppgift 2a-1-11

Los ekvationen 2 med hjilp av Newton Raphson (startgissning 3
) och med sekantmetoden (startvirden v ) .
Hur ménga iterationer kréavs da toleransnivan ar 3 for respektive

metod?

©)

Losning: Losning 2a-1-11

First the equation is reformulated as this function: 1

For the newton-method the derivative for f(x) is then found as: 2 .
Then the newton code is run:

10" T

10? 10? 10"

Which outputs the value x = 1.8491 and prints the amount of itera-
tions as 5.
The secant method code is then run:
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Which outputs the same value for x, and prints that the amount of
iterations as 6.

Answer: 5 iterations for the Newton-method and 6 iterations for the
secant method. x = 1.8491

O

Uppgift 2a-1-12

Solve the equation x = 5 10e3* with Newtonss method. Perform an
iteration with the starting approximation x, = o.

O
Losning: Losning 2a-1-12

O
Uppgift 2a-1-13

O
Losning: Losning 2a-1-13

O
Uppgift 2a-1-14

O
Losning: Losning 2a-1-14

O
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Uppgift 2a-1-15

Explain why we divide by two when approximating the machine
error. (Hint: Perhaps think about rounding)

O

Losning: Losning 2a-1-15

When approximating a number as a floating point number we are
limited in aspect of precision. With a mantissa of a fixed length we
can only represent certain values and round other values to the ones
that we are able to represent. The maximum distance from any num-
ber and a number that we are able to represent in floating point
representation is never greater than half of the machine epsilon. That
is why we divide by two when estimating the machine error.

©)

Uppgift 2a-1-16

Ge ett exempel pa en situation dar det dr lampligt att anvdnda
sekant-metoden istéllet for newton-raphsons metod.

O
Losning: Losning 2a-1-16

©)
Uppgift 2a-1-17

O
Losning: Losning 2a-1-17

O
Uppgift 2a-1-18

@)
Losning: Losning 2a-1-18

O
Uppgift 2a-1-19

©)
Losning: Losning 2a-1-19

O
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Uppgift 2a-1-20

O
Losning: Losning 2a-1-20

O
Uppgift 2a-1-21

O
Losning: Losning 2a-1-21

O
Uppgift 2a-1-22

O
Losning: Losning 2a-1-22

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 2

Uppgift 2a-2-1

Approximera felet vid polynominterpolation av 3 dér ett andragrads-
polynom anvénds for punkterna 5, dvs. hur ar 3 begransat?

O

Losning: Losning 2a-2-1

Eftersom P (x) =3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1)(x)(x-1) =
kan vi anvinda formeln for ekvidistant interpolation. Avstadndet h
mellan punkterna &r = -0.5x3 +1.5x% + 1 .

Andragradspolynom innebar att vi har P(3) =1 och E .

Formeln sager: T

Felet &r alltsd mindre &n 0.32
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Uppgift 2a-2-2

Varfor d&r Newton-ansatsen battre att anvédnda vid numerisk polynom
interpolation d4n Vandermonde-ansatsen?

©)

Losning: Losning 2a-2-2

Since Newton’s assumption leads to the matrix in the later linear
equation being triangular. This means finding a solution will only
require backward substitution, which will lead to smaller errors in
approximation. It will also lead to a faster calculation time.

O

Uppgift 2a-2-3

Anpassa den rata linjen v = kx + m till (x, y)-punkterna (1, 1), (3, 5) och
(7, 10) i minsta kvadratmetodens mening. (Hitta k och m).

©)

Losning: Losning 2a-2-3
Med foljande kod i Matlab fas: k=1.4643 och m=-0.0357

A=[1 1;3 1; 7 1]; % dar andra kolumnen &r koefficienten framfér m i
y=kx+m

y=[1;5;10];

km=A\y; % km= [k ; m]

Uppgift 2a-2-4

During a presentation, a student shows that experiment results are
polynomially interpolated as

T

but the student forgot to plot the test data in their figure. Can the
student use this information to quickly confirm how many tests they
made?

©)
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Losning: Losning 2a-2-4

Since the polynomial has four terms, one could assume that the stu-
dent chose the following polynomial as a the interpolation.

25

In this case it is easy to see that the student used four points for the
interpolation.

O

Uppgift 2a-2-5
Pa matlab:
Berdkna en polynom 100 av grad 150 sa att

200
Rita grafen av p(x) och plotta punkterna (som du har approximerat) i
den samma figur.

©)

Losning: Losning 2a-2-5
Vi kan skriva :

") = {

225

}
som en tabell av XV och YV :

XV o 1 2 3
YV 1 2 51 99

Vi vill att hitta en funktion P(x) som uppfyller (*) och kan samtidigt
approximera den riktiga funktionen F(x)

For att gora detta, kan vi anvanda Newton Divided Difference in-
terpolation metod. koden é&r skriven i Sauers bok s.146 i den andra

upplagen:
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f = @(x) (exp(l).7x)./(l+sgrt(x));
a = 0;
b = 3;
h = 0.0001;

Trappetsregeln

m=a:h:b;

T=h*sum(f (m(2:end-1))):
T=T+0.5*h*f (a)+0.5*h*f (b) ;

Man kan sedan kor funktionen genom att anvanda:

fp = @(x) cos(x)
fp_f = @(x,h) (sin(x+h)-sin(x))./h
fp_r = @lx,h) (2+fp_flx,h/2)-fp_fix,h))

h 10.~(-10:-1);

p = 0.5;
loglog(h,abs(fp_f(0.5,h)-cos(0.5))]

hold on;
loglog(h,absi{fp r{0.5,h)-cos(0.5])))

Men dé far man en funktion av grad 3 och inte 2.
grafen ska se ut sa har:

dar roda * &r tabellen och den blda kurvan ar P(x).

Om man vill ha en polynom av grad 2 istéllet, s& ska man ta bort
“250 ” fran P(x). Det leder till att den sista krav i (*) (dvs. p(3)= 9.9)
ska inte uppfyllas. den kommer att approximeras.
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da ska grafen se ut sa har:

Uppgift 2a-2-6

P& matlab (ocksa)

Foljande minstakvadratproblem

300

har foljande exakta 16sning (kolla upp det)

375

Forsok att 16sa med matlab minstakvadratproblemet. Fungerar?
Varfor?

©)

Losning: Losning 2a-2-6

Matlab gives an exact solution E when using the backslash (\) com-
mand. Given that the equation system has an exact solution, we
know that the right-hand side belongs to the column space of the
equation system matrix, so there is no need to find a least-squares
solution. Coincidentally, columns 1 and 2 are linearly dependent
(hence the message “Warning: Rank deficient, rank 2”) so the system
actually has an infinite number of solutions and Matlab apparently
choses to display one of them.

©)
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Uppgift 2a-2-7

Anviand Newtons metod for att uppskatta en polynom som gar
igenom punkterna:

(1/2)/ (2/4)/ (3/5) och (4,6)

O

Losning: Losning 2a-2-7
Detta 16stes i MATLAB pa foljande sétt:

%Polyom som gar genom punkterna (1,2), (2,4), (3,5) och (4,6).

$Newtonmatrisen
A=1[1, 0 , 0 , 0;
2-1, 0 , 0;
1, 3-1, (3-1)*(3-2), 0;
1, 4-1, (4-1)*(4-2), (4-1)*(4-2)*(4-3)1:

al®

Y-koordinaterna
= [2; 4; 5: 6©]:

h

al®

bestdm d i f=A*d
= A\f;

o,

%Polynomet dr foljande:
p=@(x) d(l) + d(2)*(x - 1)+ d(3)*(x - 1)*(x-2) + d(4)*(x-1)*(x-2)*(x-3);

%Polynomet med utskrivna Variablerﬂ
p2 = @(x) x"~3/6 - 1.5*%¥x"2 + 16*x/3 - 2:

©)

Uppgift 2a-2-8

When using Newton’s method for polynomial interpolation, we
end up with an equation which looks something like: 456 . Is this
equation linear or non-linear. Explain why.

O

Losning: Losning 2a-2-8

When using Newtons method for polynomial interpolation we end
up with an equation like the following:

1600 .

The system of equations is linear. Every equation of the system con-
sists of the interpolated points with x-values in the A-matrix and
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f(x) values on the right hand side in the b vector. The x vector that is
sovled for consists of every 2030 constant for all interpolated points
and since it is a constant and not a squared term for example the
system is linear.

©)

Uppgift 2a-2-9
Ar denna funktion linjar eller olinjar? Vilken metod behéver man

anvéanda for att anpassa en sadan funktion?
2250

O

Losning: Losning 2a-2-9
Olinjér funktion. Kan anpassad m.h.a Gauss-Newton.

O

Uppgift 2a-2-10

Vi vill anpassa en kurva enligt formen:

2678

till ett par givna punkter. Kan vi anvinda oss av en Vandermonde-
matris i det hér fallet. Varfor, varfor inte?

O

Losning: Losning 2a-2-10
ADAMJAC:

Det géar ej att ha en vandermonde matris dé det gar ej att gora en
linjar kombination eftersom c4 ligger inne i exp-funktionen. Det gér
med andra ord inte att bryta ut alla c-konstanter.

O

Uppgift 2a-2-11

En interpolation kring 3 punkter med Newtons ansats kan beskrivas
pa matris-form likt nedan:

3425

Vilka punkter forsoker man interpolera kring i foljande Newton-
matris?

4150
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Losning: Losning 2a-2-11
Man forsoker interpolera kring punkterna (7,4), (4,3) och (1,2)

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 3

Uppgift 2a-3-1

Berdkna noggrannhetsordning av foljande approximationen av 4350
E

O

Losning: Losning 2a-3-1
T=235°CE

E(t)=kt+m

Alltsa blir

E(235)

Alltsd dr noggrannhetsordningen 1

O

Uppgift 2a-3-2

Student A and Student B are in a numerical methods competition,
where they are instructed to approximate an integral. Student A,
being the genius that he is (and having studied SF1547), knows that
approximating an integral using the Trapezium rule has accuracy
order k . Since Student B has chosen to use the Riemann sum, which
has accuracy order m , Student A is sure that he will have the better
approximation. The question that they get is to approximate the
integral E(235) . When the results are in, both Student A and Student
B have the exact same result!? Explain why is this. Would they have
the same result if the integral was E(235) ~ 3176 ? (You can assume
they will have the same partitioning).

O

Losning: Losning 2a-3-2

Man kan forstdr det om man tanker grafiskt. Det som vi vill gora &r
rakna pp(x) =co+cr(x—x1)+cp(x—x1) (x—x2) =co+cr(x—-1) +
c(x-1)(x-2)=y
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Dvs. vi vill rdkna arean som ligger under y=1 nér p, (x1) (den réda
arean i figuren nedat).

i

%]

il

W=

Riemann-summa ges av formeln:

p2 (x2)

Alltsa Trapetsregeln delar intervallet till smé parallelltrapets, raknar
dessa areor och sedan riknar summan av dem.

for att y=1 ar parallell med x-axeln, ska de sma bitarna (rektanglarna
i Riemannsumma och parallelltrapetserna i Trapetsregeln ) se ut som
rektanglar:

3]

darfor ska det spelar ingen roll bara i det hér fallet (dvs. nér vi vill
raknap; (x3) ).
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men Riemannsumma och Trapetsregeln bor inte ge samma resultat
om studenterna ska rakna p; (x1) = p2 (1) = co = 1 istéllet. Da grafen
ska se ut sa har:

%&17

=
=]

y = x dr inte parallell med x-axeln, dédrfor bor svaret skiljer sig (och
dven de sma bitarna ska inte vara lika) om man anvidnder Riemannsumma
eller Trapetsregeln :

Riemannsumm:
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Trapetsregeln:

- | LA el
T i it |
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Uppgift 2a-3-3
Anvind Simpson regel for att uppskatta:
p2(x2) =p2(2) = co+c1(2-1) =2

©)

Losning: Losning 2a-3-3

Vilj interpolationspunkter {o, 1, 2}. Lat alltsd ps (x3) = p2(3) =
co+c1(3-1)+c2(3-1)(8-2) = 1. Simpson’s Regel (p. 257) ger
integralen

co -

Verkar rimligt eftersom det exakta svaret dr

c .

©)

Uppgift 2a-3-4

We would, for some reason, like to approximate ¢, at x =-10 on a
computer program using IEEE double precision standard and the
two-point backward-difference formula

Co = 1.

What could be a suitable choice of h?

It should suffice to only consider the absolute backward errors
c1=1and

Cy) = -1,

where pp (x) =1+ (x-1) - (x-1) (x-2) = —x? +4x -2,

©)

Losning: Losning 2a-3-4

Uppgift 2a-3-5

Nér man approximerar en integral numeriskt dr en bra metod trapetsme-
toden. I trapetsmetoden sa approximerar man funktionen man vill
integrera till rdta linjer inom olika intervall och sedan berdknar inte-
gralen for de rita linjerna.
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En formel for trapetsmetoden da man approximerar funktionen f(x)
pé intervallet frén a till b med steglidngd h och n antal intervall ser ut
sdhar:

1)

Denna formel &r dock inte den mest berdkningseffektiva formeln for
trapetsmetoden. Harled den mer berdkningseffektiva metoden och
forklar varfor den ar mer berakningseffektiv.

Losning: Losning 2a-3-5

f(x) = tan (x)

This new formula saves h = 0.1 calculations, since we multiply the
entire expression in the brackets by h only once, and we evaluate the
first and last points outside of the summation.

©)

Uppgift 2a-3-6

ADAMJAC:

Explain why you can write richardson extrapolation of trapetzoidal

as matlab function like this:
function R = ric_trapets(f,a,b,m)
% Performs richardson extrapolation on trapezoidal approximation
Th = trapezoidall(f,a,b,m);

Th2 = trapezoidallf,a,b,2#m)
R = (4%Th2 - Th)/3;
end

©)

Losning: Losning 2a-3-6

Assuming that the function trapezoidal() approximates a quantity (f)
by using the trapezoidal rule with m intervals from a to b.

The formula for Richardson extrapolation is as follows:

h=0.01

Wehere h is the interval size, n is the order of the approximation,

k is the extrapolation factor and f is the function that calculates the
quantity then R is the Richardson extrapolation of f.
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The order of the approximation for the trapezoid rule is 2 so n is
equal to 2.
In the program the extrapolation factor k is 2 since the denominator

should be equal to 3 so that:
f/ (x) » af(x+h);bf(x—h) .

f(h/Xk) is calculated in the MATLAB program by using the trapezoid
rule with double the amount if intervals, m, which is equivalent to
divide the step size h by 2.

Uppgift 2a-3-7

A student implements forward difference method to numerically
computer derivatives of a function whose derivatives are known
analytically. She then measures the error in the the numerical compu-
tation and observes that the minimum error is obtained for approxi-
mately h = 10™-12.

What is the machine precision of her computer(approximately)?

If she repeats the same experiment using central difference, for what
value of h could she expect to find the minimum error?

O

Losning: Losning 2a-3-7

For the forward derivate the minmum error is usually found when h
= the square root of the machine error.

f(x)

So the machine precision of her computer is appoximately 10"-24.
For central difference however the minimum error is usually found
when h = (mach)*1/3 = 10™-8.

Uppgift 2a-3-8

Anvidnd trapetsregeln med steglangd h=o0.001 for att berdkna foljande
integral i intervallet [-1,1]:

a
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O

Losning: Losning 2a-3-8

Uppgift 2a-5-9

Integraler kan approximeras enligt trappetsregeln med olika stegléngder
h.

Ge exempel pa en funktion sé att approximationen for integralen b

blir den samma med steglangden h=0.1 som med h=0.0001.

Varfor blir approximationerna den samma med din funktion?

©)

Losning: Losning 2a-3-9
f(x)=1. Integralen blir densamma f6r h=0.1 och h=0.0001 eftersom
ingranden ar konstant.

O

Uppgift 2a-3-10

Calculate the following integral by using the composite trapezoid
rule with subinterval length h=0.0625.
f(x) = sin x

O
Losning: Losning 2a-3-10

O
Uppgift 2a-3-11

O
Losning: Losning 2a-3-11

O
Uppgift 2a-3-12

O
Losning: Losning 2a-3-12

O
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Uppgift 2a-3-13

O
Losning: Losning 2a-3-13

O
Uppgift 2a-3-14

O
Losning: Losning 2a-3-14

O

Fler uppgifter liaggs till senare
Block 4

Uppgift 2a-4-1
For y=y(t), find an approximation of y(0.2) using two iterations (0.1

per step) of Euler’s method (“Euler framét”) where
x=1

O

Losning: Losning 2a-4-1

This is an ODE of order 2, so in order to solve this, we have to first
re-construct the problem to be entered around a system of differential
equation. Let us define the following terms:

I = [[_qyxexp (¥*) -3

=>] and h = i
We then define:

h=% andh=% and I = Jio2xp (x?)dx

1
8
We have the start vector I = fxl=,1 fy:?/xlz_T xy*e*dydx given from

the problem. Now we can use an Euler forward recursion to solve
for h =0.1 (this will require 2 iterations):

y'(t) = y(t) sin(107tt)
The first iteration gives us y(0) =1

and the second gives us f, t1,...
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O

Uppgift 2a-4-2

Euler forward has the following iteration formula:
Yo =1 where y; =yo+yosin (1077-0h) = yo+yosin (0) =yp =1,

If we “translate” this formula into words, it would read (in my opin-
ion):

“The next y value, is approximately the previous y value, plus the
step length multiplied by the slope of y”.

Why does this recursion make sense? (hint: perhaps consider re-

writing ¥, = y1 +yp sin (1077 1h) = y1 +yysin(m) =y; =1 and sin (1077 nh) =
sin(nm) =0 (neZ) in other terms)

It would seem that each approximation is built on top of the previous

one. What implications would this have for approximations further

away from an initial value y, =17?

(This may not be that hard of a question, but it does allow for some
reflection on the recursive formula for Euler forward, which I think is
fruitful for learning it intuitively)

Losning: Losning 2a-4-2

ADAMJAC:

This recursion formula makes sense since it comes from approxima-
tion of differentials

n > 0 is that there will be errors that builds upon the previous error.
Generally the global error will grow larger as errors are built upon of
each other but there can be cases where it instead converges towards
the function.

Giampaolo reply:

nice explanation! About the second part of your answer “Generally
the global error will grow larger as errors are built upon of each
other but there can be cases where it instead converges towards the
function.” I would like to emphasize more that the global error tends
to be larger and larger when you approximate y’'(t) = y(t) sin(t) + 0.5
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for large y(0) = B . The main issue concern the error propagation. In
particular when you compute B by using the previous value y(0.5) ~
0.5 you should keep in mind that y(1) ~ 1 is an approximation of
Aw = ¢(f) (exact solution) and the approximation error propagates

yo| [w(t)

in the computation of w = y s Y (tl) . It is in general a difficult
Yn y(tn)

problem to solve odes of the form

A
when ¢(p) is a very large number.

O

Uppgift 2a-4-3

ADAMJAC EX:
Solve the boundary value problem w = A~l¢(B) with initial values:

Fe

©)

Losning: Losning 2a-4-3
v’ (x)-y(x)=0 —> 12 - 1 = 0 ger att r;=-1 och 1,=1 —> y(x) = Co*e"'+C; e
¥’ (x)=-Co*et+C; *et

y(0)=Co*e®+C*e®°=0 —> Cy=-C4
y'(1)=-Co*e'+Ci¥e'=-1 —> -Co*e'-Cy*e'=-1 —> Cy=0.324027 —>

C;=-0.324027

—> y(x)=0.324*"-0.324%"

O
Uppgift 20-4-4

O
Losning: Losning 2a-4-4

O
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Uppgift 2a-4-5

ay(xe+th)—coy(x=h)
h

Vi vill 16sa problemet: Hitta sd att

y'(x)

‘a

2

Anpassa inskjutningsmetoden till detta problem.

Obs: differentialekvationen innehaller y” inte y”.

O

Losning: Losning 2a-4-5

Uppgift 2a-4-6

Anvéanda matlab.
Laty’ = f(y) =sin(t-y) 16sning av foljande differentialekvation for

y0:0.25
(8, y(t)
Berdkna
tel0,1]
O
Losning: Losning 2a-4-6
I run this program:
1- f=@lt, y) y + t*sin(y);
2 % First edge, 1 = 2
2= y = 1;
4 - h = 0.001;
5- I = h/2xyt2;
6 %1 =2 tom1
EE for t = 0:h:1-2*h
5= y =y + h*f(t,y);
g - I =1+ h*yr2;
16 - end
1
12 %Last edge, 1 =m
1= = t=t+h
14 - y =y + h*f(t, y);
1= I =1+ hja*y~2;
15
1Lri|= T
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In which I Euler forward to calculate the y(t) values from o to 1 and
then trapetziod method to calculate the integral.
I get the answer I = 4.0594

Giampaolo reply: Correct!

Uppgift 2a-4-7
Foljande matlab funktion dr en implementation av trapetsmetoden

for approximera
h=1{0.1,0.01, 0.001].

function [ I ] = trapez( f, a, b, N)
xx=linspace(a,b,N); h=xx(2)-xx(1);
I=F(xx(1))+f(xx(N))+sum(f(xx(2:N-1)));
I=Ix(h/2);

end

Men det fungerar inte. (Testa det!) Varfor? Kan du fixa det?
O

Losning: Losning 2a-4-7

Det matlabfunktionen gor ar att tillimpa trapetsmetoden pa ett felak-
tigt sédtt. Namligen pa foljande sétt:

v = y(t + P

Felet ligger i att vi dividerar alla termer med 2, men i sjdlva verket
ska vi bara dividera de tva forsta, enligt foljande:
¥(0) =10

Genom att modifiera de tva sista raderna i funktionen pé foljande
satt kan man f& den att fungera:

function [ I ] = trapez( f, a, b, N )
xx=linspace(a,b,N); h=xx(2)-xx(1);
I = (1/2)%(f(xx(1))+f(xx(N)))+sum(f(xx(2:N-1)));
I = Ixh;

end

Genom att modifiera de tvd sista raderna i funktionen pa foljande
sédtt kan man fa den att fungera:

Giampaolo svarar: rétt!
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O

Uppgift 2a-4-8
Visa att foljande BVP har odndligt manga 16sningar:

y'(0)=0

Losning: Losning 2a-4-8

Uppgift 2a-4-9
Use this ODE of grade two to calculate g(6)
Y6 =y P

Losning: Losning 2a-4-9

Uppgift 2a-4-10
Ge ett exempel pa ett problem dar Euler bakédt anvands i fordel mot
Eulers framat.

O
Losning: Losning 2a-4-10

O
Uppgift 2a-4-11
Los randvirdesproblemet:
y(0) =10
Med randvillkor:
y(1)=0

O
Losning: Losning 2a-4-11

O
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Uppgift 2a-4-12

O
Losning: Losning 2a-4-12

O
Uppgift 2a-4-13

O
Losning: Losning 2a-4-13

O
Uppgift 2a-4-14

O
Losning: Losning 2a-4-14

O

Uppgifter laggs till senare
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WA SE1547 wiki-work 2b

kursen.

Block o

Uppgift 2b-o0-1

Vi vill berdkna andragradsekvationen x* + 3x -4 = o rotter och far
fram de tva ndrmevirdena X, = 1,02 och x; = -3,9. Hur stort &r det
absoluta felet och det relativa felet for respektive ndarmevarde?

O

Losning: Losning 2b-o-1
Absolute error and relative error can be defined respectively as:

X
The two exact roots of the function are:

Yy
The two approximated roots are:

X

The absolute and relative errors are:

y

O

Uppgift 2b-0-2

Man kan berdkna en approximation av exponentialfunktion fran
Taylorutveckling

Ex

Foljande matlab script berdknar en approximation av Ey med trunk-
erade Taylorutvecklingar med Z = £ +7 .

x=-30; N=500;
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t =1; a =1;
for k=1:N
t=t*xx/k; a=a+t;
end
fprintf('exp(-30)=%f\n’,a)

Om man kor programmet i matlab resultatet blir
Z=x+Y
Vad konstigt! Ett negativt varde! Forklara vad som hédnder.

O

Losning: Losning 2b-o-2

Uppgift 2b-0-3

Om vi har tva approximationer xt och yt som approximerar x och

y, och E_x och E_y motsvarande absolutfelgranser. Hur stort &r felet
(approximativt) for yt=f(xt,yt) som approximation av y=f(x,y)=cos(x)+sin(x*y)
ndr x=0, y=-pi/2 och E_x=0.1, E_y=0.1? Anvdnd allménna felfort-
plantningsformeln.

O

Losning: Losning 2b-0-3

Viharx=0Z = X+y o1ochy=z = x+y ochatt E; = Ex + Ey
E; = Exyy = Ex + E, . Eftersom vi ska anvinda oss av den allmédnna
felfortplantningsformeln berdknar vi forst funktionens partiella

derivator:
Ex=|X-x|
x

Vi far nu att E¢ (osdkerheten i f) ges av:

X
Y =f(x,y)¢ ges saledes av O (n®) , ddr 0,157 &r det uppskattade felet.

O

Uppgift 2b-0-4

For vilka véirden pa O (n?) far vi kancellation i denna formel?

2 1,2_7
p(n)=§n3+§n —gn

©)
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Losning: Losning 2b-0-4

Kancellation uppstar nér tva nistan lika tal subtraheras och leder till
stort relativfel.

Vi sitter:

nxn

och

z=y-x=1073

For

1<xt,yt <2 Ey=Ey = 3Epen -

Vi kan dessutom fé kancellation i 1-x och 1+x, dvs nér E; = Ex; + Ey =

E E
Emach 0ch Roy = £ = G2 = 1000E 501 -

Extra: Uttrycket kan &ven skrivas om till x2-3x+2=0

och da kan man se att kancellation uppstar endast da xp ~ 1.050ch x; =

2.09

O
Uppgift 2b-0-5

O
Losning: Losning 2b-0-5

O

Uppgift 2b-0-6

Use Newtons Method to find a root of x2-3x-4=0 <

xg=1
X1 =2

O
Losning: Losning 2b-0-6

O

Uppgift 2b-0-7

Examine the following equation:

|Eo| = |xo — Xp| = |1 -1.05| = 0.05

Clearly there is a risk of generating a large relative error due to can-
cellation.

Can you rewrite the equation in another form that avoids the risk of
cancellation?
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O

Losning: Losning 2b-o-7

We can avoid the cancellation by getting rid of the subtraction.
Multiply both sides by the right side’s conjugate:

|Eq| = |x1 - %7| = |2-2.09| = 0.09

rol = 1522 = 1132 - 0.05

X(J~
Irol = [0 = 252 = 0.045
X

Let’s verify with a quick Matlab example:

syms x d
y = sqrt(x+d) - sqrt(x);
y2 = d/ (sqrt(x+d) + sqrt(x));

t = matlabFunction(y);
t2 = matlabFunction(y2);

t(0.000001,83475698734589734895)
t2(0.000001,83475698734589734895)

>> execute

ans = 0
ans = 5.4726e-17
Nice!

Uppgift 2b-0-8

Convert the base 10 number 1024 < x < 2048 to binary and ex-
press the solution as a floating point number 4 - 10731 by using the
Rounding to Nearest Rule.

@)
Losning: Losning 2b-0-8

@)
Uppgift 2b-0-9

O
Losning: Losning 2b-o0-9

O
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Uppgift 2b-o-10

O
Losning: Losning 2b-0-10

O
Uppgift 2b-0-11

O
Losning: Losning 2b-o-11

O

Uppgift 2b-0-12

I Newtons Method, convergence follows two different theory: simple
root and multiple root. Can you give an example what does multiple
root mean here?

O
Losning: Losning 2b-0-12

O
Uppgift 2b-0-13

O
Losning: Losning 2b-0-13

O
Uppgift 2b-0-14

O
Losning: Losning 2b-0-14

©)
Uppgift 2b-0-15

©)
Losning: Losning 2b-0-15

O
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Uppgift 2b-0-16

O
Losning: Losning 2b-0-16

O
Uppgift 2b-0-17

O
Losning: Losning 2b-o-17

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 1

Uppgift 2b-1-1

Anvand Newtons metod for att 16sa ekvationen f(x) = sin(cos(x)) +
0.5 for cos(37r/4) ~ 0.6

Hur manga iterationer krévs for att fa 10 korrekta decimaler? Hur
beror detta pa f’ (x) = cos (cos (x)) - —sin (x) ?

O

Losning: Losning 2b-1-1

Uppgift 2b-1-2

En parabelkurva skar en cirkel i tva punkter,

cirkeln och kurvan ges av foljande tva ekvationer:

sz, Ax3, ..

En av punkterna &r Ax3, Ax4, ...

Finn den andra punkten med hjilp av Newtons metod i flera vari-
abler i MATLAB.

Den jacobianska matrisen ges av:

y=05x% - x

Tips: vélj startpunkten y = 7x +3

©)

SF 1547 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
116


https://kth.instructure.com/groups/6422/pages/lsg-2b-0-16
https://kth.instructure.com/groups/6422/pages/lsg-2b-0-17
https://kth.instructure.com/groups/6422/pages/lsg-2b-1-1

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Losning: Losning 2b-1-2

Uppgift 2b-1-3
Detta dr en variant av ett exempel pa foreldsning 2. Newtons metod

berdknar ju x sd att f(x) dr noll (eller litet). I det har fallet far vi f(x)

ungefar 1.54. Varfor? Vad ar det for fel pa programmet?
e — T

L, New Variable | Analyze Code - N N
E {7 Open variable v k7 Runand Time E“}I J E E? :nd e I) JC‘)> % [] Run sectior
:;azz | Clear Workspace = [7 Clear Commands Niw Opfn Sa've ‘gpmp' E”"T “”"”‘E"“E Ereab;mms P! RuTT::d AR:C;.T: [ Advance
L cooe
e sengoiTs un
aced b teaching » SF1547 » foerelaesning2 » demc 1
Command Window
(1) New to MATLAB? Watch this ¥ideo, see Examples, o 2
>> newtontest 3- =0(x) cos(x)+x;
fah|= fp=@(x) -sin()+1;
X = 5
6 - x=1;
1 7- TOL=1le-10;
8- h=inf;
9- Clwhile (absCh) < TOL)
ans = 10 - h=f () /Fp (<) ;
il = x=x-h
1.5403 12— ‘“end
13 - X
fr>> 14 - f(x)
script n 14 C
1 [»]

Losning: Losning 2b-1-3

Felet i koden gar att finna i villkoret for while-loopen, dér det star
“while (abs(h) < TOL)”, detta &r inkorrekt eftersom h ar definierat
som odndligheten, som alltid &r storre &n den bestdmda toleransen,
vilket innebér att loopen i koden aldrig kommer initieras och vi far:
[-5,5]

h 4r en korrigering av nésta x-virde och ska darfor bara avslutas om
korrigeringen som gors dr mindre &n var tolerans.

Vi vill darfor istallet iterera medan h dr storre dn toleransen, d.v.s
“while (abs(h) > TOL)”, vilket istéllet ger:

4
Vilket ger funktionsvardet:
x? - 2x
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O
Uppgift 2b-1-4

O
Losning: Losning 2b-1-4

O

Uppgift 2b-1-5

Los ekvationssystemet med Newtons metod

J/11
V11

for xp,q1 = Nk Som startgissning, anvand 16sningen man fér ana-

11+Xk
x£+l :

lytiskt (genom att 16sa for hand) nér x4, =

O

Losning: Losning 2b-1-5

This is a problem of solving four unknown variables in a four-
equation system. By using newton method, these are four steps to
do:

step1: define function f(x), x as a vector;

f=@(x) [x(1)"2+x(2)"2+x(3)"2+x(4)"2-pi"2; x(1)-x(2)-0.01%*exp(X(2)); x(2)-
x(3)-0.01%exp(x(3)); X(3)-x(4)-0.01*exp(x(4))];
stepz: calculate for hand each derivative of each function taking one
variable a time and others as constant and get 4*4 Jacobimatrics.
i1 = g1(vy) = Ipe"/°1
ip = g2(vp) = Ipe®/ VT
§1(v1) + (v1-E)/R+ (v1 -02)/R=0
J=@(x) [2*x(1),2"X(2),2"x(3),2"X(4);
1, -1-0.01*eXp(x(2)), 0, 0;
0, 1, -1-0.01*eXp(x(3)), 0;
0,0,1,-1-exp(x(4));]
step 3: newton method and iterate to the solutions. The start guess-
ing value is calculated when g»(v7) + (v2 -v1)/R =0,
3 =322 -1
TOL=1e-15;
h=inf;
x=[pi/2,pi/2,pi/2,pi/2];
while (norm(h)>TOL)
h=J(x)\{(x);
x=x-h’;
norm(h);
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end
X
solution are: 1.6414 1.5923 1.5454 1.5006
with correction:
1.0e-12 * -0.2636, -0.2512, -0.2399,0.8020

Giampaolo writes:
Almost correct. The starting guess it is not correct. Check it again!

O

Uppgift 2b-1-6

(ENM 2.14)

En ellipsformad 400-meters loparbana ska anldggas pa en plan som
dr 160 meter lang. Hur bred plan krdvs? Anvdnd Ramanujans formel
for omkretsen till en ellips vars halvaxlar &r a och b:

le-10
déar x = -0.5
Los problemet med Newton’s metod.
O
Losning: Losning 2b-1-6
O

Uppgift 2b-1-7

Foljande matlab program berdkna polynom x ~ -0.5321 sa att x = 0.5 .
Den hir program anviander Vandermondematris metod. Substituera

“y

med ritt formler.

close all; clear all; clc

x=[ 0; 1, 3; 4; 5; 6];
y=[-1; 2; 5; -4; ~-1; 5];
n=length(x)-1;

A=zeros(?,7?);

for i=?:n
A(:,?)=2;

end

c=A\7?;

Sen rita grafen av polynom och punkterna x ~ 0.6527 i det samma
figur.
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O

Losning: Losning 2b-1-7

Use Vandermondematris metod to solve this problem, focus is how to
build matrics A. This is the matlab code where all the ? solved.
close all; clear all; clc

x=[0;1; 3; 4; 5; 6];

y=[-1; 2; 5, -4; -1; 5;

n=length(x)-1;

A=zeros(6,6);

for i=o:n

A(i+1)= x."5;

end

c=A\y

Uppgift 2b-1-8

Foljande matlab programmet berdknar nollstéllet of funktionen x =
2.8 med Newtons metod. Men det fungerar inte (testa det)! Varfor?

f=@(x) sqrt(x);
fp=@(x) 1/(2*sqrt(x));

x=0.01; err=[];
for j=1:10
h=f(x)/fp(x);
x=x-h;
err=[ err hl;

O

Losning: Losning 2b-1-8

Detta beror pa att funktionen inte dr kontinuerligt deriverbar for x =

o, vilket gor att Newtons metod alltid kommer att divergera och inte
fungera. I detta fall kommer iterationerna vixla mellan punkterna xo
och -xo i all odndlighet:

x~ 2.8794
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Giampaolo skriver:

Ratt svar!

O
Uppgift 2b-1-9

O
Losning: Losning 2b-1-9

O

Uppgift 2b-1-10

Use either Newton’s method or the secant method to find the intersection
of the two following functions with 5 exact decimal figures.
x—4sin (2x) =3

©)

Losning: Losning 2b-1-10

We use Newton’s method and try to find a root for the intersection of
the two functions:

x2-7=0

X0=2, x1=3

Iterative search of the root by using the function. ..
f(x)= eSn(¥) _ 2pcos(¥) 4 x4 4
... with an original guess of:

f ()

Each iteration we calculate the next better guess with:
10—10
Using Matlab, we find the root:

Found root at 1.1173232657 in 5 iterations.

Hence the solution:

Xn+l = Xn — fj'[/(éz))

The intersection is at (1.11732,0.43809)

©)
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Uppgift 2b-1-11
We have learned, that Newton’s method has quadratic convergence.
Explain why this is not the case for:

fnet = %0 = 7 37 oy f ()
with an initial guess of x;, .

©)

Losning: Losning 2b-1-11

This is because the first derivative is zero at the root. With Newton’s
method we will get: x-x5/5x* = 4/5x in this case. So the convergence
will be linear with convergence proportionality constant 4/5 and not
quadratic.

©)

Uppgift 2b-1-12

P& matlab:
Definiera

Xn+1

Berikna P (x) = cg + c1Xx +cox?

+ c3x3 och cq s4 att

Rita grafen av e och plotta punkterna (som du har approximerat) i
den samma figur

O
Losning: Losning 2b-1-12

O
Uppgift 2b-1-13

O
Losning: Losning 2b-1-13

O
Uppgift 2b-1-14

O
Losning: Losning 2b-1-14

O
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Uppgift 2b-1-15

O
Losning: Losning 2b-1-15

O
Uppgift 2b-1-16

O
Losning: Losning 2b-1-16

O
Uppgift 2b-1-17

O
Losning: Losning 2b-1-17

O
Uppgift 2b-1-18

O
Losning: Losning 2b-1-18

O
Uppgift 2b-1-19

O
Losning: Losning 2b-1-19

O

Uppgift 2b-1-20

Los ekvationen x® - 3x2 + 1 = 0 med hjélp av Newtons-Raphsons
formel. Ange
alla 16sningar med tre korrekta decimaler.

©)
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Losning: Losning 2b-1-20

In order to find the roots of a function with Newton’s method it is
often useful to first plot the function in order to have a general idea
about where the roots are located:

Roots of the function f(x)
B T T T T T T T
fix)
[N J
4 F i
st 4
-
0 e
! -,
rd .
i T
. /
\\ i
o - g L 8 / 4
-1 0.5 a 05 1 15 2 25

Then the Newton’s method can be applied to the function choosing
opportune initial guesses and precision. Newton’s method can be
described as:

Py(x) =co+cp(x—x1) +c2(x—x1) (x—x2) +c3(x—x1) (x —x2) (x—x3)

The computed solutions can be summarised as:
Root

Initial guess
Iterations
-0.5321

-1

6

0.6527

1

5

2.8794

3
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5

O
Uppgift 2b-1-21

O
Losning: Losning 2b-1-21

O
Uppgift 2b-1-22

O
Losning: Losning 2b-1-22

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 2

Uppgift 2b-2-1

_4 i
2 i
0
-2
Foljande ekvationer representerar tre linjer som skir varandra i olika
punkter. Notera dock att det saknas en punkt dér alla tre linjer skdr

varandra samtidigt (se bild).
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Anviand minstakvadratmetoden for att approximera en 16sning till
systemet

X1 = 3

i MATLAB.

Losning: Losning 2b-2-1

+10 | Labbl_uppg3e.m | finit_diff.m | Labb2

1- td = [1 1 3]'; %t-data

2 - rd = [-2 3 1]"'; %r—-data

3 - yd = [2 1 10]"'; %y-data

4 - A=[td rd]; % Designmatrisen

5 - x=A\yd; a=x(1); b=x(2); % Minsta—-kvadi
6 - a

7- b
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Minstakvadratlosningen ges av
X = 3.0870 och y = -0.2391

Uppgift 2b-2-2

Bestdm den rata linje (p(x)=kx + m) som i minsta-kvadratmening ar
bést anpassad till foljande data:

X 1 2 3.5 5.8
1.1 1.8 4 5.5

Rita gérna upp en figur av linjen.

Losning: Losning 2b-2-2
In order to compute the “best-fitting” line we use the method of least
squares. It means solving the system:

y1=5

The determined equation of the line is:

P3(x1) =co+cp(x1—x1) +c2(x1—x1) (x1-x2) +c3(x1 —x1) (x1-x2) (x1 —x3) =
cop = 5
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Uppgift 2b-2-3

P34 vilka sitt 4&r Newton-ansatsen bittre 4n den naiva ansatsen som
leder till ett Vandermondesystem?

O

Losning: Losning 2b-2-3

Pa grund av avrundningsfel blir Vandermonde-ansatsen inte sa pal-
itlig for stora vdrden pa n, vilket innebér att under interpolation kan
kurvan bli mycket hackig och ej lika vdlanpassad som om man skulle
anvanda Newton-ansatsen.

Ekvationssystemet i Newton-ansatsen har ett mycket béttre kondi-
tionstal, det dr ocksa vért att ndmna att berdkningshastigheten for ar
mycket snabbare for berdkningen x , ty Newton-matrisen &r trian-
gular.

©)

[=3]
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Uppgift 2b-2-4

Losning: Losning 2b-2-4

Uppgift 2b-2-5

Man vill anpassa funktionen -1 (dér C och k &r konstanter) till data

X 0 1 2 3 4
y 5 25 1.3 06 02

I detta fall kan man anvénda ett knep och logaritmera bada leden i
ekvationen, sa att man far

0

Anvind (den linjara) minstakvadratmetoden for att bestimma C och
k. Ange Matlab-kod. Rita upp datapunkterna och den anpassade

kurvan.

O
Losning: Losning 2b-2-5

@)
Uppgift 2b-2-6

O
Losning: Losning 2b-2-6

O
Uppgift 2b-2-7

©)
Losning: Losning 2b-2-7

©)
Uppgift 2b-2-8

@)
Losning: Losning 2b-2-8

O
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Uppgift 2b-2-9

We have the following data given:
xv=[0;3;10;11;30;50;70;80;90;100]/ 100;

yv=[10.0009 10.0922 10.0213 10.0410 10.1388 10.8348 12.1551 13.1361
12.7935 11.4817];

13.89 T T T T T T T T T
i i - T
L T O A o RETEEE R ERRRREEE e L ARTREEE a
i i i ©
125_ ................. ................. ....... -
: : 6
12_.. ................. ................. e -
-|-|5_ ................. .......................................... -
T OO SRR T SRS U VO S i
: o
SN S S ........................................................... i
o
10 - 1 1 1 1 1 1 1 1

Compute the least squares approximation for the function
1

O

Losning: Losning 2b-2-9
Gauss-Newton method can solve this ‘non-linear lease square” prob-
lem . Code in Matlab is as following:

xv=[0;3;10;11,30;50;70;80;90;100] / 100;

yv=[10.0009 10.0922 10.0213 10.0410 10.1388 10.8348 12.1551 13.1361
12.7935 11.4817]’;

% first plot the data points

pp=plot(xv,yv,’ko");

set(pp,’MarkerFaceColor’,’k’);

hold on;

% then

n=10;

SF1547 - 2017 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
130


https://kth.instructure.com/groups/6422/pages/lsg-2b-2-9

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

f=@(c) c(1)*sin(c(3)*xv."2)+c(2)-yv;
J=@(c) [sin(c(3)*xv."2),0nes(n,1),c(1)*cos(c(3).*xv."2).*xv."2];
x=[pi/2;pi/2;pi/2];

%x=[0;0;0];

TOL=1e-10;

h=inf;

while (norm(h)>TOL)
h=]()\f(x);

x=x-h;

norm(h);

end

c=X;

g=@(x) c(1)*sin(c(3)*x."2)+c(2);
XXV=0:0.01:1;

plot(xxv,g(xxv),'t-");

| Figure 1 |
13.5@ & T T T T B
[ ]
13-
L]
12,5+ ~ T
[ ]
2 bl
11.5 5]
11 b
L]
05
//’
- L]
[ ] -
108 ot e E
9.50 £ u}
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Uppgift 2b-2-10

in quiz 3_3, several points are used to fit function 2 with the Gauss-
Newton method.

this is the approximation and code. Startgissning is set to [1,1,1],
approximation is not so good, all points lies above the curve. Can
you find where is the problem in the figure and code?
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Wiki-work St
(050 Fguer
Eile Edit View Insert Tools Desktop Window Help N
NEde|:|RRUDEL- (G0 |aD
R T T T T T
20t ¥
18 |
16 d
eK//
14 t * #* L7
//
12+ L
* //
10} x -7 |
ot b -
i *-- -
Bl i
4 i ) i { i
0 0.5 1 15 2 2.5 |
1 %anpassa funktion med Gauss Mewton
2
3 - ¥r=[ 0 5.7917
4 0.3000 5.8585
S 0.8000 5.2168
5] 0.9000 5.9633
7 1.2000 8.2860
g 1.5000 9.8840
9 1.8000 10,9225
10 2.1000 14.0457
11 2.4000 14,3686
12 2.7000 14.6227
13 3.0000 20.3521];
14 - wv=xY (1, 1); yv=xXy(:,2); n=length(xv);
15
16 - f=@lc] -yvtc(1)+c(2)*explc(3)*xv);
17 - J=@(c) [ones(n,1l), explc(2)*xv), cl(2)*explc(3)*xv) . *xv];
18
19 - c=[1;1;1]; % startgissning
20 - TOL=1e-20;
21 - h=1nf;
22 %while (norm(h)=TOL)
23 - for 1=10
24 - h=3(c)vflc);
25 - c=c-h;
26 - and
27 - XVv=0:0.1:3;
28 - yuv=c (1)4+c(2) . *exp(c(3) . *xwv];
29 - clf;plot{xv,yv,'*'); hold on;
30 - plot(xvv,yvv,'r--'];
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Losning: Losning 2b-2-10

Uppgift 2b-2-11

Analytiskt sd 16ses ett 6verbestaimt ekvationssystem, t.ex 3

med minstakvadratmetoden genom att man multiplicerar bada sidor
med A:s transponat,

Y

I matlab dr dock detta en mycket kostsam rdakneoperation, finns det
ett effektivare sitt att géra denna berdkning pa? Motiveral!

O

Losning: Losning 2b-2-11

©)

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 3

Uppgift 2b-3-1
Berdkna noggrannhetsordning av féljande approximationen av 3
1

O

Losning: Losning 2b-3-1

Problem:

Berdkna noggrannhetsordning av féljande approximationen av 2
3

Solution:

from Taylor’s Theorem we have:

5

and:

3

tohave P(x)=3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1)(x)(x-1) =
the coefficient of = —-0.5x3 + 1.5x% +1 is P (3) = 1, which is as shown.
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the coefficient of E is T , which means term T eliminated.
the coefficient of 25 is 100 which means the precision of this approx-
imation is 150 , second order.

Giampaolo reply: Correct!
Just an advice about notation: given a function 200 the derivatives are
denoted

¢ with prime mark225 ect
* or roman letters 250 etc
¢ or with numbers with parentheses 300 , etc

©)

Uppgift 2b-3-2

Man kan approximera derivata av 375 med finita differens metod, till
exempel

E

Om 456 dr en funktion av tva variabler, hur kan man anviander det
ide for att approximera foljande partiella derivata?

1600

Om det ar for svart, forklara det om specialfall 2030

O

Losning: Losning 2b-3-2

Uppgift 2b-3-3
Berdkna integralen 2250 med hjdlp av trapetsregeln.

©)

Losning: Losning 2b-3-3

The are of the integral can be computed by means of the trapezoidal
rule:

2678

Chosen a resolution /1 = 0.0625 we can approximate the area with the
following MATLAB code:

fun = @(x) 1./(1+x.72); I = integral(fun, 0, 0.75) h =
0.0625; n = 0.75/h; p = (h * (0:n)); f = fun(p); T =h *
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(sum(f) - (f(1) + f(n + 1)) / 2); er = abs(T - I); fprintf('With
h = %.4d, T(h) = %.6d, error = %.5d\n', h, T, er);

The value of the area is: T = 0.6433011 with an error of e = 2.00028e-

04.
Graph of integral
— fiw)
161
.l"f-,f
e
.-"'f#
—
—
0.5 15

0.5

@)
Uppgift 2b-3-4

@)
Losning: Losning 2b-3-4

O
Uppgift 2b-3-5

O
Losning: Losning 2b-3-5

O
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Uppgift 2b-3-6

O
Losning: Losning 2b-3-6

O
Uppgift 2b-3-7

O
Losning: Losning 2b-3-7

O

Uppgift 2b-3-8

Nér vi halverar steglangden i trapetsregeln blir felet oftast 1/4 sa
stort (asymptotiskt sett). Har verkar det bara bli hélften sd stort. Vad
dr problemet i programmet?

Q > tmp : MATLAB — Konsole N <
File Edit View Bookmarks Settings Help
fel2 =

0.071247818436213

ans =

T_ref=sum(f(xv))xh

2.006543561724904
>» mytest
Tref -

1.310282509087298

fell =

0.142961851370128

fel2 =

0.071247818436213

ans =

0.498369444389416
s> |
Ui--- mytest.m A1l L18 (= tmp: MATLAB
Losning: Losning 2b-3-8

Uppgift 2b-3-9

Apply Richardson extrapolation in order to compute the following
integral:

3425 withh=o0.5

Check that the result is more accurate than the one produced by
applying Simpson’s Rule.

SF1547 - 2017
136

version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring


https://kth.instructure.com/groups/6422/pages/lsg-2b-3-6
https://kth.instructure.com/groups/6422/pages/lsg-2b-3-7
https://kth.instructure.com/groups/6422/pages/lsg-2b-3-8

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

O

Losning: Losning 2b-3-9

Vi approximerar integralen med trapetsregeln och Richardsons ex-
trapolation.

4150 med 4350

Matlab:

correct = integral (B (x)exp((-x."2)}/2), 0, Z)

h=0.5

Richard=son extrapolation

%
E = trapzoid(h)+ (trapzoid(h)-trapzoid(2*h))}/(272-1)

Eerr = abs (R-correct)
function [&] = trapzoid(h)
clc

clo=ze all:
=@ (x) exp((-x"2)/2);

x0=0;

xn=2;

n=0;

while (x0<xn)
L=0+ (h/2)* (£ (=0)+£ (x0+R) ) ;
x0=x0+h;

end

B

end

Detta ger att E och felet T = 235°C

Detta fel kommer att vara lika stort som om man istéllet véljer att
applicera Simpsons regel pa problemet, eftersom Simpsons regel
hérleds med Richardson-extrapolation och Trapetsregeln.

O
Uppgift 2b-3-10

O
Losning: Losning 2b-3-10

O
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Uppgift 2b-3-11

O
Losning: Losning 2b-3-11

O
Uppgift 2b-3-12

O
Losning: Losning 2b-3-12

O
Uppgift 2b-3-13

O
Losning: Losning 2b-3-13

O

Uppgift 2b-3-14

Anvind trapetsmetoden for att approximera integralen E da E (t) =
kt+m

och svara med 5 vardesiffror, berdkna ocksa felets storlek relativt det
korrekta svaret.

O
Losning: Losning 2b-3-14

O
Fler uppgifter liggs till senare
Block 4
Uppgift 2b-4-1

O
Losning: Losning 2b-4-1

O
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Uppgift 2b-4-2

Use Euler’s method with step & = 0.2 to estimate y(1.4) where y is the
solution of the initial values problem:

E(235)

Repeat the same calculations with step h = 0.1 and compare the re-
sults.

©)

Losning: Losning 2b-4-2
with Euler method, matlab code:
h=o0.2;
X=1;
y=0;
for i=1:3
X
y=y+h*wiki2b_4_2(x,y);
x=x+h;
end
y
we can get y(1.4)=0.5622, with h=0.1, y(1.4)=0.4726, with three times
more iteration.

O
Uppgift 2b-4-3

O
Losning: Losning 2b-4-3

O
Uppgift 2b-4-4

O
Losning: Losning 2b-4-4

O

Uppgift 2b-4-5

Begynnelsevardesproblemet
k
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m
kan l9sas bade med hjdlp av trapetsregeln och Euler framat. Relatera
dessa angreppssatt, vad blir skillnaden/likheter?

©)

Losning: Losning 2b-4-5

Uppgift 2b-4-6

Anvénda matlab.

Lat E(235) 1osning av foljande differentialekvation for E(235) ~ 3176
p2(x) = co+cp(x—x1) +c2(x-x1)(x-x2) = co+cp(x-1)+
(x-1)(x-2)=y

Berdkna
p2 (x1)

O
Losning: Losning 2b-4-6

©)

Uppgift 2b-4-7

Forklara vad som menas med att ett problem ér styvt.

O

Losning: Losning 2b-4-7

Ett differentialekvationsproblem ar “styvt” om lgsningen som sokes
varierar langsamt medan det finns nérliggande l9sningar som vari-
erar snabbt, darfér maste man ta mycket sma steg med den nu-
meriska metoden man anvander.

Implicita metoder méste anvéndas d4, t.ex. euler bakatmetoden eller

trapetsmetoden.

O
Uppgift 2b-4-8

O
Losning: Losning 2b-4-8

O
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Uppgift 2b-4-9
Vi vill 16sa randvéardesproblemet

p2 (x2)

p2 (x3)
Vilj en metod som vi gétt igenom i kursen och 16s problemet. Ange

kod och rita en figur av 16sningen p; (x1) = p2(1) = cg = 1 for
p2(x2) =p2(2) = co+c1(2-1)=2.

O

Losning: Losning 2b-4-9

Uppgift 2b-4-10
Hur kan man 16sa med Euler metod f6ljande differentialekvation for
pz(Xg) =p2 (3) =CptC (3—1)+C2(3—1) (3—2) =17

Co
Anvind matlab och bifoga resultatet och kod.

O

Losning: Losning 2b-4-10

Uppgift 2b-4-11

Anvinda Euler metod for att 16sa

1

Berdkna analytiska 16sning ¢, och sen berdkna fel cp =1 .
Hur stor ar felet for Euler metod i allmédnhet?

Hur stor &r felet for Euler metod f6r den hér problem? Konstigt?
Varfor?

O

Losning: Losning 2b-4-11

Uppgift 2b-4-12

Betrakta begynnelseviardesproblemet (BVP)
c1 = 1

Cy = -1
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For en given metod, hur definieras
a) stabilitetsomradet?
b) metodens stabilitet (absolutstabilitet) ndr den tillimpas pa BVP.

O
Losning: Losning 2b-4-12

O
Uppgift 2b-4-13

O
Losning: Losning 2b-4-13

O

Uppgift 2b-4-14
Try Bisection method to calculate:

pa(x) =1+(x-1)-(x-1)(x-2) =
—x%+4x-2

Giampaolo edit:
I think that you confuse the notation. I would state the exercise as
Use bisection method to calculate f’ (1) such that

f(x) =tan (x)

O

Losning: Losning 2b-4-14

Uppgifter ldggs till senare
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BB S 1547 wiki-work 3a

kursen.

Block o

Uppgift 3a-0-1

Losning: Losning 3a-0-1

Uppgift 3a-0-2

Om en matris blir tre gdnger sa stor, hur mycket langre tar det da
att gora en gauselimination pa denna matris &n pd den ursprungliga
matrisen?

©)

Losning: Losning 3a-0-2

Da komplexiteten for gauselimination dr ¥ kommer berdkningskost-
naden att bli drygt 27 ganger storre i och med att j7 .

Darmed kommer det ta 27 génger sé lang tid

©)

Uppgift 3a-0-3

Vilket flyttal 4r ndrmast ett? Det mindre &n ett, eller det storre dn
ett? Beror det pa vilken precision?
Hint: Figur i blocko.pdf

©)
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Losning: Losning 3a-0-3

Ifall de bada har samma mantissa och samma antal decimaler kom-
mer den implicita maskinnoggranheten vara densamma béde tal 6ver
och under 1

O

Uppgift 3a-0-4

I kursen lar vi oss att vid multiplikation adderas relativfelgranserna
approximativt. Bevisa detta.

Hint: Jamfor med uppgift 1b-0-o9.

O

Losning: Losning 3a-0-4

Uppgift 3a-0-5

Skriv ett MATLAB-program som berédknar alla flyttal med man-
tissalangd m, och exponenter -3,-2,-1,0,1,2,3. Vad blir maskinnog-
grannheten for m=5?

©)

Losning: Losning 3a-0-5
for c =-3:3

mantissa = -15:16;
res=mantissa * (10°c);
disp(res)
end
Maskinnoggranheten for m = 5: 1 - 1.0001 = 0.0625

©)

Uppgift 3a-0-6
Talet 0,1 gar inte att representera exakt i flyttalsform, varfor? Finns
det fler sddana rationella tal? Om ja, ge ett exempel.

O

Losning: Losning 3a-0-6
Talet 1/1010 blir en odndligt repeterande divison.
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Forsok sjdlv dividera det med liggande stolen.
Ungefar som talet 1/3 i bas 10!

ps 1/1010bas2 = 1/10 bas 10

flertal... Alla tal som inte kan beskrivas med hjilp av addition av en
obestamd mangd tal pa formen 2"n dér n dr alla heltal mellan minus
odndligheten till plus odndligheten.. Inte riktigt oandligheten.. da
isafall kanske man kan siga att 1/1010 kan beskrivas som en oandlig
serie av dessa tal.. vilket de kan. Sa alla tal som endast kan beskrivas
av en odndlig serie av sddana tal gar ej att beskriva i bindr form.

O

Uppgift 3a-0-7

We know that the gap between 1 and the next larger number is given
by machine precision. What is the gap between 2 and the next larger
number in double precision?

Hint:What is x ?

Losning: Losning 3a-0-7

Uppgift 3a-0-8

MATLAB-problem.

Vi vill plotta en blomliknande kurva som definieras av
Y

Ex

dér E, . Vi kor foljande program:

>> thetav=0:0.4:10*pi;

>> rv=sin(3.1*thetav);

>> plot(rv*sin(thetav),rv*cos(thetav),’t”)

Programmet innhaller tva fel. Vilka? Nar man réattat ett av de tva
felen far man den hir figuren som inte alls &r en mjuk fin kurva:
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Losning: Losning 3a-0-8

Det forsta felet dr att man utfér matrismultiplikation istallet for mul-
tiplikation elementvis i plot(rv*sin(thetav),rv*cos(thetav),’r’). Detta
kan man l6sa igenom att istdllet skriva foljande:
plot(rv.*sin(thetav),rv.*cos(thetav),’r")

Nésta problem &r att fd figuren att bli en mjukare kurva. Detta kan
man losa genom Oka antalet punkter i vektorn thetav genom att
minska interva

llet mellan dem. T.ex.:

thetav=0:0.01:10*pi;

Dér vi minskat intervallet fran 0.4 till 0.01

&wrap=1.png &wrap=1.png &wrap=1.pdf &wrap=1.pdf &wrap=1.jpg
&wrap=1.jpg &wrap=1.mps &wrap=1.mps &wrap=1.jpeg &wrap=1.jpeg
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O
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Uppgift 3a-0-9

Hur stort behover relativfelet i Z = % + f som approximation av z =
x +y vara for att absolutfelet i approximationen av zZ = X + i ska bli
mindre dn z = x +y . Anvdnd allménna felfortplantningsformeln.

O

Losning: Losning 3a-0-9
Enligt allmédnna felfortplantningsformeln géller:

E;=Ex+Ey
Eftersom att E; = Ex4y, = Ex + E;, dr medfor detta i sin tur:
Ey=|X-x|

Jumer x desta mer géller X ty redan

O (n3)

Det innebar att en bra approximation av x bor ha

O (nz) for att p (n) = %n3 + %nz - %n och att relativfelet fér x bor vara
nxn

O

Uppgift 3a-0-10

Om xt och yt dr approximationer av x och y med absolutfel E_x och
E_y. Hérled en formel for felet for zt=xt+yt som approximation av
z=x+y. Anvind allménna felfortplantningsformeln.

O

Losning: Losning 3a-0-10

Lat

z=y-x=1073

1<xt,yt<2

och 1t

Ext = Eyt = %Emach

Da sdger allmdnna felfortplantningsformeln att
Ez;p=Ey+ Eyt = Each

for absolutfelen.

Uppgift 3a-0-11

Vad blir avrundningsfelet ifall du ska representera talet 711 som ett
flyttal med 8 bitars mantissa?

O

Losning: Losning 3a-0-11

©)
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Uppgift 3a-0-12

Givet dr ekvationssystemet
_ Eu _ Epgen _
Rz = ﬁ = 0.001 — 1000E ch
dér A &r en n x n-matris och b en vektor av langd n. Vid vill nu 16sa

systemet for x med Gauss-eliminering. Vilken komplexitet har Gauss-
eliminering givet matrisens storlek? Hur kan vi véanta oss att berakn-
ingstiden fordndras om vi 6kar n med en faktor 5?

O

Losning: Losning 3a-0-12

Gausseliminering har tidskomplexitet

x2-3x+2=0.

Om n 6kar med en faktor 5 dkar berdkningstiden med en faktor
xo ~ 1.050ch x1 ~2.09 .

O

Uppgift 3a-0-13

Euklides algoritm &r ett systematiskt sitt att berdkna storsta gemen-
samma delare/greatest common divider (SGD/GCD). Hir en enkel
implementation av algoritmen i matlab.
%Euklides algoritm
x=7854,%first number
y=4746;%second number
r=inf;
%get GCD
while(r~=0)
r=mod(x,y);
X=y;
y=r
end
x %GCD
Vad é&r dess tidskomplexitet? Redovisa ett resonemang.

O

Losning: Losning 3a-0-13

Uppgift 3a-0-14

Talet 9.623 &r skrivet i decimal form. Konvertera det till ett flyttal d&
mantissan &r av langd 4.
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O

Losning: Losning 3a-0-14
Talet 9.613 gar ej att represntera med en matissa med langd fyra.
Talet maste darfor avrundas till 10 eller 1010 i bindrform.

Svar: 1010

O
Uppgift 3a-0-15

O
Losning: Losning 3a-0-15

O

Uppgift 3a-0-16

Ar Gauss-eliminering bunden till kubisk komplexitet?
Vad &r komplexiteten pd Gauss-jordan eliminering?

Gauss-eliminering ger inte losningarna till ett ekvations system per-
se. Finns det nd andra metoder dn att jordan eliminera systemet,
alltsé ta det till REF via jordans algorithm, for att fa ut 16sningar?

O
Losning: Losning 3a-0-16

©)
Uppgift 3a-0-17

O
Losning: Losning 3a-0-17

©)

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 1
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Uppgift 30-1-1

Om man tillimpar Newton’s metod pa problemet x? -3x -4 =0 <

X = 1

xq =2, med startvirde |Eg| = |xg — Xp| = |1 - 1.05| = 0.05 sé f&r man efter
ett steg ... ? Svara med en formel eller med ett MATLAB-program.

O

Losning: Losning 3a-1-1

Uppgift 3a-1-2

Hérled Newton’s metod i en variabel med hjdlp av Taylor-utveckling.

©)

Losning: Losning 3a-1-2

y = f(xo) + f’(x0) * (x - x0)
Denna skir x axeln dd y = o;
o = f(xo0) + f'(x0) * (x - x0)

o = f(x0)/f’(x0) + x - x0
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x = X0 - f(x0)/f’(x0)
Och dér har vi newton-raphsons formel.

O

Uppgift 3a-1-3

Skriv ett program i matlab som approximerar ett nollstélle till funk-
tionen

|Eq| = |x1 - x7| = |2-2.09| = 0.09

med hjélp av Newtons metod. Berdkna derivatan numeriskt (detta
for att slippa derivera f “for hand” och gora programmet mer flexi-
belt om du far mer avancerade funktioner).

O

Losning: Losning 3a-1-3
Du kan f4 ett i julia

Using ForwardDiff

f(x) = 3x"3 + X"2 -2x -5
guess = 1
foriin 1:5
guess = guess - f(guess)/ForwardDiff.derivative(f, guess)
end

print(guess)

Elias kommentar: Trevligt med exempel i julialang. Kan vi fa en
MATLAB-16sning ocksa ddar man ser vad som hénder bakom For-
wardDiff.derivative? (ForwardDiff bygger pa framatdifferensapproxi-
mation som vi lar oss om i block 3.)

Inte orkat dra ner Mathlab men det som hiander 4r att vi utnyttjar
derivatans definition med ett véldigt litet varde pa h.. Just hur Julia
gor det i ForwardDiff 4r genom att utnyttja Kedjeregeln samt lite
magiska “Dual numbers” som jag forstatt det!

Oskar Réhléns svar:
Holl pd med denna precis nér detta las upp. Om man vill ha en
matlab-16sning kan den se ut sahér:
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f1=@(x) 3*x."3 + X."2 - 2*x - 5;
s = [0:0.2:4];

fel = 1e-5
t = 0.000001;
Xn= 0.5;

h = f1(xn)/((f1(xn+t)-f1(xn))/t)
while(abs(h) > fel)
h = f1(xn)/((f1(xn+t)-f1(xn))/1);
xn = xn - h;
end

Xn

f1(xn)
plot(s, fi(s))

Uppgift 30-1-4

Om |x_o-x_*1=0.5, hur mdnga steg behover vi for att na ett absolutfel
som dr i storleksordning maskinnoggrannhet? Anvénd det grova
resonemanget fran foreldsning 3.

O

Losning: Losning 3a-1-4

Uppgift 3a-1-5

Los ekvationen Xx'5 - X"3 +x = 42 med bade sekantmetoden och
newtonmetoden

©)
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Losning: Losning 3a-1-5

Funktionsfil for polynomet.

function y = thirdDegree(x)

%UNTITLED3 Summary of this function goes here

% Detailed explanation goes here
y=X."5-X."3+x-42;

end

En 16sning i matlab. Bade sekantmetoden och Newton-Raphson.
x=(0:0.1:10);

y=thirdDegree(x);

VP=@(x) 5*X."4-3*x."2+1;

%Newton method

h=inf;

TOL=1e-10;

a=4;%startVAQrde

while(h>TOL)
h=thirdDegree(a)/yp(a);
a=a-h;

end

a

%sekant method

x_o=1;%nedre grAxins

x_1=3;%A{vre grAtmns

hi=inf;

while(abs(h1)>TOL)
h1=((x_1-x_o)/(thirdDegree(x_1)-thirdDegree(x_o)))*thirdDegree(x_1);
X_0=X_1;
x_1=x_1-h1;

end
X_1

Uppgift 30-1-6

Newtons metod och sekantmetoden kan ofta anvindas for att 16sa
samma problem, men har olika f6r- och nackdelar. Vilka ar de storsta
skillnaderna mellan dessa metoder? Finns det ndgot fall dér bara den
ena metoden kan anvandas? Ge exempel!
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O

Losning: Losning 3a-1-6
Newtons metod och sekantmetoden loser samma problem i form
av att hitta rotterna till en funktion men skiljer sig at pa vissa punk-
ter. Forst och fraimst anviander sig newtons metod av funktionens
derivata medan sekantmetoden istéllet utnyttjar en approxima-
tion av derivatan. Skillnaden medfor att newtons metod konverg-
erar snabbare men sekantmetoden kan visa sig vara enklare att
anvanda da derivatan dr svér att berdkna som i fallet d& exem-
M| - |@|

X0 - 1

emellan dr att sekantmetoden kraver tva startvdarden medan newtons

pelvis |rg| = | = 0.05 . En annan skillnad metoderna

metod endast kraver ett.

O

Uppgift 3a-1-7

Newton’s metod fungerar inte alltid. Har ar ett extremt jobbigt fall
for Newton’s metod. Varfor blir det s ldngsam konvergens? (Hint:
Vad ar f’ i roten?)

Suppose that

—1/z2 .
) o f 0,
fla) = € if ¢ #£
0 if x =0.

The function f is continuous everywhere, in fact differentiable arbi-
trarily often everywhere, and 0 is the only solution of f(z) = 0. Show
that if x5 = 0.0001, it takes more than one hundred million iterations
of the Newton Method to get below 0.00005.

(Lanad fran www.math.ubc.ca)

©)

Losning: Losning 3a-1-7

Newton Raphsons metod konvergerar langsamt i tre utfall.

1) Approximationen oscillerar mellan tva vérden.

2) Om funktionen inte har négra rotter.

3) Om vért startvéarde eller efterféljande vdrden har horisontell tan-
gent eller liknar en horisontell tangent. (lim -> o dy/dx=o0)
Eftersom var ledtrad var att undersoka vad som hiander med f’(x) nar
lim x->0. D4 tar vi fram derivatan. (Se nedan)

f(x)=e"(-1/x"2) <->x!=o.

f(x)=0 <-> x=o0.

f'(x)=2/(x"3)e"(-1/x"2)
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Vi ser att derivatan inte adr ej definierad i x=0. D& undersoker vi
gransvirdet lim x->o.

Vi skriver om derivatan till:

f'(x)=2(x"(-3)/€e"(1/x"2))

Utifrdn detta ser vi att gransvardet lim x->o f’(x)=o.

Vi far alltsd en horisontell tangent som skar langt ut pa x-axeln, och
denna process hédnder flera ganger. Darfor har Newton Raphson lang
konvergens i detta fall.

O

Uppgift 3a-1-8

Vi forsoker hitta rotter till funktionen |rg| = |x°x;0x~°| = |#| = 0.045

med sekantmetoden.
Beskriv processen steg for steg om vi anvédnder foljande startgiss-
ningar:

1. x, 1024 < x <2048

2. 4-107%1%, f(x) = sin(cos(x)) +0.5

O

Losning: Losning 3a-1-8

Uppgift 3a-1-9

Frén tenta 2016-05-31:
For ett givet y blir resultatet av ett steg av Newtons metod for f(r) = 0 med funktionen
flx) = sin(z) + 3= + ye¥* och startvirde noll:

©)

Losning: Losning 3a-1-9
cos(37t/4) ~ -0.6

Uppgift 3a-1-10

Skriv ett program som med Newtons metod approximerar en losning
for systemet

x*cos(y) = 8
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y*sin(x) = 6

med startpunkt pa (10, 10)

Losning: Losning 3a-1-10
KOD:

faf = @(x,y) x*cos(y)-8;
fbf = @(x,y) y*sin(x)-6;

TOL = 1e-10;
h = TOL +1;
x0 = [10 10]’;

while (abs(h) > TOL)
fa = xo(1)*cos(x0(2))-8;
fb = xo(2)*sin(x0(1))-6;
f = [fa fb]’;
dfadx = cos(xo(2));
dfady = -xo(1)*sin(x0(2));
dfbdx = xo(2)*cos(xo(1));
dfbdy = sin(xo(1));
J = [dfadx dfady;dfbdx dfbdy];
h =]\f;
X0 = X0 - h;

end

X0
faf(xo(1), xo(2))
fbf(xo(1), x0(2))

ANS:
X0 =
8.9463
13.0305
ans =
(6]

ans =
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Uppgift 3a-1-11

Forvirrade gymnasieelever fran tre gymnasieskolor véntar pd att bli
antagna till KTH.

Av alla som sokte fran forsta gymnasiet sa valde 50% datateknik, 20%
valde informationsteknik och 30% valde maskinteknik.

Frén andra gymnasiet sa valde 30% datateknik, 30% information-
steknik och 40% maskinteknik.

Fran det sista gymnasiet s valde 10% datateknik, 50% information-
steknik och 40% maskinteknik.

Det var 67 elever som blev antagna till datateknik, och 47 elever som
blev antagna till informationsteknik. Till maskinteknik sa var det
endast 27 elever som blev antagna.

Hur ménga elever var det som sokte fran vardera skola?

Besvara med lamplig avrundning.

O

Losning: Losning 3a-1-11

Uppgift 3a-1-12
Foljande ekvationssystem ar givet:

f"(x) = cos (cos (x)) - —sin (x)
Ax% AX3, ...
Berdkna jacobimatrisen.

O
Losning: Losning 3a-1-12

@)
Uppgift 30-1-13

O
Losning: Losning 3a-1-13

@)

Uppgift 3a-1-14

Approximera sin(x) + x - 3 med sekant metoden och newton-rhapsons
metod. Vilken kréver minst antal iterationer? Vad ar deras konver-
genhastighet?
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O
Losning: Losning 3a-1-14

O
Uppgift 30-1-15

O
Losning: Losning 3a-1-15

O
Uppgift 3a-1-16

O
Losning: Losning 3a-1-16

O
Uppgift 3a-1-17

O
Losning: Losning 3a-1-17

O
Uppgift 3a-1-18

O
Losning: Losning 3a-1-18

O
Uppgift 3a-1-19

O
Losning: Losning 3a-1-19

@)
Uppgift 3a-1-20

O
Losning: Losning 3a-1-20

O
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Uppgift 3a-1-21

O
Losning: Losning 3a-1-21

O
Uppgift 3a-1-22

O
Losning: Losning 3a-1-22

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 2

Uppgift 3a-2-1

Den réta linje y = ax + b som i minstakvadratmening bast approx-
imerar métpunkterna (xi, yi),i=1, 2,31

tabellen

X124

y123

Skriv ett Program! Gérna Julia!

Losning: Losning 3a-2-1

x =[1,2,4]

y =[11; 1,2, 1,4];

A =[1,1;1,2; 1,4;];

xAns = A\y;

plot(xy,*);

hold on;

xv = [0:0.1:5];

plot(xv, xAns(2) * xv + xAns(1));

// svaret ligger i xAns och ar ungefdr: A = 0.64 och B =o0.5

©)

SF 1547 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
159


https://kth.instructure.com/groups/6423/pages/lsg-3a-1-21
https://kth.instructure.com/groups/6423/pages/lsg-3a-1-22
https://kth.instructure.com/groups/6423/pages/lsg-3a-2-1

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Uppgift 30-2-2
Interpolation av funktionen AxX3, Ax4, ... gors i punkter x=0,1,2,3.

Berékna det interpolerande polynomet y = 0.5x% — x med hjélp av en
Vandermondermatris, och gor en uppskattning av felet

=7x+3
]r/ned hjélp av felskattningsformeln fér polynominterpolation.
O
Losning: Losning 3a-2-2
O

Uppgift 3a-2-3

Vi vill gora en mistakvadratanpassning av funktionen
[_5r 5 ]

for data

X:01234

y:12346

Genomfor ett steg av Gauss-Newton med startvarden 4 .
Gor berdkningen for hand, ej dator.

O

Losning: Losning 3a-2-3

O

Uppgift 3a-2-4

Om vi gor polynominterpolation med X i n datapunkter, hur manga
obekanta koefficienter har vi?

a) X=Naiva ansatsen (vandermondematris)

b) X=Newton-ansatsen

©)
Losning: Losning 3a-2-4

O
Uppgift 3a-2-5

O
Losning: Losning 3a-2-5

O
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Uppgift 30-2-6

Vad blir Newton-ansatsen nér vi ska interpolera punkterna: (1,0),
(2,1),(3,10)? Skriv for hand (inte matlab).

O

Losning: Losning 3a-2-6

Vi har punkterna x% = 2x, V11 och xp,q = %
Eftersom vi har tre x- respektive y-vdrden har vi tre ekvationer. Dessa
kan lgsas exakt om varje ekvation innehaller tre variabler. D4 far vi

ocksé ett polynom med sa lag grad som mojligt.

" . 1 .
Ansatsen, med tre okadnda koefficienter xq = = blir:
k

i = g1(v1) = Ipe" /1
dar
i = 2(v2) = Ine®/VT , g1(v1) + (v1 — E)/R+ (v1 - v2)/R =0

O

Uppgift 3a-2-7

Berdkna ett polynom som gar genom datapunkterna (1,12) (3,9) (6,22)
(10,9) genom att anvanda newtons ansats. Plotta sedan den graf som
polynomet bildar.

O

Losning: Losning 3a-2-7

Uppgift 3a-2-8
Genomfor ekvidistant interpolation av funktionen 1/(10-1x1) i inter-
vallet [-1,1] for godtyckligt antal punkter n.

O

Losning: Losning 3a-2-8
Polynominterpolation med n punkter fas genom:

f=@(x) 1./(10-abs(x));
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n=20;
xv=linspace(-1,1,n)’;
% Det ar nog bast att anvanda Newton-ansatsen for vandermonde ar ineffektiv och kanslig for avrundningsfel
AN=ones(n,1);
for j=2:n
AN(:,3)=AN(:,j-1).*x(xv-xv(j-1));
end
b=f(xv);
d=AN\b;%% Evaluera polynomet d i punkterna xvv:xvv=(-1:0.001:1)";
nn=ones(size(xvv));
p=d(1)x*nn;
for j=2:n;
nn=nn.*(xvv-xv(j-1));
p=p+d(j)*nn
end
clf;
plot(xvv,f(xvv),'--");
hold on;
plot(xvv,p,'r’);
grid on

For n=10 och n=20 far vi den hér figuren:

01z ' " '

01145

0105

0.1

0.095
-1
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Uppgift 3a-2-9

Koden nedan plottar kurvan g(vp) + (v —v1)/R = 0 (i blatt) pa
intervallet x> = 3x2 - 1.

Den plottar dven en polynominterpolation (i rétt) av kurvan med 11,
ekvidistanta interpolationspunkter.

¢ Infoga grafen i svaret och beskriv vad som hdnder med interpola-
tionspolynomet ndra intervallgranserna.

® Vad &r detta ett exempel pa?

¢ Finns det ndgot man kan gora for att undvika att detta hander?

Kod:

xv=[-1:0.2:1]’;

f=@(x) 1./(1 + 25*x."2);

fv = f(xv);

A =[ones(11, 1), XV, XV."2, XV."3, XV."4, XV."5, XV."6, xv."7, Xv."8, xv."9,
xv."10];

c = A\fy;

P = @(x) c(1)+c(2)*x+c(3)*x."2+¢c(4)*x."3+c(5)*x."4+c(6)*X."5+c(7)*X."6+c(8)*X."7+c(9)*Xx."8+c(10)*x."9+c(11)*x."10;
tv=[-1:0.01:1];

plot(tv, f(tv), ‘B’);

hold on

plot(tv, p(tv), ‘R’);

Losning: Losning 3a-2-9

Uppgift 3a-2-10

Newton-ansatsen leder till ett linjirt ekvationssystem med en matris
som ser ut sdhér

le-10

Vad ska ? och ?? vara? dvs (2,2)-elementet och (n,n)-elementet

©)

Losning: Losning 3a-2-10
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Uppgift 3a-2-11
Under bearbetning. ..

O

Losning: Losning 3a-2-11

O
Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 3

Uppgift 3a-3-1

Vi har

x =-0.5 och x ~-0.5321

Berdkna integralernas virde med trapetsregeln (intervallbredd o.5)
och jamfor resultatet med integralernas exakta vérde.

¢ Vilken integral uppskattas bést av trapetsregeln med intervall-
bredd o0.5?
¢ Varfor?

Losning: Losning 3a-3-1
f ar for den forsta
g &r for den andra

approximationsf -38.9209189910983
exact_solutionf exp(4)*sin(4)/2 + exp(4)*cos(4)/2 - 1/2 = -39.00387433219967

approximationsg -6.811324076860388
exact_solutiong 4*exp(4)*sin(16)/17 + exp(4)*cos(16)/17 - 1/17= -
6.833081758860905

errorf 0.08295534110137481
errorg 0.02175768200051653

g passar béttre for att steglingden hamnar fint pa symmetri-linjen av
alla sinus funktioner nér vi anvander steglangden o.5!
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Uppgift 3a-3-2

Losning: Losning 3a-3-2

Uppgift 3a-3-3

Determine ?? such that we get the highest order of accuracy in the
approximation
x=05

Losning: Losning 3a-3-3
Vi har:
X ~ 0.6527

Genom att taylorutveckla x = 2.8 och x ~ 2.8794 fér vi:

x-4sin(2x) =3
Forenkling ger:
xX?2-7=0

Vi vill nu:

1. Behadlla termen som innehaller xy = 2, x1 = 3, och ge den koeffi-
cienten 1.

2. Eliminera s manga andra termer som mdojligt - prioritera termer
som innehaller lg grad pa f (x) = es™(*) —2e%05() 1 x 44

(1.) ger oss ekvationen f (x)
For att uppfylla (2.) gor vi foljande:
f(xu)

e Vi kan eliminera termen med 1071 om x,,,1 = x,, — zen)
n

e Vi kan eliminera termen med x,,,1 = X, — % f (xn) om xy

¢ Vikan inte eliminera termen med x,,,1 eftersom det skulle kriva
att P(x) = co + c1x +cpx?
den forsta ekvationen (som vi fick ur (1.))

+ c3x% , vilket inte vore kompatibelt med

Vi ska alltsa 16sa foljande ekvationssystem:
co
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Vi far:

Viljer vi konstanter som uppfyller detta (rimligen véljer vi e ) far
vi endast tredjegradstermen kvar som fel i tdljaren. Denna divideras
sedan med h i ndmnaren, vilket ger oss ett fel P; (x) = co +c1 (x —x1) +

co(x=x1) (x=x2) + c3(x-x1) (x—x2) (x—x3)

Elias kommentar: Utmarkt 16sning. Slutsats: Eftersom A=1 blir C=-
1 och D=2h och approximationen &r e , som vi kdnner igenom som
det vi i den hér kursen kallar for “centraldifferens”. Centraldiffer-
ens &r alltsa den “basta” approximationen om man bara anviander

f(x+h),f(x),f(x-h).

O
Uppgift 30-3-4

O
Losning: Losning 3a-3-4

O

Uppgift 30-3-5
Bevisa att nogrannhetsordningen &r tvd ndr man berdknar derivata
med formeln x; =3

O

Losning: Losning 3a-3-5
Vi taylorutvecklar termerna i tiljaren och far:

y1=5

P5(x1) =co +c1 (%1 —x1) +c2(x1 - x1) (x1-x2) +c3(x1 —x1) (%1 —x2) (x1 -x3) =
Cop = 5

Vi kan nu skriva om x som

-1

Detta forenklar vi till:

0

Noggrannhetsordningen &r alltsd 2, eftersom approximationen skiljer
sig fran den exakta derivatan med en term 1 .

©)
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Uppgift 3a-3-6

Losning: Losning 3a-3-6

Uppgift 3a-3-7

Vad ér richardson extrapolering
3
sin(x) * x"2

0

16s ovanstdende integral med trapetsregeln med stegléngderna o.25
samt 0.125 och anvand resultaten for att forbattra approximationen
med richardsonextrapolering.

jamfor den analytiska 16sningen med integralen mot den extrapol-
erade samt de tva forsta losningarna. Hur mycket bittre blev det?
stimde det gentemot teorin?

O
Losning: Losning 3a-3-7

O
Uppgift 30-3-8

O
Losning: Losning 3a-3-8

O

Uppgift 3a-3-9
Bevisa att richardsonextrapolation tillimpat pa hoger riemannsumma

dr ekvivalent med mittpunktsregeln (midpoint rule).

Beskrivning av mittpunktsregeln:https://www.youtube.com/watch?
v=GIiRh4V9GvI
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Losning: Losning 3a-3-9

Vi har hogra Riemannsumman

2

och Richardsonextrapolationen

3

ddry och3

Vi far att

1

Vi inser att detta &r just precis mittpunktsregeln:
2

©)

Uppgift 3a-3-10

Berdkna felet ndr man approximerar
3

med trapetsregeln, da 5 .

(gor berdakningarna for hand)

Losning: Losning 3a-3-10
Trapetsregeln:

x=1: f(1)=1*>=1
x=1,5: f(1,5)= 1,5% = 2,25
x=2: f(2)=2%>=34
x=2,5: f(2,5) = 2,5% = 6,25
x=3: f(25)=3%=9

3
P(x)=3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1)(x)(x-1) = =26/3
8,66

Fel 8,75 - 8,66 = 0,09

Uppgift 30-3-11

Pastdendet att simpsons regel (dvs composite simpson) har nog-
grannhetsordning 4 giller bara under vissa forutséttningar. Vad har
simpsons regel for noggrannhetsordning nér vi tillimpar den pa
funktionen

=-0.5x> + 1.5x% + 1
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som ska integreras [0,4]? Berdkna den exakta integralen och visualis-
era felet i simpson regel (gédrna log-log-plot med h pa x-axeln och
felet pa y-axeln).

O
Losning: Losning 3a-3-11

O
Uppgift 30-3-12

O
Losning: Losning 3a-3-12

O

Uppgift 3a-3-13

Approximera foljande integral genom att anvidnda trapetsregeln
daP(3)=1.

E

Ange &dven det fel som uppstar.

O
Losning: Losning 3a-3-13

O
Uppgift 30-3-14

O
Losning: Losning 3a-3-14

O

Fler uppgifter liggs till senare
Block 4

Uppgift 30-4-1
Vad ér skillnaden mellan globalt och lokalt fel? Vilken har hogst
nogrannhetsordning? Varfor?

©)
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Losning: Losning 3a-4-1

Lokalt fel &dr det fel som uppstar for varje steg i Eulers metod.
Globalt fel ar det totala felet som hittills ackumulerats av tidigare
steg i newtons metod.

Lokalt fel har noggrannhetsordning 2.
Globalt fel har noggrannhetsordning 1.

Det globala felet &r ju ackumulerade lokala fel, sa det &r inte sa kon-
stigt att det har ldgre noggrannhetsordning.

O

Uppgift 3a-4-2

Vi har differentialekvationen

T med begynnelsevillkoret T (Losning: 25 )

Anvand Euler framét (gdrna med Matlab) for att hitta en approxima-
tion till 100 . Anvénd stegldngd h = o.5.

* Hur bra blir approximationen? (Jaimfér med den exakta 16sningen)
® Vad dr det globala felet i 150 ?

©)

Losning: Losning 3a-4-2
Matlabkod:

f=@(x) x;

h=o.5;

y=5

for num =1:10

y =y +h*(y);

end

fel = abs(y - exp(5))

Approximationen dr viardelos da h dr alldeles stort. Felet blir hela
90.7481

Elias kommentar: Ja, det ar korrekt att “Felet” blir stort. Néar vi sdger
“felet” i detta sammanhang menar vi absolutfelet. Hur stort &r rela-
tivfelet?

©)
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Uppgift 3a-4-3

Losning: Losning 3a-4-3

Uppgift 3a-4-4

Richardsonextrapolation kan ¢ka noggrannhetsordningen av en
metod. Beskriv resultatet av Richardsonextrapolation applicerat

pé ett steg av Euler’s metod i formler. Hur stort blir felet i y(0.1) for
a) Euler framat b) Euler framédt med Richardsonextrapolation nar vi
anvéander det pa problemet

y'(H=2y(t)

0)=
Zc()rr)l }?ar exakt 16sning y(t)=3exp(2t) och steg h=o.1.
O
Losning: Losning 3a-4-4
O

Uppgift 3a-4-5
Vad é&r det for skillnad pa metoderna Euler framét och Euler bakat?
Nér ska man anvianda vilken metod? Ge gédrna exempel!

O

Losning: Losning 3a-4-5
Euler bakat en en implicit metod medans euler framét &r explicit.

implicita funktioner ar rétt dyra nér vi behandlar icke-linjara ekva-
tioner eftersom rekursionen kraver att man loser en implicit ekvation
i varje steg.

Men Implicita metoder dr anvdndbara i situationer dar. Kravet ar
stort pa att ha en liten stegldngd for att fa en korrekt approximation.

O

Uppgift 3a-4-6

Hiérled en metod for begynnelsevardesproblem med hjilp av ensidig
finit differens med noggrannhetsordning 2:
200
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O
Losning: Losning 3a-4-6

O
Uppgift 3a-4-7

O
Losning: Losning 3a-4-7

O

Uppgift 3a-4-8

Vad blir resultatet av ett steg av

a) RKy4

b) Euler framat

tillimpat pa begynnelsevardesproblemet
225

250

med steglingd h=o0.1. Hur stort blir felet?

Exakt 16sning: 300

Losning: Losning 3a-4-8

I och med att den exakta losningen &dr 375 antar jag att begynnel-
sevillkoret bor vara E da 456 .
Ett steg med RK4:

1600

2030

2250

Ett steg med Euler framét:
2678

Exakt svar:

3425

Fel med RK4 0,9000

Fel med Euler framar o.9214
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Uppgift 3a-4-9

Antag att Euler framét &r stabil for alla 4150 -vérden och 4350 nar
den tillimpas pa differentialekvationen

E

T =235°C

Visa att Euler framat dven é&r stabil for alla varden E .

O

Losning: Losning 3a-4-9

Uppgift 3a-4-10

Vad blir approximationen av y(2) med Euler framat med steglingd
h=0.5 applicerat pa y’(t)+2y(t)=4 och y(0)=0?

Rédkna for hand ej dator.

©)

Losning: Losning 3a-4-10

Vi har att

E(t)=kt+m

E(235)

k vilket ger att m

Euler framat sédger att om

E(235)

sd dr

E(235) ~ 3176

Denna berdkning upprepas till énskat t.

Vifarda po (x) =co+c1(x—x1)+cp(x—x1) (x—x2) =co+cp (x—-1) +
c2 (x—1) (x -2) =y med Euler framat enligt:

p2 (x1)

p2 (x2)

p2 (x3)

p2(x1)=p2(1)=co=1

p2(x2) =p2(2) = co+c1(2-1) =2

Vi fastnar alltsa pa samma varde p.g.a. hur py (x3) = p2(3) = co +
c1(3-1)+c(8-1)(3-2) =1 ser ut.

©)

Uppgift 3a-4-11
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Losning: Losning 3a-4-11

Uppgift 30-4-12
Genomfor ett steg av bakat Euler pa systemet
y'(®)=3y(t)+1

y(0)=1
med h=o.1

O
Losning: Losning 3a-4-12

O

Uppgift 3a0-4-13

Jamfor vilken version av Eulersteg metod (Framat eller bakat)
Som dr béast pa differential ekvationen:

”

X" =-x
16s den analytiskt for att jamfora

16s den numeriskt med begynnelse villkoren x = 0, X" = 0
med stegldngden o.1 ta 7 steg.

Vilket X viarde hamnar du pa med de olika metoderna och hur stort
ar felet jamfort med den analytiska?

O

Losning: Losning 3a-4-13

Uppgift 3a-4-14

Vi kombinerar Euler’s metod med sekantmetoden for att 16sa rand-
vardesproblemet

co

y(0)=1

y(1)=4

Vi viljer ¢q . Hur ska toleransen i sekantmetoden viéljas for att vi
ska fa ett balanserat ungefarligt fel (dvs felet fran eulers metod och
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felet fran sekantmetoden &r ungefar lika)? Anvand det forenklade
antagandet ersétta cp med cp =1

(Du behéver inte programmera metoden bara resonera dig fram till
valet av tolerans.)

Losning: Losning 3a-4-14

Uppgifter laggs till senare

SF1547 - 2017
175

version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring


https://kth.instructure.com/groups/6423/pages/lsg-3a-4-14




SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

WA SF1547 wiki-work 3b

kursen.

Block o

Uppgift 3b-0-1

Losning: Losning 3b-o-1

Uppgift 3b-0-2
Skriv ned vilka tal kan man representera med flyttal med man-
tissalangd 3, vilj exponentent n=-1,0,1

O

Losning: Losning 3b-0-2
Talen blir:

For exponenten -1 far vi samma tal multiplicerade med 1/2

Z=X+Yy
+
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E.=Ex+Ey

E; = Exiy = Ex+Ey
E,=|X-x]|

X

X

O(n3)

For exponenten 1 far vi samma sekvens tal men multiplicerade med

2
O(nz)
p(n):%n3+%n2—%n
nxn

z=y-x=1073
1<xt,yt<2

Ey = Eyt = %Emach
Ezt = Ext + Eyt = Eppaen

_ @ _ Cmach _
Rz = [zt] = 0.001 ~ 1000Es4cn

Uppgift 3b-0-3

Bakatsubstitutionssteget i Gauss-eliminering for en x> — 3x + 2 = 0 -
matris sdgs ha berdkningskostnad xo ~ 1.050ch x1 ~ 2.09 . Det betyder
att nar vi okar antalet obekanta med en faktor x> ~3x -4 =0 <

X0 = 1

xq = 2 okar berdkningskostnaden ungefir med en faktor ... ?

O

Losning: Losning 3b-0-3

Lat |Eg| = |xg — Xp| = |1 - 1.05| = 0.05 beteckna berdkningskostnaden
i Gauss-eliminering for en |E1| = |x1 — ¥1| = [2-2.09] = 0.09 -matris.
Att [ro| = || = |148] = 0.05 ar [ro| = |22 = 252 = 0.045
innebér att x .

Oka antalet obekanta med en faktor 1024 < x < 2048 4 - 107310
Oka f(x) = sin(cos(x)) +0.5 med en faktor cos(37r/4) ~ -0.6 .
(Antalet obekanta och antalet ekvationer svarar mot kolumner re-
spektive rader i matrisen).

Dérmed far vi att f’ (x) = cos (cos (x)) - —sin (x) .

Det vill siga berdkningskostnaden okar ungefar med en faktor Ax?, Ax3, ...

©)
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Uppgift 3b-0-4

Antag att Ax3,Ax*,... och y = 0.5x? - x ar approximationer av

y = 7x + 3 och [-5,5] med absolutfelgranser 4 och x?> - 2x . Ge en
Vi1

absolutfelgrans for +/11 som approximation av xi,q = Nk

©)

Losning: Losning 3b-0-4
. 11

Lat xpq = x%:—xlk

iz = 82(v2) = Ipe”/V7 och g1 (v1) + (01 - E)/R + (v1 - 02)/R = 0.

Absolutfelgransen for g»(v2) + (v2 —v1)/R = 0 erhdlls genom att titta

pa beloppet av differensen mellan det sanna vérdet x> = 3x% — 1 och

ochi; = g1(v1) = Ioe“1/*T vara absolutfelen for

approximationen le-10 :
x=-05
Approximationen x ~ -0.5321 har alltsa absolutfelgrans x = 0.5 .

(Observera att detsamma hade gallt for x ~ 0.6527 som approxima-
tion av x =2.8)

O

Uppgift 3b-0-5

Lat (likt i foregdende uppgift) x ~ 2.8794 och x —4sin (2x) = 3 vara

approximationer av x> ~7 = 0och xyp = 2, x; = 3, men nu med

relativfelgranser f (x) = e5™(*) —2¢%5(*) 1 x + 4 och f(x) . Ge en
f(xn)

relativfelgrans for 1071° som approximation av x,,,1 = x, — ooy -

O

Losning: Losning 3b-0-5

Lat x,,.1 = Xy — % f (xn) och x, vara absolutfelen och x,,,1

och P(x) = ¢g + c1x +cox? + c3x3 relativfelen for cg resp. o . Forut-

sédtt dessutom att e och P3(x) = cg+c1(x—x1) + o (x—x7) (x —x2) +

3 (x—x1) (x—x2) (x-x3) .

Relativfelet for e ar

X1 = 3

Def. av absolutfel, dvs y; =5 ger

P5(x1) =co +c1 (x1—x1) +c2(x1—x1) (X1 - x2) +c3(x1 —x1) (%1 —x2) (x1 —x3) =

Cop = 5
Forutsattningen att x och -1 ger sedan
0

Approximationen 1 har ddrmed relativfelgrans 2 .

©)
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Uppgift 3b-0-6

Pa foreldsning 1 tittade vi pad avrundningsfel som uppstar nir man
implementerar en iteration motsvarande sekvensen

3

och y . Vi vet ju den exakta sekvensen fran foreldsningen. Imple-
mentera detta och plotta felet for var fjarde x-vérde.

Losning: Losning 3b-0-6
Haér ar en skdarmdump av programmet och resultatet.
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n
Eile Edit View Insert Tools Deskiop Window Help o EDITOR PUELISH
:u:l B H \-‘.é [:3 +\ _\ {ﬂ-? @ EE_ ff T ﬁ_.—z.‘l | |:| IE‘ | a E I:II:'I:I ﬁ E E Finid Files
Fealet | B - -
] ﬁ‘ MNew Open Save L Compare EDIT
10 T T T T - - - EPrint = —
FILE
1= w=1/10;
2
-10 2= sw=[]; % wvektor att spar
mwr 1 4 - [[for k=1:100
5 - if (x=0.5)
HE W=y
T = else
50 = ¥=2%wx-1;
1|:| 1 1 1 1 g - end
0 3 10 13 i £a 10 - if mod(k,4)==1 % gir
| ‘111 - = [aovi] ;
n 1% = end
) ) ) i == and
Eile  Edit Wiew Insert Tools Deskiop Window Help & 14 - exact_x=0.2
NEAL|MRLODEL-|S|0E|mDm |B5- Figured);
1 [= plot(xv])
%, 17 - title( '=_k')
025 : : : : 18 - figure(2);
' 19 - semilogy (abs(xv-exact_x)
20 - title('Felet 1 x=_k')
0zt . 21
015t .
01r .
003 .
I:I 1 1 1
] a 10 15 Pl £a
@)
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Uppgift 3b-0-7

For vilka varden pa x uppstar kancellation i f6ljande uttryck?
3

©)

Losning: Losning 3b-o-7
Kancellation uppstar da 1 ar néra 2 (kancellation: 3 ) och 5 (kancella-
tion: 3).

©)

Uppgift 3b-0-8

Under en foreldsning visade det sig fick vi en hackig kurva nér vi
ville gora polynominterpolation med Vandermondematrisen:

tv=[1200.5,1201.5,1202.5,1203,1204,1205]";
yv=[3, 1.5, 1.5, 1,1 ,01’;

clf;

p=plot(tv,yv, 'ko");

set(p, 'MarkerFaceColor’,'r’);

hold on;

grid on

n=length(tv);
A=[ones(n,1),tv,tv.”2,tv."3,tv.™4,tv."5];
c=A\yv;

p=@(x) c(1l)+c(2)*x+c(3)*X."2+C(4)*x."3+C(5)*x."4+c(6)*X."5;
ttv=1200:0.1:1205;

plot(ttv,p(ttv),’'k");

Visa att man far cancellation ndr man berdknar p(ttv).

O

Losning: Losning 3b-0-8

Att man far cancellation kan man se genom att titta pd virden i en
punkt i intervallet (t.ex. 1202)

>>X=1202;

>> a=c(2)*x+c(3)*x."24+¢(4)*X."3+c(5)*Xx."4+c(6)*x."5

a=

-3.174588794296644e+14

>> b=c(1)

b=

3.174588794296660e+14
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>> a+b
ans =
1.562500000000000

dvs P(x) =3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1) (x)(x-1) = och
vi vill addera a och b. Att kurvan blir hackig beror pé flera saker och
kancellation dr en av flera anledningar. Det finns utforligt forklarat i
NumAlg sida 34.

Uppgift 3b-0-9

Vad ér skillnaden mellan absolutfel och relativfel? Beskriv kort vad
som ar viktigt att tdinka pa nédr det kommer till de bada typerna av fel
i den har kursen.

O

Losning: Losning 3b-0-9

Absolutfel defineras simpelt som absolutbeloppet av differensen det
faktiska vardet och approximationen.

=-0.5x% +1.5x% +1

Detta sdger endast exakt vad felet &r medan relativfel beskriver hur
stort detta absolutfel &r i relation till storleksordningen pa approxi-
mationen enligt f6ljande formel:

P(3)=1

Till exempel om du forsoker kasta en boll exakt 100 meter och du
kommer 100.1m har du ett absolutfel pa 1ocm vilket ger ett litet rel-
ativfel (0,001). A andra sidan om du vill flytta din gaffel 5 cm for att
dta ndgot men du rékar flytta den 15cm har du samma absolutfel
men relativfelet blir mycket storre (2) och felet i situationen blir be-
tydligt vérre, du kanske missar tallriken helt. Detta ar viktigt att ha i
atanke ndr man far uppgifter om relativ/absolutfel.

O

Uppgift 3b-0-10
Lat E och bestim T .

Losning: Losning 3b-0-10
Programmet nedan
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f = @lx, y) sin(x*yl+exply)

for dx = [-0.1, 0.1]
for dy = [-0.25, 0.25]
¥ = l+dx
Yy = pl+d'!."
fix, y)
end
end
ger svaren

f(0.9000, 2.8916) = 18.5354

f(0.9000, 3.3916) = 29.8023

f(1.1000, 2.8916) = 17.9828

f(1.1000, 3.3916) = 29.1576

Forfattarens kommentar: Fragan ar mojligtvis otydligt formulerad,
sokte T dér o.1 och 0.25 dr absolutfelgranser for indatan.

Uppgift 3b-0-11

Lat 25 vara médngden av tal som exakt kan representeras som ett fly-
ttal med 10 bitar exponent och 10 bitar mantissa. Bestdim det storsta
talet 100 sa att 150 .

©)
Losning: Losning 3b-o0-11

©)
Uppgift 3b-0-12

O
Losning: Losning 3b-0-12

O

Uppgift 3b-0-13

Om 200 och 225 . Vad é&r y och dess approximativa felvarde? (Tips:
Anvind felfortplantning)

©)
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Losning: Losning 3b-0-13

O
Uppgift 3b-0-14

O
Losning: Losning 3b-0-14

O
Uppgift 3b-0-15

O
Losning: Losning 3b-0-15

O
Uppgift 3b-0-16

O
Losning: Losning 3b-0-16

O
Uppgift 3b-0-17

O
Losning: Losning 3b-o-17

O

Om det blir fullt ldgger vi till fler.

Block 1

Uppgift 3b-1-1

Vad blir resultatet av tre steg med Newton’s metod, ndr man anvan-
der det pa problemet ekvationen 250 och startgissning 300 ? Hur
stort &r felet?

Hint:
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>> help lambertw

Losning: Losning 3b-1-1

Enligt MATLAB-dokumentationen ger lambertw(x) 16sningen till 375
och darfor ges ratt 16sning till problemet av E = lambertw(4).

Koden nedan berdknar 456 enligt ovan och 1600 - approximationen
av 2030 efter tre iterationer av Newtons metod med startgissning
2250 . Felet ges av beloppet av differensen mellan det sanna vardet
och approximationen.

il|= clear;clc;

A= format long

3

4 % Ratt lésning

El= X sann = lambertw(4)

(3

7 % Newtons metod

8 — f = @(x) x*exp(x)-4; 3 £(x)
9 — fp = @(x) exp(x)+x*exp(x): g £'(x)
10

11 — % nminusett = 1.3; % startgissning
12

13 — for k=1:3 % tre iterationer

14 — h = f£(x nminusett)/fp(x nminusett); % korrektionen
15 — X n = X nminusett - h;

16 — ¥ nminusett = x n;

17 — end

18

Le|= X newton = x n

20

21 — fel = abs(%x_sann - X n)

Resultatet efter korning av koden ovan blir:
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X Sann =

1.2021e7873197043

X newton =

1.2021€7873913335

fel =
7.162916926262142e-10

==

Uppgift 3b-1-2
Vi vill hitta nollstallen till en funktion 2678 som ar given utav ett

uttryck i stil med
3425

dér 4150, 4350, E, T =235°C och E é&r nagra godtyckliga konstanter.

Varfor kan sekantmetoden vara béttre limpad dn Newtons metod for
detta problem?

©)

Losning: Losning 3b-1-2
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For att Newton-Raphsons metod kréver att man deriverar f och i
de fall dér vi far ett svart respektive omojligt uttryck att derivera sa
foredras sekantmetoden da den enbart kréaver f.

O

Uppgift 3b-1-3

Newton’s metod sédgs ha kvadratisk konvergens. Vad innebér det?
Formulera det med egna ord.

O

Losning: Losning 3b-1-3

Kvadratisk konvergens innebér att absolutfelet i en viss iteration
kan uppskattas vara kvadraten av felet fran foregdende iteration.
Om man har en vettig startgissning E (t) = kf + m , t.ex s.a E(235)

, konvergerar approximationen alltsd snabbt mot svaret eftersom
absolutfelet ungefarligt kvadreras (felet blir &nnu mindre, t.ex 0.5™2 =
0.25 < 0.5)

Mer formellt definieras kvadratisk konvergens enligt foljande:

Lat k vara den exakta 16sningen. Sekvensen m har kvadratisk kon-
vergens om det

existerar ett E(235) sadant att foljande géller;

E(235) ~ 3176

Det jag forklarade i forsta stycket utnyttjar detta genom att sldppa
gransvardesnotationen och ersatta likhetstecknet med “ungefar lika
med”. Genom att omformulera ungeférlikheten, kan man alltsa fa
det asyftade beteendet att absolutfelet for iteration k+1 dr (unge-
far) kvadraten pa absolutfelet for iteration k (multiplicerat med en
konstant M, men denna kan forsummas i uppskattningen om man
undersoker med vilken faktor felet 6kat mellan tva iterationer).

O

Uppgift 3b-1-4

Berdkna pp (x) =cog+cr(x—x1)+c(x—x1)(x—xp) =cop+c1 (x—-1) +
cp (x-1) (x-2) =y till 10 vardesiffror med valfri effektiv algoritm,
(anvand ej Matlabs inbyggda funktioner eller operatorer for berdakn-
ing av rotter).

O

Losning: Losning 3b-1-4
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Vi anvdnder Newton’s metod med funktionen f(x) = x"3 - 3. Tredje
roten ur tre dr darmed nollstélle till denna funktion. Genom New-
tons metod och med en tolerans 10°-14 far vi béttre dn den 6nskade
noggrannheten.

Foljande dr matlab koden:

| Wiki3blem x| + |

1- format long; clear;
2= f=@(x) x*3 = 3;
3 - fp = @lx) 3 % x°2;
| % Vill hitta x s& att fix) = @, dvs x = 3~(1/3)
5
b - x = 1.3;
7 - h = inf;
8- TOL = 18~=14;
9
18 - while {abs{h) = TOL)
11 - h = flx) / fplx);
12 - X = x = h;
13 - end
14 - X
X =
1.442249570307408

Uppgift 3b-1-5

Fortsattning /svérare variant av 3b-1-1: Det finns snabbare metoder

an Newton’s metod for att bestimma l9sningen till p, (x1) . Jamfor
antalet iterationer som kravs for Newton’s metod vs Halley’s metod
beskriven t.ex. hdar http://blogs.mathworks.com/cleve/2013/09/02/the-
lambert-w-function/

Losning: Losning 3b-1-5

Losning av ekvationen py (x3) &r ekvivalent med att soka nollstillena
till py (x3) . Derivering ger p2 (x1) = pa(1) = co =1 och py (x2) =
p2(2) = co+c¢1(2-1) =2 . Nedanstdende Matlab script berdknar noll-
stillena och antalet iterationer med Newtons resp. Halleys metod,
med startgissning py (x3) = p2(3) =cop+¢c1 (3-1)+c2(3-1)(3-2) =1
och varierande tolerans.
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1- clc, clear, format long

2

3- = @(x) x*exp(x)-4; fp = @(x) (x+1)*exp(x); fpp = @(x) (x+2)*exp(x);
4

5- tols = [1e-2 1e-4 1e-6 1le-8 le-10 l1le-12 1e-14 1le-16]"';
6 - newtonIts = zeros{length(tols), 1); HalleyIts= zeros{lengthitols), 1);
g - for i=1: length(tols)

9 %Newton's ethod

18 - ¥*n = 1.3; h=1inf; n = B8;

11 - while abs(h) = tolsii)

12 - h = f(xn)/fp(xn);

1B = XN = xn-h;

14 - n = n+l;

15 - end

16 - newtonIts(i) = n;

1é %Halley's method

19 - wn =1.3; h=1inf; n = 0;

28 - while abs(h) = tols(i)

21 - h = flwn)/(fplwn)- (f(wn)*Fpplun))/(2*fp(wn)));
22 — wWn = wn-h;

2= n = n+l;

24 - end

25 — HalleyIts(i) = n;

26 - | end

28 - T = table(tols, newtonIts, HalleyIts)

o
=]

Resultatet vid korning ar
COMMAND WINDOW

T

8x3 table

tol

s newtonlts HalleyIts

0.
0.08
le-
le-
le-
le-
le-
le-

B1
61
b6
B3
18
12
14
16

Lnwn wnown o B bl B
[N S SRR W WE [ E BN (1

O
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Uppgift 3b-1-6

Berdkna ¢y med newtons metod, utan att anvdnda ndgon inbyggd
roten-ur funktion.

O

Losning: Losning 3b-1-6

Uppgift 3b-1-7

Los ekvationen ¢; med Newtons metod. Har metoden kvadratisk
konvergens i detta fall?

©)

Losning: Losning 3b-1-7
For att 16sa ekvationen med Newtons metod skriver vi foljande pro-
gram i matlab:

f = @(x) x°2;
fp = @(X) 2xx;
%Raknar ut roten for x*2
h=inf;
X =0.2;
iter = 0;
TOL=1le-10;sol = [Jwhile (abs(h) > TOL)
h = f(x)/fp(x);
X =X - h;
iter = iter + 1;
sol = [sol, x];
endx
Iterations = iter
%splot(iter, sol), axis([0 31 0 0.1])
plot(sol)

Nér vi kor programmet far vi foljande:

X = 9.3132e-11
Iterations = 31

Frén den plottade figuren, baserad pa alla iterationers 16sningar,
kan vi se att 16sningen konvergerar linjart mot approximationen. Den
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Approximation
-
o
[=2]
T
7/
/

1
0 5 10 15 20

konvergerar sdledes inte kvadratiskt. lterations

Elias kommentar: Den hér 16sningen blir battre om man andrar
figuren till semilogy istéllet for plot. Den &r i regel inte mojligt att
avldsa kvadratisk konvergens plot-figurer.

Andrad! (:

Uppgift 3b-1-8

Forklara varfor generellt newtons metod kraver férre iterationer d4n
sekantmetoden for att komma fram till ett resultat. Finns det ndgra
fordelar med sekantmetoden &ven om detta géller?

O

Losning: Losning 3b-1-8

Uppgift 3b-1-9
Beskriv vad som dr fel i féljande formel for Newtons metod i flera
variabler och beskriv hur den egentligen borde formuleras:

C2

25 30 35
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Losning: Losning 3b-1-9

Man kan inte dividera med en matris! Man kan istédllet multiplicera
med inversen.

Co = 1

Uppgift 3b-1-10

Nér din morsa héller upp en kopp te ar det ca 7y grader varmt. Teet
svalnar enligt formelnc; = 1, dér t dr tiden i minuter. Efter hur linge
ar teet 50 grader? Los uppgiften med Newtons metod eller sekant-
metoden, vilken metod lampar sig bést for denna uppgift och varfor?

O

Losning: Losning 3b-1-10

Uppgift 3b-1-11

Los ekvationssystemet

cp=-1

pa(x)=1+(x-1)-(x-1)(x-2) = -x2+4x -2
med Newton’s metod i flera variabler.

Hint: Startgissning kan man f& genom att 16sa forsumma sinus och
cos-termerna. D4 blir problemet en ett linjart ekvationssystem-

O

Losning: Losning 3b-1-11
Los ekvationssystemet:
f()

£ (x) = tan (x)

Skriver om:
h=0.1
h=0.01

Newtons metod i flera variabler:
f / (x) o ﬂf(x+h);bf(x—h)

f ()
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£ )
§ verensar &
G, ocnwonst gF

S

Forsummar cos- och sin-termerna i det ursprungliga ekvationssys-

temet och far ekvationssystemet:
a
b

Som ger startgissningarna:
f(x) = sin x

MATLAB R2016b - academic use

HOME PLOTS APPS EDITOR

%11:I 3 E [ Find Files <&

New Open Save
- - ~ (= Print * \_{ Find =

FILE MNAVIGATE

Insert [E1 fx -

[iZl compare * ) GoTo » Comment 9 ‘% %

Indent | [F

VIEW

BEL S EReEQ®

D L@ L%[ Run Section &?

Breakpoints Run

- -

EREAKPOINTS

Run and l% Advance Run and
Advance Time

RUN

<= = 5 i@ =/ » home » oskar »

Current ... @ Command Window

Name & New to MATLAB? See resources for Getting Started.

Courses -
== exercise_3b_1 11

Desktop

Docume... SYAR:

Downloa...

Progra... x 1 =
0.579001020207068
1.3741807581723815

Jr ==
Details ~

Workspace @

=

Uppgift 3b-1-12

Fran tenta 2016-05-31:

Ett steg med Newtons metod tillimpad pa ekvationssystemet »? + > = 27 och =%y = 2 med

startvarde r = 3. y = 0 ger ny approximation (r.y) lika med

©)

Losning: Losning 3b-1-12

Editor - jThome/oskar

ourses/SF1547/wiki/fexercise_3b_1_11

| exercise 3b_1 11.m |+ |
1- f=alx I
2 2#x(1) + x(2) + (1/3)*sin(x(1)*x(2)) - 3 ;
3 x(1) + 3*x(2) + (1/3)*cos(x(1)*x(2)) - 5 I;
4
=|= J =@lx) [
5 2+ (x(2)/3)*cos(x(1)*x(2)), 1 + (x(1)/3)%*c
7 1 - (x(2)/3)*sin(x(1)*x(2)), 3 - (x(1)/3)*
g8
E= TOL = le-10;
10 - h = inf;
bl
12 - x_0 = [4/5 ; 7/5];
1Lz
14 - while (abs(h) = TOL)
15 - h = Jlx_a)vf(x_o);
16 - x_1=x0 - h;
17|= X 0 =x_1;
18 - end
19
20 - format long
2 - disp(' ')
22 - displ'SvaR: ')
23- xl
24 |

script
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Ett steg med Newtons metod for ekvationer da x = 1 geratt! =

/[-1,1] xexp (%) - % :

> £=@(x) [(x(1)"3)+(x(2)"2)-27; (x(1)"2)*(x(2))-2];
> J=@(x) [3"Xx(1)"2, 2*X(2); 2*x(1)*x(2), x(1)"2];
>x =[3;0];

> x = x - J(X)\f(x)

O
Uppgift 3b-1-13

O
Losning: Losning 3b-1-13

O
Uppgift 3b-1-14

O
Losning: Losning 3b-1-14

O
Uppgift 3b-1-15

O
Losning: Losning 3b-1-15

O
Uppgift 3b-1-16

O
Losning: Losning 3b-1-16

O
Uppgift 3b-1-17

O
Losning: Losning 3b-1-17

O
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Uppgift 3b-1-18

O
Losning: Losning 3b-1-18

O
Uppgift 3b-1-19

O
Lésning: Losning 3b-1-19

O
Uppgift 3b-1-20

O
Lésning: Losning 3b-1-20

O
Uppgift 3b-1-21

O
Losning: Losning 3b-1-21

O
Uppgift 3b-1-22

O
Losning: Losning 3b-1-22

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 2
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Uppgift 3b-2-1

Beskriv eventuella skillnader och likheter mellan Vandermonde-
matrisen och Newton-ansatsen som metoder for interpolation.

O

Losning: Losning 3b-2-1
Arbetar pa 16sning. . .

Uppgift 3b-2-2

Varfor dr minstakvadratmetoden olamplig for att anpassa datapunk-
ter till funktionen

I

dér h = % konstant for alla i = % ?

O

Losning: Losning 3b-2-2

Eftersom c; &r en inre konstant i tan(c;x) dr blir funktionen inte ett
linjart ekv-system. Man maste darfor skapa en vektor funktion och
hitta nollstéllet till denna funktion, som vi gatt igenom pa forelds-
ningar.

©)

Uppgift 3b-2-3

Bestdm med Newton-ansatsen polynomet p som gér genom fyra
punkter (1,3), (3,3), (4,0) och (5,11). Berdkna ocksa vardet for p(7).
Plotta polynomet i det relevanta intervallet.

O

Losning: Losning 3b-2-3
For att 16sa uppgiften har jag skrivit foljande matlab script

b

[3;3;0;11]; %funktionens y varden
[1,0,0,0;1,2,0,0;1,3,3,0;1,4,8,8]; %Newtonmatrisen

solve = A\ b

p = @(x) 3 - (x-1).%(x-3) + 2*(x-1).*x(x-3).*(x-4);

p(7)
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x=0:0.1:8;
plot(x,p(x))

Solve vektorn innehaller alla d vérden, vilka é&r [3,0,-1,2]
Newton ansatsen sdger att polynomet blir:
h=1

8

Efter vi stoppat in alla védrden i ansatsen far vi: I = | [02] €XP (x?)dx
och da vi rdknar p(y) far vi 123.
Nedan édr en figur pa polynomet i intervallet [0,8]

250

200

150

100

50

-50 1 1 1 1 I 1 1

Uppgift 3b-2-4

Losning: Losning 3b-2-4

Uppgift 3b-2-5
Betrakta foljande program
>> A=randn(5,5); %1

>> b=randn(5,1); %2
>> c=A\b %3
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>> A=A(:,1:4); %4
>> c=A\b; %5

>>

Vad berdknas i steg 3 respektive steg 5?

O

Losning: Losning 3b-2-5
I steg 1 skapas en 5x5-matris A. I steg 2 skapas en vektoril =

/x1=_1 [y_j:/xlz_? xy?e*dydx . Vektorn c (som tillhor 1 = 0.1) i steg 3
berdknar A\b saledes en exakt 16sning av motsvarande ekvationssys-

tem Ac =b.

I steg 4 tar man bort sista kolonnen i A, och A blir saledes en 5x3-
matris. Detta system har fler rader d&n kolumner, och dr saledes
overbestamt (eftersom vektorn ¢ maste tillhora y'(t) = y(t) sin(107tt)
och innehaller farre obekanta dn antalet rader, “ekvationer”, i ma-
trisen A). I steg 5 berdknar sdledes A\b motsvarande minstak-
vadratlsning c for y(0) = 1.

O
Uppgift 3b-2-6

O
Losning: Losning 3b-2-6

O

Uppgift 3b-2-7

Vi har sagt pa foreldsning att x-virdena maste vara skiljda. Antag
att vi interpolerar funktionen f(x)=exp(0.7*x) i punkterna [1,2,2+z].
Plotta interpolationen for olika z-varden nér z &r litet. Vad hénder
nédr z->0? Vilket problem loser vi?

O

Losning: Losning 3b-2-7
Med hjilp av foljande script 16ste jag denna uppgift:

clc; close all;
clear;

%funktionen
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f = @(x) exp(0.7 * x);

%Jag tolkar punkterna som ar givna i uppg. som x-varden
xv = @(z) [1,2,(2+z)]; %x-varden

Xvv = 0:0.01:10; %varden for ’'plot’

z =1;
h=20.1;
while z > 0
b [f(1);f(2);f(2+z)] %y-vardena for detta z
A [1,0,0;1,1,0;1, (2+z-1),(2+z-1)*(2+z-2)] %Newtonmatrisen for detta z

solve = A\ b
p = @(x) solve(l) + solve(2).*(x-1) + solve(3).*x(x-1).*(x-2); %Newton ansatsen for detta z

hold on;
plot(xvv, p(xvv)) %plottar grafen fér nuvarande z

z =2z - h; %minskar z
end

Jag plottade grafer dd z -> o och vi fick foljande figur:

100
90 r
80
70 r
60
50
40 r

30

Da z->0 s& kommer det tredje x-vardet g mot 2. Det leder till att vi
inte langre har x-virden dér alla skiljer sig frdn varandra. Interpola-
tion ar inte langre majligt da z = o.
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Problemet vi 1oser dr ett minstakvadratproblem m.h.a ‘backslash’.

Obs: Jag gjorde mitt basta med att tolka fragan, och hoppas péd att det
blev rétt!

©)

Uppgift 3b-2-8

Alva anpassar modellen fy, t1,... till punkterna yp = 1 genom att
logaritmera bada leden och bestimma konstanterna med foljande
MatLab script:

- X =1[1,3,4,7]1"; vy = [3,4,8,20]";

g [N e T |

- A = [ones(4, 1), x];
- b = log(y);
= A\D;

(om]

J L
|

&
|

(R
|

c = [exp(d(1)), d(2)];

Ar det garanterat att de funna konstantvirdena till modellen min-
imerar felkvadratsumman?

©)

Losning: Losning 3b-2-8

Béda leden logaritmeras

Y1 = Yo +Yyosin (107t-0h) = yo +yosin (0) =yo = 1

Y2 =y1+y1sin(107-1h) = y1 +yysin () = y1 =1

sin (107t -nh) =sin(nm) =0 (neZ)

Yn=1

n>0

Sé det vi 1oser d4r minstakvadratlosningen for det ovanstaende prob-
lemet. Det &r inte sékert att det 4r den bésta minstakvadratlosningen
till y'(t) = y(t) sin(t) + 0.5 i och med att stora fel kan skalas ner nir vi

logaritmerar.

O
Uppgift 3b-2-9

O
Losning: Losning 3b-2-9

O
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Uppgift 3b-2-10

Bestdam ett polynom p som gar genom punkterna (2,1), (6,2), (9,5) och
(11,10).
Plotta polynomet och bestam p(12). Verkar det rimligt?

O

Losning: Losning 3b-2-10
Foljande MatLab script bestaimmer ett saidant polynom p (med new-
tonansatsen), plottar p i intervallet [0, 15] och berdknar p(12).

1- cle, clf, clear, format short;
>- px = [2,6,9,11]"
3-py = [1,2,5,10]%;

- A = ones(4, 1); %Bestammer matrisen for Newton ansatsen
6- for i=2:4
7- A=A, (A(:, 1-1).%(px-px(1-1)))];
g - end
- © = Avpy %0utput: 1.0668, ©.2560, 0.1071, 0.0214

0:0.01:15
1 p = @x) c(l) + (x-px(1)).*(c(2) + (x-px(2)).*(c(3) + (x-px(3)).*c(4))); %S0kta polynomet p, faktorer utbrutna
13 - plot(d, p(d), px, py,'o'); title('Funktionsgraf av p(x)');

15 - | p(12) %Output: 13.7857

y(0)=p
B (vilket inte verkar orimligt)

35 Funktionsgraf av p(x)

30 b

25

20

Uppgift 3b-2-11
Vad ar Runges fenomen och hur kan man motarbeta det?

O

Losning: Losning 3b-2-11

Interpolations-polynom har en tendens att svdanga kraftfullt i &ndarna
av interpolations-intervallet (mycket mer dn datan vi interpolerar
mot). Detta kallas for Runges fenomen.
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Bilden nedan (fran s. 156 i Sauer) illustrerar fenomenet.

Man kan motarbeta detta till exempel genom att férandra hur inter-
polationspunkterna &r fordelade 6ver intervallet. Jamnt fordelade
punkter ger ofta storre Runges fenomen.

O

Om det blir fullt ldgger vi till fler.

Block 3

Uppgift 3b-3-1
Ar centraldifferensen alltid att foredra framfor framéat- eller bakatdif-

ferensen som metod for att approximera derivata?
Ledtrad: Block 4

O

Losning: Losning 3b-3-1

For att numeriskt approximera derivata dr centraldifferens att foredra
da det har en hogre noggrannhetsordning. Om man daremot vill 16sa
begynnelsevardesproblem anvands framat-/bakatdifferens (Euler
framat/bakat).

©)
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Uppgift 3b-3-2

Varfor ar trapetsregeln att foredra framfor en Riemannsumma vid
numerisk integration? Felet ndrmar ju sig noll nar y(0.5) ~ 0.5 i bada
fallen.

O

Losning: Losning 3b-3-2

Trapetsregeln har noggranhetsording 2, medans en riemannsumma
endast har noggranhetsording 1.

I exakt aritmetik &r detta inte sa relevant eftersom y(1) ~ 1 ibdda
fallen. I flyttalsaritmetik ddremot kan Aw = ¢(pB) endast approx-
imeras med sma h, och trapetsregeln ger da en hogre noggranhet.

O

Uppgift 3b-5-3
Haérled Simpsons regel (utan felterm) genom att anvinda Richardson-
extrapolation péd Trapetsregeln.

O

Losning: Losning 3b-3-3
Arbetar pa 16sning. . .

Uppgift 3b-3-4

Hérled noggrannhetsordningen for approximationen

yo| [u(to)
w7 y(fl)
Yn y(tn)
med hjilp av Taylorutveckling. (Tips: Sauer avsnitt 5.1)

O

Losning: Losning 3b-3-4
Om vi Taylorutvecklar A och ¢(p) fér vi
w=ATle(p) (1)

0.5
Y] e
n
For nagot w och nagot y ' (x) .

Om vi subtraherar (1) och (2) far vi
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C1
C2

Déaserviatt y' = f(y) =sin(t-y)
Det vill sédga centraldifferensen har noggrannhetsordning 2.

Uppgift 3b-3-5
1-  clc: close all;
2-  clear; 10'
3
4- £ = @(x) exp(2*x);
5= £ prim = B(x) 2%exp(2%x);
€ ) 100
7 x=0;
8- £ fel = [I;
9 - h = 1e-20:0.001:1; —_
0- [fori=h £
11 - £ prim approx = ((£(x+i)-£(x)) / i); g 10"
12 - felet = abs(f_prim(z) - f prim approx); k]
)] f_fel = [f_fel, felet];
14 — end
5 10—2
16~  loglog(h, f_fel, 'r')
17
18
107
1020 107% 1070 10® 10°

Vi kan approximera derivatan for en funktion yy = 0.25 i en punkt (¢, y (¢))
med hjilp av ensidig differens, t < [0, 1] . Forklara varfor absolutfelet
beter sig som det gor for sma h.

O

Losning: Losning 3b-3-5

Forst gar felet ner da h minskas pa grund av ett minskat diskretis-
eringsfel. Déarefter gér det upp pa grund av da att f(x+h) och f(h)
blir véldigt lika varandra da h minskar och dérfor uppstar storre och
storre kancellation, som sedan aimplifieras vid divisionen da h &r

litet.

O
Uppgift 3b-3-6

O
Losning: Losning 3b-3-6

O

Uppgift 30-3-7

Gor Richardson-extrapolation pa véanster Riemannsumma. Vilken
noggrannhetsordning borde metoden man far ha? Har metoden
nagot namn?

SF 1547 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
205


https://kth.instructure.com/groups/6424/pages/lsg-3b-3-5
https://kth.instructure.com/groups/6424/pages/lsg-3b-3-6

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

O
Losning: Losning 3b-3-7

©)

Uppgift 3b-3-8

Vi vill berdkna en integral

h=[0.1, 0.01, 0.001].

och vill fa ett fel som ar ungefar y”'(t) = y(t)® + 3 . Att berdkna f(x)
for ett givet x-virde tar y sekunder. Vilken metod ar bast Simpsons
regel eller trapetsregeln nir man véljer ett h som leder till exakt det

?

gi)el‘taet forenklande antagandet genom att ersitta y(0) = 10 med
y'(0)=0

O
Losning: Losning 3b-3-8

O
Uppgift 3b-3-9

O
Losning: Losning 3b-3-9

O
Uppgift 3b-3-10

O
Losning: Losning 3b-3-10

O

Uppgift 3b-3-11

For vilka varden av y”(t) = y(t)% + t° blir felet i Simpsons regel storst
nédr vi berdknar integralen

y(0) =10

Varfor?

Tips till forklaring: Vad ar definitionen av simpsons regel?

©)

Losning: Losning 3b-3-11

©)
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Uppgift 3b-3-12

Losning: Losning 3b-3-12

Uppgift 3b-3-13
Anvind richardson-extrapolation pa Simpsons regel och bestam

vilken noggrannhetsordning vi far nér vi anvénder den for att
berdkna integralen

y(1)=0

Gor en tabell (med steglingdshalvering) eller en figur ddr man kan
avldsa en (uppskattad) noggrannhetsordning.

O
Losning: Losning 3b-3-13

O
Uppgift 3b-3-14

O
Losning: Losning 3b-3-14

O

Fler uppgifter liaggs till senare
Block 4

Uppgift 3b-4-1

Genomfor Euler’s metod for begynnelsevardesproblemet

yi(t) =1 (Hya(t)

Yo(t) =10+y1(t) +ya(t) — ¢

med startviarden

y1(10) =4 och y»(10) =4

Plotta y_1(t) och y_2(t) inom intervallet [10,20] med tillrdckligt liten
stegldngd sa att ni inte ser skillnad nér ni halverar stegléngden.

©)
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Losning: Losning 3b-4-1
Nedan foljer det script jag skrev for att 16sa uppgiften.

clc; close all;
clear;

%Euler framdt
y=[4;4]; %startvardena

b=20;
a=10;
N=600;
h=(b-a)/N;

t=10;

yvl=[4]; %y-varden for yl
yv2=[4]; %vy-varden for y2
tv=[10]; %x-varden

for i=1:N
y =y + (h * y_funktioner(t,y));

t=t+h; %nasta steg
yvl=[yvl;y(1)]; S%sparar for yl(t)
yv2=[yv2;y(2)]; %sparar for y2(t)
tv=[tv;t];

end

semilogy(tv,yvl, 'k’");
hold on;
semilogy(tv,yv2,'r’);

y_funktioner:

function [ f ] = y_funktioner( t,y )
% Funktionsfil motsvarande BVP: y’'(t)=f(t,y(t))

yl= y(1)*y(2);

y2= 10+y(1)+y(2)-t;
f=[yl;y2];
end

Vilket resulterade i foljande figur:
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1 OZSD

1 OZDD L

10‘\50 L

10100 L

1050 L

10 0.1 102 103 104 105 106 10.7 10.8 10.9
t

10°

dér den svarta kurvan dr y1 och den roda &r y2.

O

Uppgift 3b-4-2

For att approximera en differentialekvation kan man anvinda sig av
Eulers-metod.

Vilka typer av Eulers-metod finns det? Beskriv skillnaden och vilken
noggrannhetsordning de har. Finns det ndgon béttre metod for att
approximera differentialekvationer?

©)

Losning: Losning 3b-4-2

Uppgift 3b-4-3
Vi ska losa begynnelseviardesproblemet
q1(t) = q1(£)q2(t)

G2(t) =1+ q1(t)ga(t) +1t
med startviarden

71(0) =3
41(0) =0
72(0) =3
42(0) =1

a) Skriv om pé standardform
b) Implementera Euler framét for att berdkna g1 (10) .
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O

Losning: Losning 3b-4-3
a) Omskrivning pé standardform sker genom att inféra nya variabler:
un(t) = 1 (t)
ua(t) = 1 (¢)
u3(t) = 4a(t)
ug(t) = ga(t).
sd att vektorn som innehaller u-virden uppfyller
u'(t) =£(t,u(t)).
Vi far ut en formel for f sdhér:
ur ()] [ar(8)
A CACI NG
uz ()| [42()
ug(H)1 L (t)
Vi sdtter nu in formler §; och §p i problemformuleringen och fran
definitionen av uy,...,uy , och fortsitter.

qg1(t) u(t) up(t)
qi(t) | q1(£)g2(t) _ up(t)us(t) _
207w 7] w7

)] [T+q1(B)ga(t) +t] L1 +ug(Hug(t) +t

b) :: Matlab code ::

u=1[3,0,3 1]; % uatt=o0// initial condition
h = 1e-3; % h step size

t=o0;

t_final = 10;

for k = 1:length(t:h:t_final)

u =u + h*f_ode(u, t);

t=t+h;

end

function u = f_ode(u,t)

u(1) = u(2);

u(2) = u(1)*u(3);

u(3) = u(4);

u(4) =1+u(1)*u4) +t
end

This results in:
q:(10) = 3.0000
q'1(10) =0

q2(10) = 229.6727
q’2(10) = 61.0060
71(0) =3
41(0)=0
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q2(0) =3
42(0) =1

O
Uppgift 3b-4-4

O
Losning: Losning 3b-4-4

O

Uppgift 3b-4-5
Vi kor Runge-Kuttas metod med h=o.1 for ett begynnelsevardes

problem och fér felet 107 . Hur stort blir felet ungefar om vi kor det
med h=0.01? Specificera férenklande antaganden.

O
Losning: Losning 3b-4-5

O
Uppgift 3b-4-6

O
Losning: Losning 3b-4-6

O
Uppgift 3b-4-7

O
Losning: Losning 3b-4-7

O
Uppgift 3b-4-8

O
Losning: Losning 3b-4-8

O
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Uppgift 3b-4-9

Vi vill 16sa randvardesproblemet y” (x)=f(x,y) med y(0)=0 och y(1)=1.4.
Vi vill anvédnda oss av inskjutningsmetoden (shooting method) kom-
binerat med sekantmetoden.

For att programmera detta behover vi en metod som

|| beriiknar y(0) givet y(1)

|| beriiknar y(0) givet y/(1)
|| beriiknar 4'(0) givet y(1)
|| beriiknar y'(0) givet /(1)
: ‘ beraknar y(1) givet y(0)

_—‘ beraknar y(1) givet y'(0)
] beraknar y'(1) givet y(0)
] beraknar y'(1) givet /(0)

(Frén tenta 2016-08-22 del1)

O
Losning: Losning 3b-4-9

O
Uppgift 3b-4-10

O
Losning: Losning 3b-4-10

O

Uppgift 3b-4-11

Vi vill 16sa differentialekvationen

¥ (1) = ey (1) + cos(t)

y(0) =1

for t < 10 . Hur litet méaste vi vélja h for att metoden X ska vara
absolutstabil for detta problem och tidsintervall?

a) X=framat Euler
b) Y=bakat Euler

Losning: Losning 3b-4-11
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Uppgift 3b-4-12

O
Losning: Losning 3b-4-12

O
Uppgift 3b-4-13

O
Losning: Losning 3b-4-13

O
Uppgift 3b-4-14

®
Losning: Losning 3b-4-14

O

Uppgifter laggs till senare
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SF1547 wiki-work 4a

kursen.

Block o

Uppgift 4a-0-1
Consider the following MATLAB code snippet:
u = 13/27;
%BU = 0.4814814814281481
Vo= Z27%U-13;
disp(v)

If you run the code shown above, v will be computed as exactly o.
However, if you run the code shown below, v is not computed as
exactly o and instead has some round-off error.

U = 29/1300;
%L = 0.0223076923076592
") 1300%0 - 29;

disp(v]

BV = -3.55271

5/785800501e- 15

L

Why do we have round-off errors in the second case but not in the
first?

©)

Losning: Losning 4a-0-1
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O

Uppgift 4a-0-2

Téank dig foljande situation. Noggrannheten i en viss datorsimula-
tion bestdms av en parameter h (reellt tal positivt). Mindre h betyder
noggrannare simulering, men det betyder dven att det tar lingre tid
att kora programmet. Vi kallar utdata fran programmet f6r F(h) och
den exakta losningen kallar vi f6r F(0). Vi kor programmet f6r h=o.1
och h=0.05 och far F(o.1)=1.103 och F(0.05)=1.101. Antag att F 4r en
kontinuerlig och (odndligt) deriverbar funktion. Gor en uppskattning
av felet, med hjilp av taylorutveckling.

O

Losning: Losning 4a-0-2

Uppgift 4a-0-3

Pa min tjejs fodelsedag tinkte jag ge henne en katt i present. Men for
att gora fodelsedagen extra speciell sa har jag byggt en presentask i
trd dér katten ska ligga i.

Innermatten pa asken dr foljande: 3,0 dm bred, 3,0 dm ldng och 3,0
dm djup. Alla matt har méts upp med ett fel 0.05 dm.

Nu &r det sd att katten &r valdigt formbar och kan anta vilken form
som helst, men den maste som minimum ha en volym pa 26,0 dm3.

Fragan blir saledes:
a. Bestdm volymen pa asken med felgréanser.
b. Far katten med sdkerhet plats i asken?

©)
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Losning: Losning 4a-0-3

a)
Lat maxfelet vara ¥ . Far da i
Sa volymen blir 27 dm?® med felgrdns x dm?.

b)
Den minsta majliga volymen blir y dm?, alltsd mindre &n kattens
volym. Sa katten far ej plats med sédkerhet.

O

Uppgift 4a-0-4

Antag att Ey och Ey &r approximationer av Z = ¥ + 7 och z = x + y med
relativfelsgranser Z =X+ ochz=x+y . Ge en

a) absolutfelgréns for E, = Ex + Ey som approximation av E; = Ey.y =
Ex+Ey

b) approximativ relativfelgrans for Eyx =| X — x | som approximation av

x
O
Losning: Losning 4a-0-4
a)x
b) O (n®)
O

Uppgift 4a-0-5

Pa den hir sidan ar det ndgon som vill ha hjdlp med kancellation

http:/ /math.stackexchange.com/questions/ 1920525/ why-is-catastrophic-
cancellation-called-so

Det sista inldgget innehaller ett exempel som visar att man kan min-

ska effekten av avrundningsfel i standardformeln for rotterna av

O(nz) .

Varfor har forfattaren valt koefficienten framfor p (n) = %n3 + %nz - gn
pa detta sitt?
O
Losning: Losning 4a-0-5
X* -1000.001X +1 = O
Har rotterna:
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X=nxn

Pa grund av att talen som subtraheras &dr sd ndra varandra uppstar
kancellation och stora avrundningsfel (om man bara har 5 varde-
siffror, som i exemplet), vilket ar vad forfattaren ville demonstrera. Sa
koefficienten valdes for att fa kancellation att uppstd i detta steg.

Uppgift 4a-0-6

Vad &r maskinnogrannheten for ett flyttal med mantissaldngd, z =
y-x=1037?

Losning: Losning 4a-0-6
Ett flyttal med mantissalaingd m =64 ger en maskinnoggranhet pa
1<xt, yt<2

Uppgift 4a-0-7

Detta &dr en utvidgning av ett program vi skrev under foreldsning 2.
Forklara vad som hander? Vilka av relfelX blir stora och vilka blir
sma eller noll?
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[SVINRVT Lo MO o 35 MA 22 S0 0 A

, Find Files - i v .
{II:I E E? L> k_")> L@ Ié| Run Section
| Compare v
lew Open Save = g EDIT MAVIGATE ' Breakpoints  Run  Runand Runand |=l Advance
- = = = Print ~ ) - - - Time Advance
FILE BREAKPOINTS RUN

1 |
3- x=le-8;

5- yl=(1-cos(2*x))/tan(x)

6- y2=(1-cos(2*x))/tan(x)

7 -  y3=2*sin(x)*cos(x)

8-  vy4=sin(2*x);

9- relfell=abs(yl-y3)/abs(yl)
0- relfel2=abs(yl-y4)/abs(yl)
1- relfel3=abs(yl-y2)/abs(yl)
2

script Ln 12 Col 1

O

Losning: Losning 4a-0-7

y1,y2, y3 och y4 ar alla samma funktion fast skrivna pé olika sétt.
Ey = Eyt = %Emach
Ezt=Ex + Eyt = Each

Anledningen till att relativfelen blir olika &ven om det d&r samma
funktion beror pa kancellation. Kancellation uppstar da subtraktion
sker mellan tva tal som &r néstan lika.

I ovanstdende program uppstar problemet i tdljaren pa funktionerna
y1 och y2.

Rzt = %ﬁ = g""fﬂ‘ = 1000E ;4cn

Detta da ett litet varde pa x leder till att cos(2x) &dr ndstan 1. For att

undvika kancellation sa gar det vanligtvis att gora en omskrivning
av funktionen, vilket y3 och y4 dr. Da varken y3 eller y4 har problem
med kancellation sd spelar det ingen roll vilken av dessa funktioner
man anvander.

Relfel1 blir forhdllandevis stort pa grund av kancellation i y1. Det
samma géller relfel2. Relfel3 blir o d4 det &r samma funktioner
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skrivna pa samma sitt vilket betyder att de alltid kommer ge exakt
samma vérde pa y.

Utdata fran programmet:
y1 = 2.2204€-08
y2 = 2.2204e-08
y3 = 2.0000e-08
Y4 = 2.0000e-08

relfel1 = 0.0993
relfel2 = 0.0993
relfel3 = o

Uppgift 4a-0-8
Consider the following code snippet:
%Test Gaussian ElLimination
timel = zeros(looo,1);
timeZ2 = zeros(looo,1);
M= 1:1000;
for n=N
& = randnin);
tril(a);
randnin,1);

L =
b =
t1ic
X = A\b;
timel{n) = toc;
tic
¥ = L\b;
time2(n) = toc;
end

Which of the following statements are true and why?

1) time1(i) and time2(i) will be approximately the same for the same
i

2) time1(i) > time2(i) when i becomes sufficiently large.

3) time1(i) < time2(i) when i becomes sufficiently large.

4) In theory, the entries of time1 and timez will both increase at the
same rate.
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5) In theory, the entries of time1 grow faster than that of timez2
6) In theory, the entries of time1 grow slower than that of time2

O

Losning: Losning 4a-0-8

O

Uppgift 4a-0-9
Varfor ar det ofta viktigt att titta pa relativfelet och inte bara absolut-
felet? Ge ett exempel som demonstrerar detta.

O

Losning: Losning 4a-0-9

Ibland kan absolutfelets belopp vara litet, men det relativa felets
belopp vara stort, ddrfor kan det vara bra att titta pa relativfelet
ocksa.

Exempel: Du vill att en pil ska landa 5 mm fran mitten pé en piltavla.
Din pil landar 8 mm bort.

Absolutfelet ges av: x> ~3x +2 =0 m

Relativa felet ges av: xg ~ 1.050ch x1 ~ 2.09

O

Uppgift 4a-0-10
Hur skriver man talet 63.93 som ett flyttal?

©)

Losning: Losning 4a-0-10
Med precision 10: 1*25+1*24+1*23+1%22 +1%2 +1% 2%+ 127 +1¥2 2+ 1¥2 34 1%274

©)

Uppgift 4a-0-11
Forklara begreppet kancellation.

O

Losning: Losning 4a-0-11

Kancellation &r felet som uppstar nér tva ungefar lika tal (som har
fel) subtraheras med varandra. Detta dr pa grund av att felen adderas
vid subtraktion och att ndrmevirdet blir litet, blir relativfelet stort.

©)

SF1547 - 2017 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
221


https://kth.instructure.com/groups/6425/pages/lsg-4a-0-8
https://kth.instructure.com/groups/6425/pages/lsg-4a-0-9
https://kth.instructure.com/groups/6425/pages/lsg-4a-0-10
https://kth.instructure.com/groups/6425/pages/lsg-4a-0-11

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Uppgift 4a-0-12

Latx* -3x-4=0 <«

X0 = 1

xj =2 , tillimpa tva steg av Newtons-Raphsons metod med startgiss-
ning |Eg| = |xg — Xp| = |1 - 1.05| = 0.05 och berdkna felet.

©)

Losning: Losning 4a-0-12

f(x) =x"3+x-2

f'(x) =3x2+1

X0 =0

X1 = x0 - f(x0)/f’(x0) = 2

x2 =x1 - f(x1)/f'(x1) =2 -8/13 =26/13 - 8/13 = 18/13

O

Uppgift 4a-0-13

Du har subtraherar tvé flyttal x och y med samma matissalangd.
Kommer talet z = x - y ha samma matissanldngd som x och y?

©)

Losning: Losning 4a-0-13

Den kommer kunna fa en mindre mantissaldngd men inte en storre.
Resonemang;:

Téank att

a=1%2"1+3*2" + 1 *2"-1 med mantissaldngd 3

b =1%2"1 + 5*2% - 1 * 2"™-1 med mantissalangd 3

z = a - b far mantissalangd 2.

O

Uppgift 4a-0-14

Beskriv foljande egenskaper av ett flyttal:
sign, exponent, mantissa

O

Losning: Losning 4a-0-14

Ett flyttal |[Eq| = |xq — ¥1] = |2-2.09] = 0.09 bestar av tre delar: teck-
net (sign) som avgor om talet dr positivt eller negativt, mantissan
innehaller information om de signifikanta siffrorna och exponenten.
Hur manga bitar som anvands for att representera mentissan och
exponenten bestims av flyttalets precision.

©)
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Uppgift 4a-0-15

Hur ménga operationer maste datorn utféra om man vill 16sa ett
linjart ekvationssystem med 25 ekvationer och 25 obekanta med hjalp
av gausseliminering?

O
Losning: Losning 4a-0-15

O
Uppgift 4a-0-16

O
Losning: Losning 4a-0-16

O
Uppgift 4a-0-17

O
Losning: Losning 4a-0-17

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 1

Uppgift 4a-1-1
Vilka for- respektive nackdelar har Newton-Raphsons metod jamfort
med sekantmetoden? Nar fungerar den ena béttre &n den andra?

©)

Losning: Losning 4a-1-1

Newton-Raphsons konvergerar snabbare mot det ratta svaret dn vad
sekantmetoden gor. Newton-Raphsons har kvadratisk konvergens
medan sekantmetoden har linjdr. For berdkningsintensiva problem &r
Newton-Raphsons dérfor béttre. Den krédver dven bara en startgiss-
ning istéllet for tva som sekantmetoden har.

Diaremot kravs derivatan for att genomfoéra Netwon-Raphsons metod,
sd om man inte har nagot enkelt satt att f4 derivatan ar sekantmeto-
den att foredra.

©)
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Uppgift 4a-1-2

Approximera |rg| = |
B = 2599 -

X0 - 2 -
kravs for 5 korrekta decimaler?

xo—%o

m | = \#| = 0.05 genom att 16sa |rg| =

0.045 med Newtons metod. Hur manga iterationer

(OBS. Implementera lampligt stoppvillkor)
O

Losning: Losning 4a-1-2

Approximationen med 5 korrekta decimaler blir 3,31662. Detta fas
ndr man satter TOL = 10™-2. Eftersom att x formaterades till en long
skrevs det ut fler decimaler dn 5 och med en TOL pa 10™-2 fick x
faktiskt 9 korrekta decimaler men nir TOL sattes till 10™-1 blev endast
3 decimaler ritt. Det kravdes 3 iterationer for att f& minst 5 decimaler
ratt.

O

Uppgift 4a-1-3
Vilken av figurerna motsvarar kvadratisk konvergens, dvs det man

100

gar

60 r

A0t

20

forvintar sig i newtons metod? Vad &r x-axeln och y-axeln?

O

Losning: Losning 4a-1-3

Den tredje figuren motsvarar kvadratisk konvergens. x-axeln &r in-
dexen for iterationen och y-axeln dr storleken pa felet i den iteratio-
nen.

O
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Uppgift 4a-1-4
Lat x

Anvand valfri numerisk metod (t.ex. newton eller sekant) for att hitta
summan av funktionens alla fem reella rotter. Tips: plotta funktion
for 1024 < x <2048 for att se ungefdr var rotterna ligger.

©)

Losning: Losning 4a-1-4

©)

Uppgift 4a-1-5
Hérled sekantmetoden (fran en figur eller annan approximation).

©)

Losning: Losning 4a-1-5
1.4

12} ™
1F hY
0.8 \
o ' ;!_,..,..
0.4+ Y

02} /

0

0.2t N

0.4 . . . . ,
0 1 2 3 4 5

Sekantmetoden dr lik Newtons metod men anvédnder differenskvoten
istéllet for derivatan.

Forst bestams tva gissningar som ska vara pa vardera sida om roten,
dessa dr x, och x; och dr markerade i figuren. Dérefter dras en rét
linje mellan X, och x;s funktionsvarden. Dar denna réta linje korsar
x-axeln bestimmer vi ska vara x,. Samma procedur upprepas fast en
rat linje dras mellan x; och x, for att fa fram approximationen x.
Rent matematiskt ser det ut som foljande:

4. 10—310

f(x) =sin(cos(x)) +0.5
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Uppgift 4a-1-6

Man kan fa en metod som liknar Newton’s metod men inte kréver
derivata genom att ersitta derivatan med

cos(37/4) » -0.6

for ett litet vdrde av s. (Mer om derivataapproximationer far ni ldr ni
er i Block 3.)

Tillampa denna approximativa Newton-metod péd problemet i 2a-1-1,
dvs f’(x) = cos (cos (x)) - —sin (x) med Ax?,Ax>, ..., och jamfor med
vanliga Newton’s metod, for Ax3,Ax*,... . Hur manga iterationer
krévs? Vad hinder om man viljer y = 0.5x% - x for litet?

Losning: Losning 4a-1-6

Uppgift 4a-1-7

Antag att (likt exempel i foreldsning) det tar en timme att berdkna
y = 7x + 3 pd en snabb dator. Antag dven att [-5,5] kan berdknas pa
en timme. Om vi borjar med iterationen med ett fel 0.1, hur manga
iterationer forvéntar vi oss att sekantmetoden respektive Newtons
metod behover for att na fel 4 ? Vilken ar snabbast?

O

Losning: Losning 4a-1-7

Newtons metod har kvadratisk konvergens vilket innebér att felet
kvadreras i varje iteration (ungefér). Felet borjar som x> — 2x och ska
bli /11 . Lat x vara antalet iterationer

((10-1)2)x = 10710

102X = 1010
V11
Ykl = xg

Sé det ar forvantat att det kréavs 8 iterationer. I varje iteration berdk-
nas funktionsvirdet och derivatan, vilket tar sammanlagt tva timmar.
Alltsa tar hela berdkningen ca 8*2=16 timmar.

Sekantmetoden har en konvergensordning pa ca 1.62. Vi later ateri-
gen x beteckna antalet iterationer
((10—1)1.62)x = 10716

10—1.62x — 10—16
_ 11+xk
xk+l - X2+ 1
k
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Alltsa behovs det 10 iterationer. For 10 iterationer anvédnds 11 funk-
tionsvdrden och inga derivator, sa berdkningen tar 11 timmar.

I detta fall ar alltsa sekantmetoden snabbare, trots att den kraver fler
iterationer.

©)

Uppgift 4a-1-8

Consider the following non-linear system:

i1 = g1(01) = Ipe"1/°1

If we use the initial guess xo = 0.1, how many iterations does it take
to converge to o(using a error tolerance = 10°-8)? Is this convergence
quadratic? Motivate why/why not?

O
Losning: Losning 4a-1-8

O
Uppgift 4a-1-9
Lat f(x), R* -> R? ges av
f1(x1, X2) = X% + X2
f2(X1, X2) = 4%,
Hitta jacobianen till £(x)

O

Losning: Losning 4a-1-9
f1(x1, X2) = X, + €%
f2(xq, X2) = 4%,

Forst far vi den vektorvirda funktionen:
) = (* + €™ 4x2)
Sedan satter vi in de partiella derivatorna av x, och X, i jacobianen.

](X) = (2X1 4 eX2 ;0, 4)

Uppgift 4a-1-10

Vilka &r de partiella derivatorna till f(x,y) = sin(x*y)+x*+x*y
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O

Losning: Losning 4a-1-10

Uppgift 4a-1-11
Los ekvationssystemet
iz = §2(vz) = Ipe™/VT

g1(v1) + (v1 = E)/R+ (v1 -02)/R =0
med Newton’s metod i flera variabler.

Hint: Startgissning kan man fa genom att 10sa forsumma vissa ter-
mer. D4 blir problemet en ett linjdrt ekvationssystem-

O

Losning: Losning 4a-1-11

Givna ekvationer:

§2(v2) + (v2-v1)/R =0

3 =322 -1

Partiella derivator ges av:

le-10

x=-05

X % -0.5321

x=05

Jag anvinder dessa partiella derivator for att bilda jacobianen. Nu
saknas bara startgissningen for att 16sa uppgiften.

Jag forsummar ickelinjdra termer i de givna ekvationerna och far en
startgissning enligt:

X ~ 0.6527

x=28

Genom implementation av Newtons metod i flera variabler i matlab,
och en startgissning enligt ovan far jag nollstéllet:x » 2.8794

x—4sin (2x) =3

x*-7=0

X0=2, x1=3

Nedan ges implementationen i matlab:

newton.png
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Uppgift 4a-1-12

Los foljande olinjara ekvationssystem

40

a0k —=—y=Tr+3

-A40 i
-5 0 5

X

med Newton’s metod. Anvand [0.1,0.1,-0.1] som startgissning. Illustr-

era den kvadratiska konvergensen med en figur.

(Inspirerad av www.lakeheadu.ca)

O

Losning: Losning 4a-1-12

Uppgift 4a-1-13

I Newtons metod i flera variabler behdver man bland annat bilda en
Jacobi-matris.

Formulera Jacobi-matrisen for f6ljande system:

f(x)= eSin(x) _9pcos(x) 4y 4 4

f(x)
10—10

Losning: Losning 4a-1-13

f(xn)

Vi far matrisen x,.1 = x;, — FCn)
n

©)
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Uppgift 4a-1-14

Beskriv 1 fordel och 1 nackdel med Newton-Rhapson metoden re-
spektive Sekantmetoden.

O

Losning: Losning 4a-1-14

Newton-Raphson har som fordel att den har kvadratisk konvergen-
srodning. Nackdelen med Newton-Raphson metoden &r att hitta
derivata till funktionen somundersoks.

Sekantmetoden har som fordel att man inte behover hitta nagon
derivata. Nackdelen med sekantmetoden ar dess konvergensordning,
som &r 1,62 och trogare 4n Newton-Raphson metoden.

©)

Uppgift 4a-1-15

Anvand tva steg av Sekant-metoden med startvédrde x,,1 = x, —

% f (xn) for att hitta 16sning till ekvationen x;, .
O

Losning: Losning 4a-1-15

Uppgift 4a-1-16
Du har tva ekvationer

X+l

P(x) = cg + c1x +cox? + c3x°

a) Gor om ekvationerna till tva funktioner med tva variabler och se
om det kan hjilpa dig med en startgissning

b) Los ekvationssystemet med hjalp av Newtons metod i flera vari-

abler

©)

Losning: Losning 4a-1-16

co ==>f 1(x,y) = 15x + y - 13
e ==>f 2(x,y)=x+y-5

Gissning:
XxX=1/2
y=4
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Newton-Rhapson:
f = @(x) [15"x(1)+x(2)-13x(1)+x(2)- 5];
J=@X) [15,1; 1, 1];

%NEWTON-RHAPSON
TOL=1e-15;
h=inf;
x=[1/2;3];
while (norm(h)>TOL)
h=J(x)\f(x);
x=x-h;
norm(h);
end
X

==>X = (0.57,4-42)

Uppgift 4a-1-17

Hur bestams startgissning till detta system?

P3(x) =co+ep(x—x1)+ca(x—x1) (x—x2) + 3 (x—x1) (x —x2) (x —x3)

©)

Losning: Losning 4a-1-17
Vi ser att u=v=1 &r en losning till forsta ekvation. En borjan ifran
dessa varden kan vara en bra start.

O

Uppgift 4a-1-18

Beskriv de tre vanligaste problem(runaway, cycle, flat spot) som
uppstar vid bestimningen av startgissning for Newtons metod i
envariabel. Vad borde en tinka pa medan vélja ett startvdrde?

©)

Losning: Losning 4a-1-18
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Uppgift 4a-1-19

I ett experiment ska en kula tréffa en markering 12 meter bort fran
startpunkten. Kulan landar istdllet 14 m bort. Berdkna absolutfel och
relativfel.

O

Losning: Losning 4a-1-19
Absolutfel = 14-12 = 2
Relativfel = (14-12)/12 =2/12=1/6

O

Uppgift 4a-1-20

f(x_1, x_2, X_3) = 2x_1 + cos™2(x_2)
f(x_1,x_2,x_3) =x_1"2 + sin(x_2) + €"x_3
f(x_1,x_2,X 3)=X_1+5eX_3

Sétt upp jacobianen till f(x)

Losning: Losning 4a-1-20
e (; betyder nasta rad)
X1 = 3

Hjalp till typséttningen: Sahédr gor man matriser i latex:
\begin{bmatrix} a & b \\ ¢ & d\end{bmatrix}

O
Uppgift 4a-1-21

O
Losning: Losning 4a-1-21

O
Uppgift 4a-1-22

O
Losning: Losning 4a-1-22

O
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Om det blir fullt ldgger vi till fler.

Block 2

Uppgift 4a-2-1

Polynominterpolera enhetscirkeln i férsta kvadranten (y; =5 ) i punk-
terna [0:0.1:1]. Eftersom det dr 11 punkter borde det resulterande
polynomet vara av grad 10. Svara bade med polynomet utskrivet

och en bild dar bade funktionen och polynomet &r plottade. Valj fritt
mellan att anvianda vandermondematris och newtons ansats.

(Detta var tidigare en fraga om en jacobimatris men eftersom det
horde till block 1 har jag dndrat fragan)

©)

Losning: Losning 4a-2-1
Genom att anvanda Vandermondes metod fér jag foljande resultat:

25 .
f
20+ // i
15 + / .
/
10 + \ ]

\nh T
of S |
//.fff
st /,.f/ -
r"—rf‘f
=
10 = '
-5 0 5

Den blaa linjen &r den givna funktionen, den svarta dr det berdknade
polynomet och de roda prickarna &dr de givna datapunkterna.

Det berdknade polynomet ges av:

Py (x1) =co+c1(x1—x1) + 02 (%1 —x1) (x1-x2) + 3 (x1—x1) (¥ —x2) (%1 —x3) =
cop = 5

dér x ges av:
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-1

Uppgift 4a-2-2

Skriv ner ett polynom av grad 5 som interpolerar dessa punkter 0 .

O
Losning: Losning 4a-2-2
O
Uppgift 4a-2-3
R R
W W—

CHOREEN- Z| v

13 iLzHE 14
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I kodsnippet ovan dr C inte en kvadratisk matris. Detta innebér att C
inte har nagon invers. Varfor ger x=C\D fortfarande ett resultat? Vad
ar egentligen x?

O

Losning: Losning 4a-2-3
Néar man anvander backslash i matlab pd matriser som inte dr kvadratiska
16ser matlab ekvationen i minstakvadratmening. x &r saledes min-

stakvadratlosningen.

O
Uppgift 4a-2-4

@)
Losning: Losning 4a-2-4

@)

Uppgift 4a-2-5

1

2

3

a) Finns det en 16sning till detta ekvationssystem?

b) Med vilken metod kan man komma nédrmast en 16sning for detta
ekvationssystem?

¢) Anvand denna metod for att komma sd néra en 16sning som det
gar

d) Evaluera hur bra din 16sning blev for varje ekvation

O

Losning: Losning 4a-2-5

a) Nej, systemet dr overbestamt.

b) Vi kan soka minstakvadratlosningen till detta system. Lat ekva-
tionssystemet beskrivas som Ax = b. Da soker vi istdllet Iosningen
till normalekvationen ATAx = ATb. I Matlab gors detta automatiskt
genom A\D.

¢) Min implementation i Matlab:

Minstakvadratlosning: x = 1.625, y = 5.875

d) For att se hur stort felet blev i varje ekvation berdknar vi Ax - b.
Detta ger vektorn [2.5, o, -2.5]. Alltsa 1ostes ekvation 2 exakt, medan
de tva andra ekvationerna far ett fel pa 2.5

©)
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Uppgift 4a-2-6
Om jag anvédnder backlashoperatorn i Matlab for att 16sa foljande
ekvation:

y

dér matriserna ges av:
3
Vad ar det backslash-operatorn utfor i det hér fallet?

©)

Losning: Losning 4a-2-6

Ekvationssystemet dr 6verbestdmt (fler ekvationer d4n obekanta). I
detta fall kommer backslash operatorn att kora minstakvadratmeto-
den.

O

Uppgift 4a-2-7

Ni har givet en tabell med métdata:

1 2 3 5 3 P(x)=3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1)(x)(x-1) =
=-05x*+15x*+1 P@3)=1 E T T 25

For att hitta ett interpolationspolynom av grad 100 som gér genom
alla datapunkter, ansétt tva olika polynom,

150
Jamfor konditionstalen for de tva interpolationsmatriserna 200 och
225.
O
Losning: Losning 4a-2-7
©)
Uppgift 4a-2-8
O
Losning: Losning 4a-2-8
O

Uppgift 4a-2-9
In the course we learned that the Newton-ansatz for polynomial
interpolation is better than the Vandermonde-matrix approach. In
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this exercise you should illustrate that we can use the Newton-ansatz
also for least squares curve fitting. (The newton-ansatz still leads to a
least squares problem.)
Compute the coefficients Newton-ansats
p(x)=d_o+d_1 (x-x_0)+d_2(x-x0)(x_1)
for the data-points
XV=0:10
yv=[-3.7381 -1.7839 1.9905 8.3035 15.4714 24.7003 37.8633 51.0912
61.4906 97.1159 110.6736]

Example We consider the system of equations g(x) = 0, where

x? +y* + 27 -3
glr,y,2)=| 22+y?2—2z-1
r+y+z—3

Run your program with x_o=xv(1) and x_1=xv(2) as well as x_o=xv(3)
and x_1=xv(8). Do we see a difference? Theory?

O
Losning: Losning 4a-2-9

O
Uppgift 4a-2-10

O
Losning: Losning 4a-2-10

©)

Uppgift 4a-2-11
Farbror Goran vill ta reda pé hur fort hans kaffe svalnar. Han méter

darfor kaffets temperatur var femte minut och kommer fram till
foljande matvéarden

t (min) T(grader Celcius)

0 100
5 90
10 70
15 40

Finn interpolationspolynomet och ta reda pa kaffets temperatur efter
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7 minuter!

Losning: Losning 4a-2-11

Vi antar att interpolationspolynomet har formen:

P(x) = ap + a;X + a;X> + a3x3 dér ao, a;, a,, a3 ar koefficienter som
losas med villkoren:

P(0) = 100, P(5)=90, P(10)=70, P(15) = 40

Dessa villkor bildar ekvationssystem:
ao = 100

ao + 5a; + 252, + 12533 = 90

ao + 10a; + 100a, + 10002z = 70

ao + 15a; + 15°a, + 15%a3 = 40

Vi loser resten av uppgiften med hjilp av Matlab:
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_3 1 1 1 1 i
=1.5 =1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Svar: 3.05e3 grader

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 3

Uppgift 4a-3-1

Givet funktionen 250 sé vill du approximera derivatan 300 . Visa i
en figur hur felet minskar nir du varierar steglingden 375 . Jamfor
framatdifferens och centraldifferns.

©)

Losning: Losning 4a-3-1
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De lila punkterna visar felet for framéatdifferensen, och de grona felet
for centraldifferensen. Centraldifferensen &r alltid battre dn framéat-
differensen (for dessa h-vdrden) och dess fel ndrmar sig dessutom o
snabbare, vilket visar sig genom att lutningen ar storre.

O

Uppgift 4a-3-2

Nu vill vi approximera derivatan E till funktionen 456 . Visa hur felet
minskar i en figur nédr du varierar stegldngden 1600 , for framatdiffer-
ens och centraldifferens.

Vad hénder och varfor? Ledtrad: Sauer avsnitt 5.1.1.

Extrauppgift: samma fraga for funktionen 2030 .

O

Losning: Losning 4a-3-2

Given funktion:2250

Vilket ger en exakt derivata:2678
Det som skall approximeras ar f'(0)
Centraldifferens ges av: 3425
Framatdifferens ges av:
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Bilden visar att felet blir exakt lika for bdda metoderna. Detta beror
pé att 4150 &r en udda funktion vilket gor att i punkten 4350 blir
centraldifferensen och framatdifferensen samma sak.

Alltsa:
E
T =235°C
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O

Uppgift 4a-3-3
Berdkna E med 5 siffrors noggrannhet.

O

Losning: Losning 4a-3-3

f=068(x) (exp(l)."=x)./(l+sgrt(x)):

a = 0;
b = 3;
h = 0.0001;

tTrappetsregeln

m=a:h:b;

T=h#*sum(f (m(2:end-1))):
T=T+0.5*h*f (a)+0.5*h*f (b) ;

Med 5 siffrors noggrannhet: 7.9715

O

Uppgift 4a-3-4

For att approximera derivator anvands tre sorters finita differenser:
framatdifferens, bakdtdifferens och centraldifferens.

a) Beskriv de tre metoderna (med formel)

b) Ange noggrannhetsordningen for varje metod

¢) En av dem har en bittre noggrannhetsordning &n de tvd andra.
Varfor vill man ibland dnda anvidnda ndgon av de andra metoderna?

O

Losning: Losning 4a-3-4
a)

Framatdifferens:

(f(x) + f(x+h)) / h
Bakatdifferens:

(f(x) - f(x-h)) / h
Centraldifferens:

(f(x-h) + f(x+h)) / 2h
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b)

Framétdifferens har noggranhetsordning 1.

Bakétdifferens har noggranhetsordning 1.

Centraldifferens har noggranhetsordning 2.

<)

Ibland kan uppgiften/funktionen kréva det, t.ex. om man vill de-
rivera i en dandpunkt.

Uppgift 4a-3-5

Vad édr formeln for Richardson extrapolation och vilka &r fordelarna
och nackdelarna med den?

O

Losning: Losning 4a-3-5

E(t)=kt+m

Hér anvands Richardson extrapolation for att férbattra noggrannhet-
sordningen av den numeriska metoden E(235) som har noggrannhet-
sordning k . Med m menas sjdlvklart en stegldngd.

Vi kan alltsd anvidnda Richardson extrapolation med stegliangd E(235)
genom att anvdnda den givna metoden tva ganger, en gang med
steglingd E(235) ~ 3176 och en gang med stegldngd pp (x) = ¢o +
cp(x-xp)+c(x-x1)(x=-x2) =cop+c1(x-1)+c(x-1)(x-2) =y
och sedan sitta in de tva resultaten i formeln for p, (x1) given ovan.

Fordelen med Richardson extrapolation dr att noggrannhetsordnin-
gen blir storre. Nackdelen ar att fler evalueringar av pp (x2) maste
goras.

©)

Uppgift 4a-3-6
Lat py (x3)
Berdkna pp (1) = p2(1) = cop = 1 numeriskt med hjalp trapet-

sregeln samt riemannsumma med stegldngden py (x2) = p2(2) =
co+c1(2-1)=2.
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Om du nu minskar steglangden till py (x3) = p2 (3) =cg+c1 (83-1) +
c2(83-1)(3-2) =1 vad hinder med storleken pa felen for de tva
olika metoderna? Vad sédger teorin om detta?

Kom ihdg att ¢y enkelt kan berdknas analytiskt.

©)

Losning: Losning 4a-3-6

O

Uppgift 4a-3-7

a) Beskriv grundprincipen bakom trapetsregeln.
b) Hérled formeln for den sammansatta trapetsregeln.
c) Beskriv trapetsregelns noggrannhetsordning.

O

Losning: Losning 4a-3-7

©)

Uppgift 4a-3-8
Consider the following code snippet where the function fp_f is the

forward difference approximation for the first derivative of the f(x) =
sin(x).

fp = @lx) cos(x)

fp_f = @lx,h) (sin(x+h)-sin(x))./h
fp_r = @lx,h) (2*fp_fix,h/2)-fp_fix,h))

h = 10.~(-10:-1);

p = 0.5;
loglog(h,abs({fp_f({0.5,h)-cos(0.5])))

hold on;
loglog(h,absi{fp_r{0.5,h]-cos{0.5]])

What is the function fp_r doing? What can we infer from the plot
and why?

O

Losning: Losning 4a-3-8

©)
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Uppgift 4a-3-9

For en funktion c; har man uppmaitt f6ljande varden:

o)) =1 =1 c=-1 pp(x)=1+(x-1)-(x-1)(x-2)=-x*+4x-2  f'(1) f(x)
h=01 §h=001 f'(x)~ DIy g b f(x)
Anvind trapetsmetoden for att approximera x = 1.
Hur manga fler méatvarden behover du for att minska diskretiserings-
felet med faktor I = f_; ;j xexp (x?)-12
O
Losning: Losning 4a-3-9
O
Uppgift 4a-3-10
Berdkna integralen I med bade trapetsregeln och Simpsons metod.
Visa i en loglog-plot hur de olika felen ser ut nér ni 6kar antalet
delintervall.
O
Losning: Losning 4a-3-10
O
Uppgift 4a-3-11
O
Losning: Losning 4a-3-11
O
Uppgift 4a-3-12
test test
O
Losning: Losning 4a-3-12
O
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Uppgift 4a-3-13

O
Losning: Losning 4a-3-13

O
Uppgift 4a-3-14

O
Losning: Losning 4a-3-14

O

Fler uppgifter laggs till senare
Block 4

Uppgift 4a-4-1

a) Vad ar ett begynnelsevardesproblem?

b) Man kan 16sa BVP med bade Euler framat och Runge-Kuttas
metod. Vilken ar (normalt sett) bast och varfor?

b) Vad ar ett randvdrdesproblem?

c) Namn tvd metoder for att 16sa randvardesproblem

O

Losning: Losning 4a-4-1

1. Ett begynnelsevirdeproblem &r en differentialekvation av typen
Dy = fty®)

) y(a) =y_o

2. Runge-Kuttas metod &r ett overldgset béttre alternativ eftersom
den har noggranhetsordning 4 och Euler framat har noggranhetsord-
ning 1. Den finns &ven inbyggd i MATLAB.

3) Ett randviardeproblem &r av typen

D y'(H) = f(ty(®) alt. y“(t) = f(ty(0)y'(1)

D y(@) = y_a

II) y(b) = y_b alt. y'(b) =y_b

4) Inskjutningsmetoden och Matrismetoden
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Uppgift 4a-4-2

RUnge-Kuttas metod anvinds ofta i riktiga simulationer. Varfor &r
den betydligt vanligare d4n Eulers metod? Finns det nagra fordelar
med Eulers metod?

O

Losning: Losning 4a-4-2

Runge-Kuttas metod &dr s mycket battre p.g.a. den mycket hogre
noggrannhetsordningen jamfort med euler framat (h = % jamfort
med h = % ). Den hogre noggrannhetsordningen lar vara anlednin-
gen till att den dr vanligare. Det som skulle kunna ses som béttre for
euler framat ar att endast en evaluering av i = % (differentialek-
vationens hogerled) behovs. Med Runge-Kuttas metod (specifikt

R4) maste den berdknas for 4 olika argument. En iteration (steg) for
Runge-Kutta dr alltsa en tyngre operation &n en iteration med euler

framat.

O

Uppgift 4a-4-3

a) Beskriv skillnaden mellan lokalfel och globalfel.

b) Vilken av lokalfel/globalfel har i regel hogre noggranhetsordning?
c) Beskriv lokalfel /globalfelens noggranhetsordning for Euler framat
respektive Runge-kuttas metod.

O

Losning: Losning 4a-4-3

Uppgift 4a-4-4
LatI = |, [02] €XP (x?)dx vara losningen till foljande differentialekva-
tion.

V1-x2 M
I= foy [, L mm wyPetdydx
h=0.1
y'(t) = y(t) sin(107tt)

Med hjilp av inskjutningsmetoden, bestam y(0) =1 och ¢y, f1,... dar
Yo=1
Y1 =Yo +Yosin (107-0h) = yo +yosin (0) = yo = 1
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Svaret ska dven inkludera vilka parametrar som har anvants vid
berdkningen. Om t.ex. euler framat har anvints borde steglingden
(ie h) angivas eller om sekantmetoden anvédndes borde toleransen (ie
TOL) angivas.

©)

Losning: Losning 4a-4-4

Uppgift 4a-4-5

Why could one prefer Backward Euler method over Forward Euler
method for solving an IVP?

1) There is no particular reason to prefer Backward Euler method
over Forward Euler.

2) Forward Euler can’t give stable solutions to certain IVPs.

3) Backward Euler is computationally faster.

Briefly motivate your answer.

Losning: Losning 4a-4-5

Uppgift 4a-4-6

Vilken om ndgon av foljande figurer motsvarar hur man forvéntar sig
att felet i Euler framat (globalt fel) beter sig? Varfor?

"
100 10

Losning: Losning 4a-4-6
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Uppgift 4a-4-7

Betrakta tva begynnelsevardesproblem

y'()=3y(t)

y(0)=1

och

7' (t)=2z(t)

z(0)=0

Hur stort blir felet for ett steg av Euler’s metod nér vi tillimpar den
pé detta problem? For vilket begynnelsevidrdesproblem blir felet
mindre? Varfor?

O

Losning: Losning 4a-4-7

Uppgift 4a-4-8

For att 16sa en diffekvation y, = y1 +y1 sin (1077 - 1h) = y1 +yy sin () =
y1 = 1 har vi formeln sin (107t - nh) = sin(n7r) =0 (n € Z) Vad har vi
for krav pd konstanterna v, = 1 och nn > 0 for att detta ska vara en
implicit metod?

©)

Losning: Losning 4a-4-8

Uppgift 4a-4-9

Den inbyggda Matlab-funktionen ode4s kan anvindas for att 16sa
begynnelsevirdesproblem. Lds om den i Matlabs dokumentation
(skriv “doc ode45” i kommandofonstret, eller googla). Hur skulle
man anvinda den for att 16sa begynnelseproblemet y'(t) = y(t) sin(t) +
0.5, y(0) = B pa intervallet B ? Prova detta och rita upp 16sningen.

O

Losning: Losning 4a-4-9

Uppgift 4a-4-10

test test
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O

Losning: Losning 4a-4-10

Uppgift 4a-4-11
Detta &r hjalp till projektet processorn. Antag att u(t,x) definieras av

y(0.5) ~ 0.5
med randvillkor

y(1)~1
Aw =c(B)

Anvind matrismetoden for att approximera problemet som ett BVP-

system
yo| [v(to)
we | V]|V
Yn y(tn)
dar
A

O

Losning: Losning 4a-4-11
Vi anvdnder en ensidig finit differens for randpunkter:
c(B)
(som har noggrannhetsordning tva) och far darmed
w=Ale(p)
Pa samma sitt for randvérdet vid x=1 far vi
(5
Yn 1
Vi betraktar nu vektorn som innehaller approximationer i x-led
Cly(erh)zCZy(x*h)

som kan approximeras med centraldifferens for y ' (x) :

€1

For att eliminera c; och y’ = f(y) = sin (t-y) med hjélp av randvil-
lkoren:

Yo =0.25

Vi far da att

(t, y (1))

dar

te[0, 1]

och
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h = [0.1,0.01, 0.001].

I matlab kan matriserna konstrueras genom att forst konstruera
A=zeros(N-1,N-1);
for i=1:N-1
A(i,i)=0;
if (i<N-1)
A(i+1,i)=1;
A(ii+1)=-1;
end
end
och sedan
A(1,1)=..
A(1,2)=..
A(N-1,N-1)=..
A(N-1,N-2)=..
A=A*gamma/(2*deltax)+3*eye(N-1);

Dérefter kan man implementera framat Euler:

v=Initial value
t=0
h=0.1; %Steglangd i tiden
for k=1:100
v=v+h*(A*v+b);
t=t+h;
end

O
Uppgift 40-4-12

O
Losning: Losning 4a-4-12

O
Uppgift 4a-4-13

O
Losning: Losning 4a-4-13

O
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Uppgift 4a-4-14

Losning: Losning 4a-4-14

Uppgifter laggs till senare

SF1547 - 2017
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W SF1547 wiki-work 4b

kursen.

Block o

Uppgift 4b-0-1

Lat oss sédga att ¥ och 7 dr approximationer av x och y med abso-
lutfelsgrianser Ex och E, . Ge en absolutfelsgrins for Z = ¥ + § som
approximation avz=x+y .

©)

Losning: Losning 4b-o-1

Svar

Absolutfelgransen for Z = X+ som approximation av z=x+y &r
E;=Ex+Ey

Losning

Ur NumAlg-boken pdf blad 6:

Regler for felfortplantning: Vid addition och subtraktion av nirmevdr-
den adderas absoluta felgrinserna; vid multiplikation och division
adderas relativa felgrinserna.

Motsvarande stér i pres_blocko.pdf slide 15.

Alltsa:

E; = Exiy = Ex+Ey

Dir E avser absoutfelgrinsen, definierad for respektive virde som:
E,=|X-x]|

dér x dr det exakta vardet och X dr en approximering av det exakta
védrdet.
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Uppgift 4b-0-2

Gauss-eliminering bestar av tva delar. Forst gor man en reducering
till trianguldr form, och sedan gor man en bakatsubstitution. Vad ar
berdkningskostnaden for respektive del?

O

Losning: Losning 4b-o0-2

Svar:

Reduceringen till trianguldr form har berdkningstiden O (n®) och bakat-
substitutionen O (n2) som dr asymptotiskt komplexitet déarfor

att tiden kan bli paverkad av fler faktorer sdsom datorer, proces-

sorer och kompilatoroptimering. Om man bortser frdn dessa fak-

torer har reduceringen till trianguldr form en exakt berdkningstid

pa p(n)= %ng’ + %n2 - %n , for n x n matriser.

O

Uppgift 4b-0-3

The numbers x=1.02 and y=1.021 are not exactly representable in
double precision. Therefore, when we write

>> xt=1.02
>> yt=1.021
>> zt=yt - xt % subtract

the computer will compute xt=fl(x) and yt=fl(y), and subsequently
subtract the floating point numbers with floating point arithmetic.
Suppose the subtract operation were done exactly (without introduc-
ing any additional rounding errors), what would the error in zt be,
when seen as an approximation of z =y —x = 1073 ?

O

Losning: Losning 4b-0-3
Eftersom 1 < xt, yt < 2 &r absolutfelgransen for bade xt och yt halva
maskinfelgransen.
Ey = Eyt = %Emach
Vid subtraktion adderas absolutfelgrénserna.
Ezt = Ext + Eyt = Epach
Enligt definitionen av relativfelgrans:
ZL — Emac —
Ry = l%fl = ek = 1000E yyqcn

©)
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Uppgift 4b-0-4

x?> —3x +2 = 0 &r en given funktion.
xg ~ 1.050ch x1 ~ 2.09 dr approximationer av funktionens losningar.
Berdkna absolutfelet och relativfelet.

©)

Losning: Losning 4b-o0-4
xX?-3x-4=0«

Xp = 1

X1 = 2

X"2-3Xx+2=0

<=>x=3/2(+)1/2

<=>x0=1&X1=2

Absolutfelen fas av |Eg| = |xg — Xg| = |1 - 1.05] = 0.05 och|Eq]| = |x1 — ¥7| =

2-2.09] = 0.09 .
Relativt fel fés av |ro| = |x°x;0xo| = |55 = 0.05 och |rg| = |x0;0x0| -
122901 = 0.045 .

Uppgift 4b-0-5

Maskinnoggrannheten &r definierat som avstdndet till det flyttal
storre dn ett som ligger ndrmast ett. Vilket flyttal &r ndrmast ett, men
inte ett? Det mindre dn ett eller det storre dn ett?

Hint: Figur i blocko.pdf

©)

Losning: Losning 4b-0-5

Svar: Det mindre &n ett, eftersom frekvensen av flyttal &r storre
da det dr mindre &n ett, vilket leder till representation av nog-
grannare(fler) tal, dirmed nédrmare ett.

O

Uppgift 4b-0-6

I Matlab, hur manga siffror kan mantissan i ett flyttal som mest in-
nehalla och vad é&r det storsta vardet exponenten kan ha?

©)
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Losning: Losning 4b-0-6

Om det ar double precision kan mantissan innehélla 52 siffror och
exponenten 11.

(11+52 = 63, vilket &r alla bitar som inte anvénds till tecknet/plus-
minus).

O

Uppgift 4b-o-7
Vad blir de maximala absolut- och relativfelen dd& man avrundar ett
reellt tal x till ett 32-bitars IEEE 754-flyttal da 1024 < x <2048 ?

O

Losning: Losning 4b-o-7

Uppgift 4b-0-8

Definiera och forklara vad som hidnder vid kancellation med hjélp av
ett utforligt exempel.

©)

Losning: Losning 4b-0-8
Flyttals kancellation sker nir tvé néstan lika stora operander subtra-
heras, matlab ger da i vissa fall svaret o, vilket dr oforvantat.

Exempel:

>> (1410™-16)-1

ans =

0

Detta borde i sjdlva verket ge oss svaret 10™-16 men vi far o.

O

Uppgift 4b-0-9

Vad innebér flop count? Varfor anvinds flop count och &r detta ett
bra sétt att forutspa berdkningstid?

O

Losning: Losning 4b-0-9
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Uppgift 4b-o-10

skriv om flyttalet (1.00011)2 * 2”3 till decimal form

@)
Losning: Losning 4b-0-10

©)
Uppgift 4b-0-11

O
Losning: Losning 4b-o-11

@)
Uppgift 4b-0-12

O
Losning: Losning 4b-0-12

O

Uppgift 4b-0-13

Vad hinder om du skriver in talet 4 - 107319 { MatLab, och varfor?

O

Losning: Losning 4b-0-13

Matlab svarar med 3.999999999999988e-310. Anledningen &r att pro-
grammet forsoker lagra 4¥10™-310 som ett flyttal. Detta gar inte att
gora exakt, sa mantissan blir oandligt lang. Matlab avrundar darfor
talet.

O
Uppgift 4b-0-14

O
Losning: Losning 4b-o-14

O
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Uppgift 4b-0-15

O
Losning: Losning 4b-0-15

O
Uppgift 4b-0-16

O
Losning: Losning 4b-0-16

O
Uppgift 4b-0-17

O
Losning: Losning 4b-0-17

O

Om det blir fullt ldgger vi till fler.

Block 1

Uppgift 4b-1-1

Vad blir resultatet av tre steg av Newton’s metod tillimpat p& prob-
lemet f(x) =sin(cos(x)) +0.5 . Forklara hur du far en startgissning.
Hint: cos(37t/4) » -0.6

Losning: Losning 4b-1-1
Jag kom fram till startgissningen x=2 genom att rita en graf av f(x) i
matlab.
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Jag deriverade funktionen:
f"(x) = cos (cos (x)) - —sin (x)
Med Newtons metod fas:

Iteration 1 2.11513980639647
Iteration 2 2.12184114967524
Iteration 3 2.12186590955519

O

Uppgift 4b-1-2

Newton’s metod kan hérledas genom att forsumma termer som in-
nehaller Ax?,Ax3,... i Taylorutvecklingen och leder till en metod med
kvadratisk konvergens. Harled en metod med hogre konvergensord-
ning an Newton’s metod genom att istéllet forsumma Ax3, Ax4, ... .
Iustrera konvergensen med ett exempel.

O

Losning: Losning 4b-1-2
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Uppgift 4b-1-3

Vi har tva kurvor givna, y = 0.5x> - x samty = 7x +3 . De skér
varandra i intervallet [-5,5] , se figur. Berdkna deras skdrningspunkt
m.h.a. Newtons metod med 4 korrekta decimaler.

-40
-5

Losning: Losning 4b-1-3
Efter tva iterationer med Newtons metod blev svaret x = -0.36576.

MATLAB kod:
y = @(x) [x(2)-0.5*x(1)"2+x(1) ; x(2)-7"x(1)-3];
j=@x) [x(1)+1,1;-7,1];

TOL = 1e-4;
h = [inf inf]’;
x =[o o]

while norm(h) > TOL
h = j60\y();
x=x-h

end
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Uppgift 4b-1-4

25 T

20 | a

10 \ A

e T
0Or h---q:;_'.-'"ff:----.f 1
" -
5 f_,,.f"f 4
.-v""f-
—

-10 — !

-5 0 5

Hitta skdrningspunkterna mellan funktionerna f(x) = x2 och g(x) = 2x
med Newtons metod. Redovisa koden nedan for att visa att du 16st
problemet med hjilp av MATLAB.

©)

Losning: Losning 4b-1-4

Funktionen kan istallet skrivas som x? — 2x vilket gor att vi efter
omskrivning soker nollstillena till funktionen, som dd kommer ge
skdrningspunkterna. Dessa berdknas enkelt med Newton Raphson.
Koden i matlab blev foljade, jag anvinde mig av tva stycken start-
gissningar 0.1 och 2.1. I koden nedan visar jag dé jag anviande mig av
gissningen 2.1, vid den andra startgissningen gjorde jag exakt samma
sak fast med x = o.1. Svaret blev iallafall att skarningspunkterna
mellan de tva funktionerna dr 2 och 0. Antalet iterationer blev 5 for
startgissning 0.1 och 4 for startgissning 2.1.

f =@(x) x"2 - 2*x;

fp =@(x) 2*x - 2;

X=2.1;

TOL=1e-10;

counter = o;
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h=inf;

while (abs(h)>TOL)
counter = counter+1;
h=f(x)/fp(x);
x=x-h;

end

X

counter

Uppgift 4b-1-5

Vilken av féljande iterationsformler konvergerar till /11 ?

_ V11
o X1 = 5y v
11+x;
2. Xg41 = 241 "
k

(Tips: se avsnitt 1.2 i Sauer)

Losning: Losning 4b-1-5

Uppgift 4b-1-6

Lamplig for elektrostudenter

RO

Ovanstaende bild motsvarar en olinjar statisk krets. i; = g1(v1) =
Ioe”'/*T och iy = 2(vp) = Ioe®/VT . Vi far ekvationerna

§1(0v1) + (01 - E)/R+ (01 -v2)/R =0

§2(v2) + (v2-v1)/R=0

Skriv om problemet som en olinjar ekvation i en variabel.

©)

Losning: Losning 4b-1-6

©)
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Uppgift 4b-1-7

Los ekvationen x> = 3x> - 1 m.h.a Newton Raphson. Anvind dig
av startgissningarna x = -0.5, X = 0.5 och x = 2.8. Vilka x-vdrden l6ser
ekvationen om TOL = 1e - 10, och hur ménga iterationer krévs det?
Visa gidrna din matlab-kod.

Losning: Losning 4b-1-7

For x = -0.5 fas x ~-0.5321 efter 4 iterationer.
For x =0.5 fas x ~ 0.6527 efter 5 iterationer.
For x =2.8 fas x » 2.8794 efter 5 iterationer.

Matlab kod:

f=@(x) X"3-3*x"2+1g=@(x) 3*x"2-6*xxTOL = le-10;x = 2.8;it=0;h=inf;while(h > TOL) x0ld = x;

Uppgift 4b-1-8

Anviand Newtons metod och hitta en start gissning till ekvation x —
4sin (2x) = 3 som gor att Newtons metod fastnar i en evig loop.
Anviand TOL = 1e-10. Varfor fastnar newtons algoritm i en evig loop
for detta startvdrde? Rita gdrna en bild.

O

Losning: Losning 4b-1-8

Ex. x = 7. Den kommer att rora sig till omradet ungefar mellan 12
och 14, och dar fastna i en cykel dér den ror sig mellan samma fyra
varden om igen.
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13 135 14

Elias kommentar: Utmérkt uppgift och fraga!

O

Uppgift 4b-1-9

Los foljande ekvation med hjélp av sekantmetoden:

x2-7=0

Anvind startgissningarna xg =2, x; =3

Efter hur manga iterationer far vi en precision av minst 5 decimaler?
Efter sjunde iterationen far vi x=NaN, varfor?

O

Losning: Losning 4b-1-9

Svar: Vi far en precision av minst fem decimaler efter fyra iterationer.
Det ger oss ett x vdrde pa 2,64575.

NaN stér for “not a number”. Detta brukar anvandas for att repre-
sentera icke reella tal eller komplexa tal. Till exempel resulterar o/o
eller inf/inf med NaN.

Matlab kod:

y=@(x) X"2-7;

X=2;

oldX=3;

TOL = 10™-3;

i=0;

while (abs(x-o0ldX) > TOL)

SF 1547 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
266


https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-1-9

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs

Wiki-work

i=i+1;

temp=x;
x=x-(x-01dX) / (y(x)-y(0ldX))*y(x);
oldX=temp;

end

i

X

Uppgift 4b-1-10
Example We consider the system of equations g(x) = 0, where
?+y? 427 -3
glr,y,z)=| a2 +y?2—2-1
r+y+z—-3

Los problemet till hog noggrannhet. Anvind Newton’s metod i flera
variabler med startgissning [1,0,1].
(Lénad fran http://www.math.usm.edu/lambers/mat419/lectureg.pdf)

O
Losning: Losning 4b-1-10
MATLAB-kod:
g = @(x) [x(1)"2+x(2)"2+x(3)"2-3 ; X(1)"2+X(2)"2-X(3)-1 ; x(1)+x(2)+x(3)-
31

j = @(x) [2*x(1) 2*x(2) 2*X(3) ; 2*x(1) 2*x(2) -1; 1 1 1];
xo=[101];

h = [inf inf inf]’;

TOL = 1e-10;

while norm(h) > TOL

h = j(x0)\g(x0);

X0 = X0 - h;

end

detta ger X(approx) =[1 1 1]’

O
Uppgift 4b-1-11

O
Losning: Losning 4b-1-11

O

SF 1547 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
267


https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-1-10
https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-1-11

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

Uppgift 4b-1-12

Denna matlabkod plottar en figur.

tv=0:0.001:pi;

clf;
plot(sin(tv).*tv,cos(tv).xtv,’'r’,'LineWidth’,4)
hold on;
plot(-sin(tv).x*tv,cos(tv).xtv,’'r’,'LineWidth’,4)
plot(-sin(tv).*tv/10+1.5,cos(tv).*xtv/10, k")
plot(sin(tv).*tv/10+1.5,cos(tv).*xtv/10, k")

Vad visar det? Bestdm alla skdrningspunkter med hjilp av Newton’s
metod. Bestdm startgissningar grafiskt.

O

Losning: Losning 4b-1-12

Uppgift 4b-1-13

f(x)= eSn(¥) _0pcos(¥) 4 x4 4
Hitta alla nollstallen till f (x) , med relativfel som ar mindre &n 10~1°

O

Losning: Losning 4b-1-13

For att hitta de sokta nollstdllerna kan man rita upp funktionen och
sen hitta startvirdena. Anvdnd sedan newton raphson for att hitta de
exakta varderna

Nollstillerna ar vid -4.7144 och -1.0012.

Koden ar:

% def funktionen och dess derivata

f=@(x) exp(sin(x))-2*exp(cos(x))+x+4;

fp=@(x) sin(x)*2*exp(cos(x))+cos(x)*exp(sin(x))+1;

% newton-rhapsons metod
h=inf;

TOL=1e-10;

x=-1; % startgissning
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i=o;

while (abs(h)>TOL)
hOld = h;
h=f(x)/fp(x);
K =h/(hOld"2)
x=x-h;
h;
i=i+1;

end

Uppgift 4b-1-14
Definiera Newtons metod och sekantmetoden. Vad ar skillnaderna

mellan dem? Nar anvinder man hellre den ena 6ver den andra?
Vilken &ar snabbast och varfor?

©)

Losning: Losning 4b-1-14
Newtons metoden:

Xn+l = Xn — J{r((J;Z))

Sekant metoden:

vt = 30 = 7,57,y f ()
Med hjélp av en approximation x, far vi nya approximationer x,,,1 .

1. Newton metoden kraver en startgissning medan sekant metoden
kraver tva

2. Newton metoden kréver funktionens derivata medan sekant meto-
den inte gor det.

Om vi endast har en startgissning anvander vi newtons metod
medan om vi har tvd gissningar men ej tillgang till funktionens
derivata anvdnder vi sekant metoden.

3. Newton metoden konvergerar i princip snabbare pga. kvadratisk
konvergens.

O

Uppgift 4b-1-15

Funktionen y = e"x * (sinx) * (x"3 - 2x"2 + 7x - 15) har ett nollstélle i
intervallet [1.8 , 2.2]. Anvidnd sekant-metoden for att berdkna detta
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nollstille. Varfor ar sekant-metoden enklare 4n newtons metod i
detta fall?

O
Losning: Losning 4b-1-15

O
Uppgift 4b-1-16

O
Losning: Losning 4b-1-16

O
Uppgift 4b-1-17

O
Loésning: Losning 4b-1-17

O
Uppgift 4b-1-18

O
Losning: Losning 4b-1-18

O
Uppgift 4b-1-19

O
Losning: Losning 4b-1-19

O
Uppgift 4b-1-20

O
Losning: Losning 4b-1-20

O
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Uppgift 4b-1-21

O
Losning: Losning 4b-1-21

O
Uppgift 4b-1-22

@)
Losning: Losning 4b-1-22

O

Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 2

Uppgift 4b-2-1

Beskriv Runges fenomen. Néar uppstér det och varfér? Hur kan man
undvika det?

©)

Losning: Losning 4b-2-1

Runges fenomen ar ndgot som hidnder dd man anpassar polynom av
hogre grad till ett antal matpunkter i planet. Det uppstar framforallt
vi ekvidistant interpolation.

Det som hinder &r att kurvan svianger kraftigt mellan interpolation-
spunkterna. Detta hdnder speciellt mellan punkterna i borjan och i
slutet av intervallet. Dessutom blir svingningarna kraftigare desto
hogre grad polynomet har.

Man kan minimera dessa svangningar genom att vilja nollstéllena till
det ortogonala polynomet som interpolationspunkter.

Man kan dven undvika det helt genom interpolering med rationella
funktioner.

©)

Uppgift 4b-2-2
Om vi har ansatt polynomet P (x) = cg + c1x +cpx? + c3x° for
polynominterpolation. ..
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¢ Hur manga datapunkter fanns det?
* Hur skulle du skriva polynomet pa Newton-ansats?
¢ Om den forsta datapunkten var (x,y) = (3,5), vad dr da cg ?

O

Losning: Losning 4b-2-2

e Vi vet att polynomet &r av grad 3 enligt uppgiften. Saledes kom-
mer antal datapunkter att vara fyra stycken, dd man alltid ansitter ett
polynom av grad n-1 om antalet matpunkter &r n st.

e Polynomet enligt Newtons-ansats:

P5(x) =co+ep(x—x1)+ca(x—x1) (x—x2) +c3(x—x1) (x —x2) (x —x3)

° X1=3 y1:5
P3(x1) =co+c1(x1—-x1) +c2(x1-x1) (x1-x2) +c3(x1 —x1) (%1 -x2) (x1 - x3) =
Cco =5

Eftersom alla termer forutom co kommer att forsvinna sa far vi fram
attco=y1 =5.

O

Uppgift 4b-2-3

Vad ar skillnaden pé att anvanda (A'*A)\ (A'*b) och A\b i matlab?
Vilken av de tvd metoderna ger minst fel? Varfor ger metoden min-
dre fel?

©)

Losning: Losning 4b-2-3

Uppgift 4b-2-4

Vi ska interpolera punkterna givna av

n=10;
xv=linspace(0,1,n)’;

yv=100+randn(size(xv)) ;

och gor det med programmet
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A=zeros(length(xv))

for k=1l:length(xv); A(:,k)=xv.”(k-1); end
c=A\yv;

xvv=0:0.001:1;

yvv=zeros(size(xvv));

for k=1:length(xv);yvv=yvv+c(k)*xvv.”~(k-1); end
clf;

plot(xv,yv,'ro’); ylim([0,120]);

hold on

plot(xvv,yvv, 'k");

Vi far (Iiata oc}|1 kurvq

Datavérdena ligger omkring 100, men kurvan gar ju langt utanfor?
Blir det mer svingigt om vi dkar n eller minskar n?

O

Losning: Losning 4b-2-4
Det kommer att bli mer svangigt om vi 6kar n. Detta dd polynom-
interpolation med ekvidistanta punkter och hog polynomgrad ofta

SF1547 - 2017
273

version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring


https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-2-4

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

leder till oscillationer i utkanten av intervallet (Runges fenomen).
Kurvan kommer da att svinga kraftigt mellan interpolationspunk-
terna, och ju hogre polynomgrad desto kraftigare svianger det. Da vi
har n stycken datapunkter kommer polynomet ha grad n-1.

O

Uppgift 4b-2-5
Du har fatt foljande tabell given

Om du anviander Newtons ansats for att hitta ett interpolationspoly-
nom av grad 3 for de fyra forsta datapunkterna, forklara hur kan du
uppskatta ditt interpolationsfel?

Vad blir felet?

Losning: Losning 4b-2-5

Efter tillimpning av Newtons ansats pd de forsta fyra datapunkterna
fas:

P(x)=3-2(x+1)+15(x+1)(x)-05(x+1)(x)(x-1) =

=-0.5x% +1.5x% + 1

Hiér ar en graf av funktionen, med de givna punkterna inritade. Den
sista (gula) punkten 4r den som inte togs med i polynomanpassnin-
gen.
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

P(3) = 1, men det sista vérdet i tabellen &r 5. Detta innebér att
extrapolationsfelet i denna punkt ar 4.

O

Uppgift 4b-2-6

Nedan visas uppmatt energi, E , for ett kemiskt &mne vid olika tem-
peraturer, T :

T 25 100 150 200 225 250 300 375
E 456 1600 2030 2250 2678 3425 4150 4350

&wrap=1.png &wrap=1.png &wrap=1.pdf &wrap=1.pdf &wrap=1.jpg
&wrap=1.jpg &wrap=1.mps &wrap=1.mps &wrap=1.jpeg &wrap=1.jpeg
&wrap=1.jbigz &wrap=1.jbig2 &wrap=1.jb2 &wrap=1.jb2 &wrap=1.PNG
&wrap=1.PNG &wrap=1.PDF &wrap=1.PDF &wrap=1.JPG &wrap=1.JPG
&wrap=1.JPEG &wrap=1.JPEG &wrap=1.JBIG2 &wrap=1.]BIG2
&wrap=1.]B2 &wrap=1.JB2 &wrap=1.eps &wrap=1.eps

Du skall berdkna energin E vid temperaturen T = 235°C . Vilken

metod passar bdst att anvdnda da? Motivera varfor.

Beskriv upp din metod och berdkna E .

©)
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Losning: Losning 4b-2-6

Ur grafen ser vi att energin E verkar ga att beskriva med ett linjart
samband till temperaturen T. Energin E verkar alltsa ga att beskriva
med funktionen E (t) = kt + m . For att berdkna E(235) behover

vi da ta reda pd vad koefficienterna k och m &r. Eftersom vi har
tillgang till fler datapunkter &n okénda kan vi ta reda pa koefficien-
terna med hjilp av minstakvadratmetoden. Sedan &r det bara att
rdkna ut vad E(235) ér.

Detta gar att gora med foljande matlab kod:

% [x y; ...ldata = [ 25 456; 100 1600; 150 2030; 200 2250;

Foljande ger att E(235) ~ 3176 .

©)

Uppgift 4b-2-7

Du vill interpolera foljande punkter:

(31 (22) (1,1)

- Vilken grad bor polynomet som interpolerar punkterna ha?
- Skriv polynomet enligt Newtons-ansats!

©)

Losning: Losning 4b-2-7

Polynomet som interpolerar de tre punkterna bor vara av grad 2.
Berdknar nu polynomet med Newtons ansats.

Ansats:

p2(x) = co+cr(x—x1)+ca(x-x1)(x-x2) = co+ecp(x-1)+
o(x-1)(x-2)=y

Berdknar sedan py (x1) , p2 (x2) och pa (x3) -

pa(x1) =p2(1)=co=1

p2(x2) =p2(2) = co+c1(2-1) =2
pa(x3)=p2(3)=co+c1(83-1)+c2(83-1)(3-2) =1

Nu har vi tre ekvationer och tre obekanta. Vi kan darfor 16sa ut ¢y , ¢1
ochey . Vifarcg=1,¢c1=1 ochcy=-1.

Polynomet blir sdledes py (x) =1+ (x-1) - (x - 1) (x -2) = ~x2 +4x -2

O
Uppgift 4b-2-8

O
Losning: Losning 4b-2-8

O

225 2678; 250 3425;
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Uppgift 4b-2-9

Losning: Losning 4b-2-9

Uppgift 4b-2-10

Med hjélp av minsta kvadrat-metoden, hitta det fjardegradspolynom
som bést passar foljande punkter:

1
U1
N b

U
N
o]

Losning: Losning 4b-2-10

Uppgift 4b-2-11

O

Losning: Losning 4b-2-11

O
Om det blir fullt lagger vi till fler.

Block 3

Uppgift 4b-3-1

Du vill approximera derivatan f’ (1) till f (x) = tan (x) med centrald-
ifferns. Vad 4ar ditt approximationsfel?
Anvind steglangd 1 = 0.1 och h = 0.01, och redovisa dina berdkningar.
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O

Losning: Losning 4b-3-1

Jag skrev en matlab kod som berdknade tva approximationer av
derivatan, med tvé olika varden pa h. Da jag anvande mig av h = 0.1
blev approximationen 3.5230 och felet blev 0.0975. D4 jag anvande
mig av h = 0.01 blev approximationen 3.4265 och felet 9.4534e-04. Det
rdtta vardet pd derivatan av tan(x) i punkten x = 1 dr 3.4255. S& det
ndrmaste svaret gavs dd h var mindre vilket var forvantat. Nedan
foljer matlab-koden jag anvande till mina berdkningar.

f = @(x) tan(x);
fp = @(x) 1/(cos(x)."2);

hl = 0.1;

h2 = 0.01;

X =1;

centl = (f(x+hl)-f(x-h1l))/(2xh1l) %% ger approximationen d& h = 0.1

z1 = centl - fp(l) %% ger felet pd approximation nr 1

cent2 = (f(x+h2)-f(x-h2))/(2xh2) %% ger approximationen d& h = 0.01
z2 = cent2 - fp(l) %% ger felet pd approximation nr 2

O
Uppgift 4b-3-2
Givet formeln f’ (x) = w , for att approximera derivatan
till f (x) . For vilka vdrden pa a och b nas hogst noggrannhetsord-
ning pa approximationen?
Anvind Taylorutveckling for att hédrleda trunkeringsfelet.

O
Losning: Losning 4b-3-2

O
Uppgift 4b-3-3
Approximera derivatan av f(x) = sin x ipunkten x = 1 med hjdlp
av framat, bakat och centraldifferens. Anvind dig av steglingden h =
0.01. Redovisa dina berdkningar.
Vilken approximation ger minst fel?

O
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Losning: Losning 4b-3-3
Foljande matlab kod rdknar ut framat-, bakat- respektive centraldif-
feransen.

f=@(x) sin(x);h=0.01;realAns = 0.540302305868139717; % Fran wolframalphares = [];fd =
Resultatet &r foljande:
res = 0.536085981011869 0.004216324856271 0.544500620737598 0.004198314869458

Forsta kolumnen anger derivata approximationen, andra kolumn
anger feltermen. Storst fel har framétdifferans och bakétdifferans
som bada enbart ger 2 korrekta decimaler. Centraldifferansen har
minst fel och ger hela 4 korrekta decimaler.

O

Uppgift 4b-3-4

Vad har Trapetsmetoden respektive Simpsonmetoden for felterm?

O

Losning: Losning 4b-3-4

Trapetsmetoden har noggrannhetsordning 2 och ddarmed en felterm
som ar O(h"2).

Simpsons regel har noggrannhetsordning 4 och darmed en felterm
som ar O(h"g).

O

Uppgift 4b-3-5

Vi har lart oss om tre olika typer av finita differenser. Vilka ar dessa,
vad skiljer dem at och vilken har minst fel?

O

Losning: Losning 4b-3-5

De tre typer av finita differenser vi har gatt igenom &r framatdiffer-
ens, bakat differens och centraldifferens.

framatdifferens berdknas med (f(x+h)-f(x))/h fel: O(h)
bakatdifferens berdknas med (f(x)-f((x-h))/h fel: O(h)
centraldifferens berdknas med (f(x+h)-f(x-h))/2h fel: O(h"2)

O

(f(1+h)-f(1))/h;res

0.540293300874733
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Uppgift 4b-3-6

Vilket noggrannhetsordning har Richardsonextrapolation tillimpat
pd Riemannsumma (hoger)?

©)

Losning: Losning 4b-3-6

O

Uppgift 4b-3-7
Givet integralen I = f[71,1] xexp (x?) - % , berdkna I med trapetsmeto-

den for steglangderna h = % och h = % . Visa din kod.

Uppskatta felet i det varde du fick med steglangd & = % .
O

Losning: Losning 4b-3-7

O

Uppgift 4b-3-8

Berdkna integralen I = | [0.2] €XP (xz) dx med hjélp av Simpsons
metod. Visa hur felet avtar nér ni 6kar antalet delintervall. Vad sager
teorin om hur felet borde avta?

O
Losning: Losning 4b-3-8

O
Uppgift 4b-3-9

O
Losning: Losning 4b-3-9

O

Uppgift 4b-3-10

Approximera foljande dubbelintegral numeriskt genom att applicera
en numerisk integreringsmetod tva génger (for att integrera resultatet
av den inre integralen).

L ViR
I=/[._4 [y=_\/xm xy?e*dydx

SF 1547 - 201 7 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
280


https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-3-6
https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-3-7
https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-3-8
https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-3-9

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

O

Losning: Losning 4b-3-10

Uppgift 4b-3-11

Namnge olika metoder som finns for att aproximera derivata. Beskriv
dem och skillnaderna mellan dem.

O
Losning: Losning 4b-3-11

O
Uppgift 4b-3-12

O
Losning: Losning 4b-3-12

O
Uppgift 4b-3-13

O
Losning: Losning 4b-3-13

O
Uppgift 4b-3-14

O
Losning: Losning 4b-3-14

O

Fler uppgifter laggs till senare
Block 4

Uppgift 4b-4-1

Beskriv skillnaden mellan globalt och lokalt fel. Ange dven formlerna
for respektive fel.
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O

Losning: Losning 4b-4-1

Globalt fel dr det totala felet i detta steg.

Nogranhetsordning: E_k=0O(h"p)

g i=ly_i-y(t_i)|

Lokalt fel &r det felet som skapats i detta steg.
Nogrannhetsordning: L_k=O(h"p+1)

e_i+1=Ily_i+1-z(t_i+1)|

(z(t) uppfyller samma differentialekvation som y(t) men med ett
annat start viarde)

Uppgift 4b-4-2

Vad blir Euler framat med h = 0.1 nér vi tillimpar den pa begynnel-
sevardesproblemet

y'(t) = y(t) sin(107tt)

y(0)=1

Skriv en (explicit) formel som géller for alla diskretiseringspunkterna

to, t1,--- -

O

Losning: Losning 4b-4-2

Enligt Euler framat:

Yo=1

Y1 = Yo +Yyosin (107-0h) = yo + yosin (0) = yo =1
Y2 =y1+y1sin(107-1h) = yy +yysin (1) = y1 =1
Detta monster kommer att fortsitta, eftersom
sin (107t-nh) =sin(nm) =0 (neZ) .

Resultatet blir att y,, =1 for varje heltal n >0 .

O

Uppgift 4b-4-3

Funktionen y(t) uppfyller begynnelsevardesproblemet

y'(t) = y(t)sin(t) + 0.5

y(0)=p

Vi ska bestimma B sa att y(0.5) ~ 0.5 och y(1) ~ 1. Visa att Euler

framat kan skrivas som ett system av ekvationer
Aw = c(B)

SF1547 - 2017 version:2017-05-15, Lecturer: Elias Jarlebring
282


https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-4-1
https://kth.instructure.com/groups/6426/pages/lsg-4b-4-2

SF1547 - Numeriska metoder grundkurs
Wiki-work

dar

yo] [u(to)
we | V]|V
ynl  Ly(tn)
Bestam A och ¢(B) , s att vi kan skriva losningen som w = A~'¢(B) .
Med hjélp av detta, hirled ett minstakvadratproblem sa att

e

Losning: Losning 4b-4-3

Uppgift 4b-4-4

w for att approximera i’ (x) . Bestim

Vi har formeln
c1 och ¢ for sa hog noggrannhetsordning som mojligt genom Tay-

lorutveckling.

O

Losning: Losning 4b-4-4

Uppgift 4b-4-5

Ni vill 1osa ekvationen y” = f (y) = sin(t-y) , med begynnelsevirde
Yo = 0.25 . Visa hur er 16sning (t, y (t)) ser ut pd intervallet ¢ € [0, 1]
, om ni anvander Eulers metod. Jdmfor tre olika stegldngder: h =
[0.1, 0.01, 0.001].

O

Losning: Losning 4b-4-5

Uppgift 4b-4-6
Vilka metoder ldr vi oss i denna kurs for att 16sa problemet

Y (1) = y(D? + P
¥(0) = 10
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y'(0)=0
Vilka metoder ldr vi oss i denna kurs for att 16sa problemet
v (6 =y (0 + £

¥(0) = 10
y(1)=0

O
Losning: Losning 4b-4-6

O

Uppgift 4b-4-7

Forklara/beskriv Runge-Kuttas metod och varfor den oftast ar att
foredra over Euler framat.

O
Losning: Losning 4b-4-7

O
Uppgift 4b-4-8

O
Losning: Losning 4b-4-8

O
Uppgift 4b-4-9

O
Losning: Losning 4b-4-9

O
Uppgift 4b-4-10

O
Losning: Losning 4b-4-10

O
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Uppgift 4b-4-11

O
Losning: Losning 4b-4-11

O
Uppgift 4b-4-12

O
Losning: Losning 4b-4-12

O
Uppgift 4b-4-13

O
Losning: Losning 4b-4-13

O
Uppgift 4b-4-14

O
Losning: Losning 4b-4-14

O

Uppgifter laggs till senare
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