Institutionen féor Matematik, KTH
Tentamen del 2
Numeriska metoder SF1514/18/19

8.00-11.00 26/10 2018
Inga hjilpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika poéngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas endast om del 1 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng, av maximalt 50 poang pa del 2.

la. (7p) Bestdm det andragradspolynom y = p(z) som passerar de tre punkterna med koordinater
(_170)a (174) och (27 _3)
1b. (7p) Bestdm ett tredjegradspolynom y = ¢(z) som passerar de tre punkterna, samt uppfyller

<q’”éQ)>2 +d(1)+1=0.

Tips: Anvdind Newtons ansats.

la. Newtons ansats for andragradspolynomet ges av
p(z) =ao+ai(z+ 1)+ as(z+1)(z —1).
Insdttning av de tre punkterna i polynomet ger
p(=1) =ao =0,
p(1) = ap + 2a; = 4,
p(2) = ap + 3a; + 3ay = —3,
vilket ger ett ekvationssystem som enkelt kan losas en ekvation i taget. Det ger ag =0, a; = 2,

a9 = —3.
1b. Newtons ansats av ett tredjegradspolynom som passerar de tre punkterna ges av

q(z) = p(z) + c(z + 1)(z = 1)(z = 2),

ddr p dr polynomet fran la. Eftersom p(x) passerar genom de tre givna punkterna, och tredje-
gradstermen c(x + 1)(x — 1)(x — 2) ar noll for x = —1, x =1 och x = 2 for alla virden pa c, sa
foljer det att ocksa q(x) passerar de tre punkterna. Genom att derivera uttrycket for q far vi att
q"(2) = 6¢ och ¢'(1) = —4 — 2c. Vi erhaller ddrmed foljande ekvation for c:

(9 2
(QT()> +¢d(1)+1=c-2c-3=0,
1
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som har lésningarna ¢ = —1 och ¢ = 3. Bada dessa vdrden pa ¢ ger korrekta tredjegradspolynom

q.

2. (8p) Genomfor ett steg med Gauss-Newtons metod och startvirdet (z,y) = (1,0) for att
approximera minstakvadratlosningen till ekvationssystemet

:L,2_|_y2:1’
T4y =11,
r+siny = 1.

2. Minstakvadratlosningen till ekvationssystemet dar detsamma som minimeraren

-()

av Euklidiska normen av funktionen

2?2+ —1
fz)=|z+y>—1.1
T +siny —1

Ett steg med Gauss-Newtons metod ges av z* = z° — h, ddr h dr minstakvadratiosningen av

det overbestimda linjira ekvationssystemet J(z')h = £(2z°), och J dr Jacobimatrisen till £. Med
msdttning av startvektorn

far vi
0
f(z") = | —0.1
0
och

Minstakvadratlosningen av ekvationssystemet J(z°)h = £(z°) ges av losningen till normalekva-
tionerna J(z°)T J(z°)h = J(2°)f(2°), vilka pd komponentform ges av

6h1 -+ hg = —01,
hl -+ hg == O,

med losning hy = —0.02, hy = 0.02. Approximationen efter ett steg med Gauss-Newton ges
darfor av (z,y) = (1.02, —0.02).
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3a. (7p) Bestam vilken/vilka av rotterna till ekvationen x® — x = 0 som fixpunktsiterationerna

Tpy1 = o3 kan konvergera till for startpunkter zo i nagot 6ppet intervall runt respektive
rot.

3b. (6p) For varje rot i uppgift 3a som fixpunktsmetoden kan konvergera till, bestdm ett intervall
sadant att om startpunkten zy véljs inom intervallet, sa kommer fixpunktsiterationen
att konvergera till den aktuella roten.

3a. Enligt Sats 1.6 1 kapitel 1.2.3 i Sauer konvergerar fixpunktsmetoden lokalt mot en losning «
om |¢'(a)| < 1 dir g dr hogerledsfunktionen g(x) = x®. Av de tre losningarna x = —1, x = 0
och x =1 kan alltsa fixpunktsmetoden endast konvergera till x = 0.

3b. Alternativ 1: Enligt beviset av Sats 1.6 i kapitel 1.2.3 i Sauer gdller det att

Ty — a = g'(c)(z, — @)
for nagon punkt ¢ mellan x,, och firpunkten cc. Om vi betraktar fixpunkten o = 0 gdller det alltsa
att
Tyt = 3z,
Om wi alltsd t.ex. viljer xo i intervallet (—1/v/6,1/v/6) kommer |z,41| < 1/2|2,|, vilket leder
till att |x,| < |xo|/2", dvs. vi har konvergens. (I sjilva verket kan man med denna metod se att
20| < 1/V/3 leder till konvergens.)
Alternativ 2: Eftersom x,.1 = x3 = 22 -z, foljer det pd samma sdtt som i alternativ 1 att vi
har konvergens om |xo| < 1/v/2. (I sjilva verket kan man med denna metod se att |xo| < 1 leder
till konvergens.)
4. (15p) Antalet révar och kaniner pa en 6 beskrivs av differentialekvationerna

2'(t) = —0.1z(¢) + 0.02z(¢)y(¢),
y'(t) = 0.2y(t) — 0.025x(t)y(t),

dar z(t) ar antalet rdvar i tusental vid tiden t (veckor), och y(f) motsvarande antal
kaniner. Om startvirdena ar x(0) = 6 och y(0) = 4 sa kommer efter ett tag antalet
kaniner att vara storre an antalet rdavar. Skriv ett Matlabprogram som med hjalp av
Eulers metod och steglangd h = 0.01 beraknar en approximativ losning av systemet av
differentialekvationer fram till det tidssteg da antalet kaniner &r storre an, eller lika med,
antalet ravar. Programmet ska skriva ut antalet kaniner (som kommer att vara ungefér
lika stort som antalet rdvar) vid detta avslutande tidssteg.
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4.

dt=0.01;

x=6; y=4;

while x>y
xold=x; yold=y;
x=x01d+dt*(-0.1%x01d+0.02*x0ld*yold) ;
y=yold+dt*(0.2%yold-0.025*x0ld*yold) ;

end

disp([’Antal rvar: ’,num2str(y),’ tusen.’])



