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Projekt i SF1514/18/19, HT2018

Projekten skall 16sas i grupper om tva och redovisas genom en muntlig presentation vid ett av
seminarietillfallena 15/11 eller 16/11.
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. Varpan — gotlandsk kastsport

Metallréret — het vitska i ror*

Inversa pendeln — uppéatriktad pendelrorelse (pa engelska)*
Futten — rymdskeppet ar illa ute*

Naturen — viaxter, moss och ormar*

Ljudvagor — sindare och mottagare under vattnet (pa engelska)

Satelliten — kretslopp kring jorden

. Struthatten — stjirngossestrut och krafthatt*

Vindkastet — bollkast i sidvind*

. Flodespaketet — partikelflode forbi en cylinder
. Glédtraden — trad het pa mitten och kall i &ndarna*
. Kometsvansen — stoftsvans av kometdamm*

. Stromkretsen — elektriskt svingningsférlopp*

Projekten markerade med en stjarna har en utvidgningsdel som ar valbar. Genomfért och
godként muntligt presenterat projekt utan utvidgning ger samma slutbetyg som pa tenta-
men. Genomfort och godkdnt muntligt presenterad projekt med utvidgning ger slutbetyg
ett steg hogre &n pa tentamen. Detta géller under forutsittning att godként betyg erhéallits
pa alla tidigare moment i kursen (labbar och tenta).
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1 Varpan

I varpaspel kastar man en flat sten och det géiller att traffa en malsticka som &ar nedsatt i marken
tjugo meter bort. Kastrorelsen beskrivs av differentialekvationerna

U= —k - uV,

0 =—-9.82—k, -0V

dar V = vu? +v2, u = &, v = g och varpastenens luftmotstandskonstant i z- resp y-led &r
ky = 0.020, k, = 0.065. Stenen kastas med hastigheten V' (0) = 19.0m/s fran 1.5m hojd.
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Varpans nedslagspunkt beror av kastvinkeln «. Ett kast simuleras genom att man anger en
kastvinkel och loser differentialekvationerna med Runge-Kuttas metod tills varpan tar mark
(t o m hamnar nedanfér marknivan y = 0). Interpolera fram tidpunkt och z-koordinat for
nedslagspunkten.

Problemet att bestdmma vilken kastvinkel som ger vinnande varpakast med nedslag inom 1
cm fran malstickan utgor ett ekvationslosningsproblem. Skriv en effektiv algoritm som beréknar
kastvinkeln och rita upp kastbanan. Tank péa att tva losningar finns till varpaproblemet — en
hog och en lag bana.

Diskutera (med hjdlp av numeriska experiment) hur de numeriska metoderna och andra
eventuella osédkerheter paverkar tillforlitligheten i vinkelresultatet.

Interpolera sedan i de ovan erhallna och lagrade kastbanevirdena (vektorerna for ¢, z, y, &, ¥)
for att dstadkomma en tabell dar kasthdjden skrivs ut for varje meter i z-led. For att berdkna
tidpunkten d& z antar ett visst virde duger linjér interpolation (om det inte &r alltfor glest
mellan virdena). For berékning av y vid denna tidpunkt &r Hermiteinterpolation sérskilt lamplig
eftersom y-virden finns tillgdngliga. Rita upp detta resultat ocksd med markering av varpans
hojdlége vid varje meter.

Kast i motvind

Om man kastar i hard motvind u,, i z-led &r det stenens hastighet relativt luften som bestdmmer
luftmotstandet:

U= —ky (u+ uy)V,

0 =—-981 -k, vV
dir V = /(u+ uy)? + 02, u = &, v = y. Samtidigt krdvs en hogre hastighet vid utkastet for

att varpan ska ha mdojlighet att na tjugo meter. Goér egen numerisk simulering med nagra olika
Uy = 2,10, 20 och visa bankurvor 6ver vinnande kast i motvind med de data som du valt.
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2 Metallroret

Genom ett tjockviggigt cylindriskt metallror strommar en het vitska med den konstanta tem-
peraturen T; = 450 °C. Cylinderviggen har innerradien 1.0 cm och ytterradien 2.0 cm. Tempe-
raturfordelningen u(r) i metallen bestdms av differentialekvationen

fr’dQ—u—l—d—u—O
dr2  dr

Vid innerviggen géller att u = T, och vid r = 2 cm &r temperaturgradienten du/dr proportionell
mot temperaturdifferensen, d v s dér géller du/dr = —K - (u—T,) dar yttertemperaturen T, kan
sittas till 20°C. K &r en materialkonstant, som beror av virmedverforingstalet mellan metall
och luft &« W/(Km?) och metallens véirmekonduktivitet & W/(Km) enligt K = ¢. Lat i testfallet
K=1.

Gor enligt finita differensmetoden en diskretisering av intervallet 1 < r < 2 indelat i IV
delintervall. Diskretisera randvillkoret pa enklaste sitt — med forsta ordningens differensap-
proximation. I utvidgningen ska en noggrannare metod anvéndas. Visa hur randvirdesproble-
met kan approximeras av ett linjart ekvationssystem. Los detta forst for N = 25, och fortséitt
med successiva fordubblingar av N tills 6nskad precision erhalls — t ex fyra korrekta siffror i
temperaturvirdet vid cylinderns ytterradie. Rita upp temperaturférdelningen i metallen.

Man tillater inte att metallcylinderns utsida far bli varmare &n 100 °C. Berdkna vilket som &ar
det kritiska K-vardet Ko for att detta ska uppnés, pa foljande satt:
Gor en tabell 6ver u(2) som funktion av K och interpolera i den.

Undersok éven hur kénsligt detta kritiska K-vérde &r for temperaturvariationer i vatskan, d
v s berdkna 8gT190. Det intréaffar ndmligen att T; rakar stiga till 460 °C i stéllet for att halla det

givna temperattzlrvéirdet 450°C.

(Problemet kan 16sas analytiskt, gor girna det for kontroll.)

Det visar sig att det tjockviggiga roret ar tillverkat av ett inhomogent material — viarmediffu-
siviteten i roret har ett radiellt beroende. Temperaturfordelningen u(r) bestdms nu av

d*u rD'(r)\ du
" + < * D(r) ) dr 0, ="=

D(r) &r ett tredjegradspolynom med derivatan noll vid inner- och ytterradien, alltsa vid » = 1
och r = 2, dessutom géller D(2) = 2D(1).

Begynnelsevillkor och randvillkor &r samma som tidigare. Los samma uppgifter som ovan.
Utvidgning

1. Anvénd en andra ordningens noggrann diskretisering av randvillkoret, t ex vid ry = 2:

(f;;) =1/(2h) - (3uy — duy—1 + uy—2) + O(h?)

Visa forst att formeln ar korrekt! Anvidnd N = 10, 20,... och visa i en tabell att felet nu
ir O(N~2).
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2. Bestamning av kritiskt K-virde sa att u(2) = 100 kan ske pa flera sitt. Nar u(2) = 100
multipliceras ju den obekanta K med en kénd koefficient, s& om man infor K som obekant
och lagger till ekvationen uy = 100 blir det ett linjart ekvationssystem for w;,i =1,..., N
och K. Gor pa det viset ocksa och jamfér med dina tidigare rékningar.

3. Nu byter vi varm vétska inuti mot kall som ska kyla den varma utanfor. Ytterytan varms
ocksa genom grakroppsstralning fran omgivningen. D& blir modellen icke-linjar:

'r@ + d—u =0
dr2  dr
u(1) = 100,
d
kY —a@2) —T) + ope(u(2)t — T
dr r=2

Diskretisera som ovan och anvind Newtons metod for ekvationslosningen. Jacobianen kan
du berikna med differensapproximation, eller analytiskt: Bara rad N skiljer fran den matris
du anvént for det linjara problemet. Anvénd data for rostfritt stal, & = 20 W/(Km),
op = 5.67-107%, T, = 300,400,500,... K, ¢ = 0.3 och a = 100 W/(Km?).

Vid vilken yttertemperatur blir stralningen den dominanta energiéverféringen?



NUMERISKA BERAKNINGAR, SF1514/18/19, HT18

3 Motordrivna inversa pendeln

A famous problem of nonlinear mechanics is known as the inverted pendulum. The pendulum
is a light stiff bar of length L with a point mass at the end, supported at the other end by a
frictionless pin. The support pin is given a rapid up-and-down motion s(t) = Asinwt by an
electric motor. An application of Newton’s second law of motion yields (after neglecting a small

—
N

Vi

L =
At
term) the equation of motion

v l _ 9 . .

o= 7 (g Aw Slnwt) sin ¢

where ¢ is the angular position of the bar (¢ = 0 when the bar is directly above the pin) and
g = 9.82m/s? is the acceleration due to gravity.

For A = 0 it is the pendulum equation gi) = {sin¢. Even this equation is not solvable in
terms of elementary functions. But it is known that when A = 0 and the pendulum is released
from rest, i.e. (;5(0) = 0, the period T of the pendulum is given by

L ¢(0)> " dx
T=2|—K|—= h K(u) =
\/; ( 2 where K{u) /0 V1 — cos?u sin? x

Use the fourth order Runge-Kutta method to compute the motion ¢(t) and to find the period
(some interpolation may be needed) when A =0, L = 0.4, ¢(0) = w/4 and qb(O) = 0 (this is an
ordinary pendulum).

Compare the period computed by your Runge-Kutta program with the value of T" above com-
puted by an efficient numerical integration method.

The inverted pendulum

The most interesting aspect of the pendulum problem when A # 0 is that for some A and w-
values an inverted pendulum stays pointing upwards and this has been observed experimentally.
Make computer simulations for a stick of length 400 mm (L = 0.4) which is initially released
from rest at the angle 5° (¢(0) = 57/180).
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Use the RK4-method to compute the motion ¢(t) for different values of amplitude: A =
0.18, 0.20, 0.22, 0.24, and a number of w-values: w = 14, 16, 24, 34, 44, 54.
Let Ts = 27 /w. Try the following time-step: dt = Ts/m with m = 50 and m = 100 and solve for
0 <t <307s. You may also stop when the value of ¢ is less than —m or greater than 7, why?

Extension

Plot ¢ and (b as functions of ¢, and also ¢ against ¢ (the phase plane). But the most interesting
plot shows the whole stick at every instant. Also make a plot that shows the trace of the free
end of the stick.

Investigate the exciting behaviour at A = 0.20 further for w-values in the interval 30 < w <
55.
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4 Rymdskeppet Futten ar illa ute

Trots att raketmotorn gar for fullt forblir Futten hidngande ordrlig pa hojden H 6ver jordytan.
Goda rad ar dyra! Kaptenen later rymdskeppet vrida sig nittio grader fran det tidigare vertikala
laget, och i fortsattningen verkar raketmotorn horisontellt med oférminskad kraft. Stortar Futten
eller klarar sig rymdskeppet ut i rymden?

Newtons rorelseekvationer uttryckta i poléra koordinater lyder:

d*r <d¢)2 R?
—5 1| | =Geosa—g—
-

dt? dt
2¢ _drd _
TW + Qaa = GSIDO{

dér vinkeln « var noll fore vridningen men blir 90° efter kaptenens mandver (vid tiden ¢ = 0).
R &r jordradien, g &r tyngdaccelerationen vid jordytan och G ar tyngdaccelerationen pa hdjden
H dir Futten blev hiingande: G = gR?/(R + H)?.

Med for vart problem lampliga enheter — langdenhet jordradie och tidsenhet timme — géller
att g = 20.0 jordradier/tim?. De nédvindiga startvirdena ges av det faktum att Futten var helt
stilla da kaptenen dndrade banriktning.

Skriv ett program som med Runge-Kuttas metod av ordning 4 eller ode45 16ser differentia-
lekvationerna under sé lang tid att det star klart om Futten stortar eller forsvinner ut i rymden.
Futten befinner sig pa nagra jordradiers hojd da kaptenen gor mandvern. Undersok forst vad
som hénder om starthéjden H &r tva jordradier, préva sedan hur Futtens bana blir vid nagra
andra val av starthojder. Experimentera dig fram till lagom sluttid och lampligt tidssteg / lamp-
lig tolerans. Fundera ut en bra algoritm som med god noggrannhet och lamplig interpolation
bestdmmer tidpunkt och positionsangivelse (¢, ¢p, 1) for banans allra lagsta punkt.

Uppgiften ar nu att med en effektiv algoritm rdkna fram gransfallets H-varde, d v s Futtens
starthojd H, som leder till en bana utan att katastrofen blir ett faktum. Bestdm hastigheten som
Futten sveper forbi jordytan med i detta fall. Rita bankurvan fran begynnelseléget till platsen
dér raketen just passerar grantopparna. Berdkna bankurvans ldngd, alltsa Futtens tillryggalagda
striacka. Gor tillforlitlighetsbedémning av de erhallna resultaten! Undersk bidragen till felen i
resultatet fran de olika kéllorna: 16sning av begynnelsevardesproblem, interpolation, etc.

Bankurvan har parabelliknande form, eller hur? Bestdm och rita upp den parabel som i
minstakvadratmetodens mening bast anpassar sig till Futtens bana. Berdkna parabelbagens
langd och jamfor med Futtenstriackan ovan.

Utvidgning

Om kaptenen vid sin mandéver inte lyckas vrida Futten 90°, hur mycket paverkar det raketbanan?
Gor simuleringar med vridningsvinklarna o = 70, 80,90, ...,130° och studera hur det kritiska
H,-vardet dndras, likasa hastigheten vid jordpassagen. Rita bankurvorna. Fér vilken vridnings-
vinkel kommer Futten att f& maximal hastighet vid jordytan och vad dr maxvirdet? Anvéand en
effektiv algoritm for att bestdmma detta.
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5 Naturen — vaxter, moss och ormar

Vid borjan av ar noll planteras 100 exemplar av en nyttovixt pa en bordig 6. Bestandet utvecklar
sig snabbt med tiden enligt
dV/dt = a1V — asV?,

dar V(t) ar antalet viaxter vid tiden ¢ (tidsenheten &ar ar). Konstanterna ar a; = 16 och ag =
1.8 - 107°. Differentialekvationen &r analytiskt 16sbar (separabel) men kan forstas ocksa 15sas
numeriskt. Man finner att d& ¢ 6kar si narmar sig V (¢) ett konstant slutvirde, vilket?

Lat Ty vara tidpunkten d& antalet véixter stigit till 95 % av slutvirdet. Ange hur manga dagar
efter inplanteringen som detta uppnas. Anvind RK4 med tidssteget en dag, alltsa dt = 1/365, for
att finna dagen. Men prova dessutom om RK4 med tidssteget en vecka (och viss interpolation)
leder till samma dag.

Just den dagen anlédnder tva vixtdtande djur — de klassificeras som skadedjur S — till 6n
(man kan vil tdnka sig ett par moss). Samspelet mellan vixterna och djuren kan beskrivas med
foljande differentialekvationer, diar S(¢) betecknar antalet skadedjur:

dV/dt = a1V — asV? — a3V’ S
dS/dt = —b; S** + by V06598

I vaxtekvationen tillkommer termen —asVS som effekt av att skadedjuren dykt upp, med kon-
stanten ag = 0.011. Djuren har svarigheter att oka ju fler de dr, ddrav den negativa forsta termen
i dS/dt med konstanten by = 2.0. Djurantalet okar daremot nér de har mojlighet att utnyttja
fédan; i den positiva andra termen géller bs = 0.085.

Losningen till detta differentialekvationssystem gar, da ¢ — oo, mot en konstant som inte
beror pa begynnelsevillkoren. Sétt derivatorna lika med noll och 16s det ickelinjéra system som
ger slutviardena for V och S.

Los differentialekvationerna numeriskt med lamplig metod fram till tidpunkten 75 = 1.5
(d v s ett och ett halvt ar efter vixtplanteringen). Har antalet vixter och skadedjur hunnit
stabilisera sig? Hur manga procent (eller promille) avviker deras vérden fran slutvirdena?

Vid denna tid infors rovdjur R (ett ormpar) pa 6n for att halla de vixtédtande mossens antal
nere och darmed 6ka méngden av vixter. Man far ett differentialekvationssystem dér vixtekva-
tionen &r oférdndrad (ormarna &ter inte véxterna). Skadedjurs- och rovdjursekvationerna blir
nu

dS/dt = —by St + by V06598 _psSR
dR/dt = —c1R + c2SVR.

Med lampligt valda viarden pa konstanterna i modellen géller &ven hér att V', .S och R for stora
t-virden nérmar sig en konstant stabil 16sning. Lat b3 = 1.5, ¢; = 2.0 och ¢z = 0.025. Berdkna
som ovan slutvérdena fér V', S och R.

Los differentialekvationssystemet tills tre ar gatt sedan vixterna planterades, T3 = 3. Hur
néra sina slutviarden har de inblandade parterna natt?

Hjalper besprutning?

Oborna som utnyttjar viixterna och vill skérda frukterna #r dnda inte néjda — man tycker att
skadedjuren &ter for mycket. Vid tidpunkten T3 beslutar man sig fér en arlig besprutningskam-
panj, som ar si anpassad att 70 procent av skadedjuren dédas vid varje ars besprutning som
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sker alldeles i slutet av aret. Effekten &r tyvérr sddan att dven rovdjursstammen drabbas, 20
procent av rovdjuren dodas samtidigt varje ar av giftet.

Los alltsa differentialekvationssystemet med besprutning varje ar inférd. Efter ndgon tid har
bestanden stabiliserats till nya virden (en periodisk l6sning uppstéar). Har 6borna gjort ratt?
Studera vixtbestandet under ett ar fore och efter besprutningskampanjen.

Utvidgning

Hur kénslig dr denna ekologiska modell for storningar i koefficienterna? Gor nagra numeris-
ka experiment med smé (eller kanske stora) fordndringar i nagon eller nagra koefficienter och
undersdk hur resultatet blir! For vilken koefficient &r V kénsligast? Experimentera ocksa med
andra besprutningsmedel som paverkar skadedjurs- och rovdjursbestdnden annorlunda &n det
forst provade giftet.

Man kan hitta den periodiska l6sningen genom att kora flera (manga?) ar. Men man kan ocksé
hitta den genom att leta reda pa de startvirden S(0), R(0) som ger S(1) = S(0), R(1) = R(0)
dér besprutningen raknats med vid t = 17. Man skordar vid slutet av aret alla vaxter utom 100,
sa V(0) = 100. Det &r ett icke-linjéart ekvationssystem med tva obekanta som man kan 16sa med
Newtons metod och differens-approximation av Jacobianen. Gor det!
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6 Ljudvagor under vattnet

The speed of sound in ocean water depends on pressure, temperature and

salinity, all of which vary with depth in fairly complicated ways. Let z z  c(z)
denote depth in feet under the ocean surface (so that the positive z axis 0 5050
points down) and let ¢(z) denote the speed of sound at depth z. We shall 500 4980
ignore the changes in sound speed observed in horizontal directions. It is 1000 4930
possible to measure ¢(z) at discrete values of z; typical results can be found 1500 4890
in the table. We need ¢(z) and also ¢/(z) between data points. 2000 4870
Fit the data in a least-squares sense with the non-linear model function 2500 4865
3000 4860

c(2) = 800 -+ p1 + po g + pae " 3500 4860

4000 4865

Least-squares fitting with a non-linear model is described in Section 4.5.1 5000 4875
in Sauer. To obtain initial values, solve the linear approximation problem 6000 4885

with py = 1. Make a plot over the data points and the fitted model curve 7000 4905
¢(z). Since the sound speed varies with depth, sound rays will travel in 8000 4920
curved paths. A fixed underwater point emits rays in all directions. Given 9000 4935
a particular point and initial direction we would like to follow the ray path. 10000 4950
Thus letting = be the horizontal coordinate we know the initial values: 11000 4970
x =0, z =2z, dz/dx = tan 3y, where ) denotes the angle between the 12000 4990

horizontal line z = 2y and the ray in the initial point.
The ray path z(z) is described by the following second order differential equation

d*z d(z)

2= P c(2)3

where qo = (¢(20)/ cos By)?. Use the fourth order Runge-Kutta method (or ode45) to trace the
ray beginning at zg = 2000 feet and 5y = 7.8 degrees. Follow the ray for 25 nautical miles

x
—_—

s T
ci)
(%)

I N ke

(1 nautical mile is 6076 feet). Plot the curve z(z). You should find that the depth at zy = 25
nautical miles is close to 2500 feet.

Now suppose that a sound source at a depth of 2000 feet transmits to a receiver 25 miles
away at a depth of 2500 feet. The above calculation shows that one of the rays from the source
to the receiver leaves the source at an angle close to 7.8 degrees. Because of the nonlinearity of
the equation there may be other rays leaving at different angles that reach the same receiver.
Run your program for Sy in the range from —10 up to 14 degrees, plot the ray paths and print
a table of the values z(xy).

10
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We are interested in finding values of fy for which z(x¢) = 2500. Use an efficient algorithm
to determine the rays which pass through the receiver. Discuss the accuracy of your results.

11
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7 Satelliten

En satellit ror sig i ett kretslopp kring jorden och manen. De tre kropparna bildar ett plan i
rymden och vi lagger ett koordinatsystem i detta rorliga plan: z-axeln ar linjen som gar genom
jorden och manen; origo laggs i dessa kroppars masscentrum, och ladngdenheten valjs sa att
avstandet jorden-ménen dr en enhet. Lat p = 1/82.45 vara forhallandet mellan méanens och
jordens massor; jordens centrum finns da i (—u, 0) och manens centrum i (1—p, 0). Satellitens
massa ar forsumbar jamfort med de bada andra kropparna och dess lage som funktion av tiden
ar (x(t), y(t)) i detta koordinatsystem, som ju ror sig allt eftersom manen roterar kring jorden.
Differentialekvationssystemet nedan beskriver satellitens rorelse:

Ax+p) p@—A)

r=2y+x— — — cz,
’ G
. A
y:—2x+y——g—'u—g—c,
1 T2

dir A =1—p, r? = (z 4+ p)? + y? och 73 = (x — \)? + y?. Parameterviirdet ¢ = 0 iir naturligast,
ett c-viarde skilt fran noll innebér att man simulerar viss friktion i rymden. Vid tidpunkten
t = 0 befinner sig satelliten i punkten (1.2, 0) och har hastigheten vy i negativ y-riktning, d v s
z(0) =0, g(0) = —vp.

For att fa differentialekvationernas enkla utseende giller att tids- och ldngdenheterna &r
listigt valda. Tiden har skalats si att en tidsenhet dr 3.751 x 10°s och lingdenheten ir som
ovan sagts avstandet mellan jordens och méanens centrum vilket dr 3.84 x 10° km. Jordradien #r
6370 km.

Behandla fallet ¢ = 0. Vi &r intresserade av att hitta en periodisk 16sning till satellitbanan,
sé att satelliten efter tiden T &terkommer till sitt ldge vid ¢ = 0 med samma hastighetsvektor
som da. Man vet att det finns en sddan bana for ett vg-virde som ligger strax 6ver 1 och att
omloppstiden T blir drygt sex tidsenheter. Anviind denna kunskap for att bestdmma vy och T
med tresiffrig precision.

Boérja med att berdkna banan for vy = 1: Los differentialekvationerna med Runge-Kuttas
metod och rita upp banan. Satellitbanan har ett ratt intressant utseende i detta koordinatsystem.
Berdkna (med lamplig form av interpolation) ¢-vérdet och @-vérdet vid z-axelpassagen. Notera
hur mycket den berdknade hastigheten i z-led avviker fran det 6nskade nollvérdet.

Gor om beradkningarna for vg = 1.1, och automatisera dérefter sokandet till en effektiv
ekvationslosningsalgoritm for att finna den starthastighet vy som astadkommer att & = 0 efter
ett helt varv. Vad blir omloppstiden omréaknat i dygn? Diskutera tillforlitligheten i resultatet.

Hur néra jordytan passerar satelliten? Ange avstandet i km och tidpunkten i dygn vid de
tva tillfallen under banan da satelliten dr som ndrmast. Genomfor hela simuleringen en gang till
men med satelliten i punkten (1.21, 0) vid ¢t = 0. Hur néra jordytan sveper satelliten nu?

Nér man i en simulering rakade sétta vg till 1.5 visade det sig att hela férfarandet konvergerar
mot en annan periodisk satellitbana. Hur ser den ut? Vilken omloppstid och minsta avstand till
jordytan?

Infér nu friktion, 14t ¢ = 1 och 16s differentialekvationerna med samma begynnelsevirden
som i det forsta periodiska fallet ovan. Vad tycks ske med satelliten?

12
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8 Struthatten

Styirngossestrut och krafthatt — tva utvecklingsbara ytor

En trevlig struthatt far man av en sned kon med spetsen i punkten (a, 0, b) och med cirkelformad
bas, x = Rcosu, y = Rsinu, z = 0,0 < u < 27. Med R = 7.8, a = 5.5 och b = 11 (cm)
blir hatten lagom stor for kréftskivan. Med virdena R = 8.8, a = 12 och b = 36 far vi en
stjarngossestrut.

Koner har den goda egenskapen att de kan dstadkommas genom rullning av plant material
som t ex papper eller plat. En rymdyta av detta slag kallas utvecklingsbar (med ett finare ord
developabel) och har stor betydelse i tillverkningsindustrin. Det géller att kunna rikna fram
konturen till rymdytans plana mall.

Med hjélp av differentialgeometri och egenskaper hos rymdytan (i vart fall den sneda konen)
kan man hérleda foljande tre differentialekvationer som beskriver klipparkets buktiga monster-
kurva:

d704_ R —acosu

du /b2 + (R — acosu)?
d

d—i = Rcosa

d

CTZ = Rsina

dér &€ och n ar kurvans z- och y-virden da parametern u l6per fran 0 till 27 och « &r lutnings-
vinkeln for kurvan i punkten (&, 7).

Startviarden i punkten A: v = 0, « = 0, £ = 0, n = 0. Kurvan slutar i punkten B dér
parametern v har natt 2. Los differentialekvationssystemet med Runge-Kuttas metod av fjarde
ordningen och rita kurvan fran A till B. Fyrtio steg kan vara lampligt for att f4 en snygg kontur.

Konens spets kommer pa klipparket att vara beldgen i punkten P = (O, b+ (R — a)2>.

Om man néjer sig med bara atta eller tio delintervall i RK4 far man faktiskt tillrdcklig
noggrannhet (cirka fyra korrekta siffror) i de berédknade virdena pa «, £ och 7 (kolla det experi-
mentellt!), men kruxet dr da att fa kurvan att bukta snyggt mellan punkterna. Hermiteinterpo-
lation (se t.ex. avsnitt 3.3.1 i Gerd Eriksson: Numeriska algoritmer med Matlab) av £ och 1 som
funktioner av u i varje intervall ger prydlig 16sning och &r enkelt eftersom nédvandiga derivator
kommer ur differentialekvationerna. Jamfoér den interpolerade kurvan med en framriaknad med
RK4 och mycket litet steg.

Utvidgning

Om slutvinkeln «(27) i mallen &r 7 eller 7/2 blir tillskdrningen av strutmallarna enklare och det
blir mindre materialspill. Lat R = 7.8 och a = 5.5 och berékna vilken h6jd b som krafthatten
kommer att fa vid tillverkningskravet a(27) = . For lussestruten: behall R = 8.8, a = 12 och
berdkna hoéjden b sa att a(27) = 7/2. Bestdm matten hos det minsta rektanguléra klippark
som innehaller strutmallen for denna krafthatt respektive lussestrut. Berédkna med numerisk
integration hur stort materialspillet blir. Ange ocksa hur manga procent av arket som &r spill.

Som kontroll bér man forstas tillverka en hatt av papper och se om den verkligen ser ut som
den ska nér bottenkonturen passar med cirkeln. Visa mallar och strutar!

13
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9 Vindkastet

En aprildag med varma sydvindar tranar Pelle bollkast pa sportplanen. Han kastar i vag bollen
osterut med utkastvinkeln (i vertikalplanet) 30°, hastigheten 25 m/s och héjden 1.4 m. Pelle har
fotterna i origo i ett koordinatsystem med horisontella z- och y-axlar, x at oster, y at norr (i
vindens riktning). Differentialekvationerna fér bollbanan blir

T = —qxz,
y = _Q(y - a(z)),
5= -982—qz, dir ¢=c\/22 + ( — a(2))? + 22,

Luftmotstandskoefficienten ¢ beror av bollradien och massan, och &r fér Pelles boll ¢ = 0.070.
Vindstyrkan dr 7m/s vid marken och 6kar den hér aprildagen med héjden enligt: a(z) = 7+0.35z.

Visa hur differentialekvationerna kan skrivas om pa vektorform till ett system av forsta
ordningens differentialekvationer och ange startvektorns komponenter.

Anvénd en effektiv algoritm som bestdmmer kastbanan tills bollen natt mark och berdknar
nedslagsplatsen noggrant. Nagon form av interpolation kan behovas eftersom rékningarna inte
ska utforas med ett onddigt kort tidssteg. Bedom noggrannheten i resultatet. Rita kastbanan
— plotkommandot for att rita en kurva i 3D &r plot3(x,y,z) dir x, y och z &r vektorer som
innehaller kurvpunkternas koordinater.

Pelle vill att bollen trots vinden ska slé ned rakt osterut, alltsa pa z-axeln. Hur ska han véinda
sig i kastogonblicket for att astadkomma det? Hans utkastvinkel i vertikalplanet &r fortfarande
30°. Utvidga programmet med en effektiv algoritm for detta.

Pelles boll studsar faktiskt nér den slar ner pa marken. Bollens hastighetskomponenter blir
vid studsen samma i x- och y-led som de var just vid nedslaget, medan hastigheten i z-led byter
tecken. Lagg pa en lagom dédmpning, till exempel en ddmpningsfaktor pa 0.80 vid varje studs.
Visa en bild 6ver bankurvan for den studsande bollens fem forsta studsar, nér Pelle kastar i vag
bollen sa att férsta nedslaget hamnar pa z-axeln.

Utvidgning

Nu vill Pelle prova bolltraff mot en liten grej pa toppen av en 3.5 m hog stolpe, 6 m 6sterut och 2m
at norr, alltsd vid zpry1 = 6.0, ypry1 = 2.0, zpry1 = 3.5. Differentialekvationerna dr oférandrade,
samma boll och samma blast. Pelle har samma position som foérut men han &r lite forsiktigare,
utkasthastigheten dr 15m/s. Pelles forsta forsok gors med utkastvinkeln 60° i vertikalplanet
och vridning 15° medurs sa att ndsan pekar ungefar ostsydost. Skriv en algoritm som berdknar
bollbanan och med god precision (viss interpolation behovs!) anger y- och z-koordinaterna nér
bollen finns vid x = py1.

Ténk ut en smart algoritm for att hjilpa Pelle att med s& fa forsok som mojligt traffa
grejen pa stolpen. Det dr tva villkor att uppfylla vid & = xpry1: rétt virden pa y och z och tva
obekanta vinklar att bestdmma. Det leder till ett icke-linjart ekvationssystem som man kan l6sa
med Newtons metod och differens-approximation av Jacobianen. Gor det! Rita upp stolpen och
Pelles lyckade bollkast som slar ned grejen fran stolpen.

14
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10 Flodespaketet — Partikelflode forbi en cylinder

En langstrickt cylinder med radien R = 2 befinner sig i en inkompressibel vatska som strommar
i positiv z-riktning. Cylinderns axel ar vinkelrdt mot flodesriktningen. Det hela kan betraktas
som ett tvadimensionellt problem i rummet. Laget (x(t), y(t)) for en flodespartikel vid tiden ¢
bestdms av partikelns startposition (z(0), y(0)) och av differentialekvationssystemet

de _ ) Ry
dt (2 +y?)2
dy 22y R?

dt (224 y?)?
Vid t = 0 befinner sig fyra flodespartiklar vid x = —4 med y-positionerna 0.2, 0.6, 1.0 och
1.4. Berdkna och rita deras stromningskurvor fram till tiden ¢ = 12. Notera laget for de fyra
partiklarna vid denna tidpunkt. Den understa partikeln har hamnat pa efterkélken. Berdkna
med en effektiv algoritm hur lang tid som krévs for att den ska na fram till samma x-position
som den 6versta har vid ¢ = 12.

Vi vill nu studera hur ett paket av flodespartiklar deformeras nér det strommar forbi cy-
lindern. Det géller att 16sa differentialekvationssystemet en tidsperiod i taget och rita en 6gon-
blicksbild av partikelpositionerna. Lat startformationen for partikelpaketet vara en regelbunden
tjugohorning med centrum i (—4, 1) och radiellt avstand till hérnen 0.6.

Beridkna arean av varje deformerad polygon. For en sluten polygon finns féljande trapetsre-
gelliknande areaformel:

A = (21y2 — T2y1 + X2y3 — T3y2 + - - + Tuy1 — T1Yn) /2.

Gor om berékningarna for en fyrtiohdrning. Fortsétt eventuellt med en fordubbling av antalet
horn. Vilken slutsats kan dras om partikelpaketets area under strémningen férbi cylindern?
Utfor dven egna experiment med annan startform pé partikelpaketet och andra startpositio-
ner i y-led.
Partikelflode forbi en sfar (3D-problem)
Cylindern i den strommande vatskan byts ut mot en sfar med centrum i origo och radien R =
2. I sfaren finns en dipolkilla riktad i positiv x-led med en styrka sadan att flodespartikelns lage
(z(t),y(t), 2(t)) bestams av foljande differentialekvationer diar s = y/22 + y? + 22:

d

ch =1— R3(22% — 4% — 22)/25°,
% = —R3zy/2s°,

% = —3R3x2/2s°.

Borja med att berdkna och rita stréomningskurvor fram till tiden ¢ = 15 {6r nagra partiklar som
alla startar vid x = —6. Valj sjilv viarden pa y(0) och z(0).
Skapa sedan ett partikelpaket i form av en polyeder med hjélp av

np=8;
[X,Y,Z]=sphere(np) ;
w=0.6;

15
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X=-6+w*X;
Y=yO+w*Y;
Z=z0+w*Z;

Anvind egna virden pa yO och z0 och utfor berdkningar for att studera hur polyedern av
partiklar deformeras nér den strommar forbi sfaren. Rdkna ocksa pa en polyeder med np=16. Hur
ar det med partikelpaketets volym under farden? Hur rdknar man ut volymen for en deformerad
polyeder? Fundera pa det! Efter lite grubblande kan du fa tillgang till en funktion som beréknar
volymen genom summation av manga sma pyramidvolymer.

16
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11 Glodtraden
Betrakta randvardesproblemet

d?u

== au* — %0 (u), u(0) =10, u'(L/2)=0.

Problemet ar att finna temperaturfordelningen w(z) i en stromforande metalltrad med langden
L =0.40m, da traddndarna halls vid den mycket laga temperaturen 10 K. P& grund av symmetrin
riacker det att betrakta halva tradens langd med randvillkoren ovan.

Lat traden vara wolfram med radie 0.1 mm och emissivitet (formaga att avge termisk stral-
ning) 0.3. Dess resistivitet #r temperaturberoende: o(u) = 1078(1 4 u/32.5) Qm, stralningskon-
stanten ar a = 0.01 och g =1-10'3.

1. For att fa en idé om vilka temperaturer det blir, kan man forsumma véarmeledningen sa
att all varme stralas bort. Da bestdms temperaturen av

0 = au' — BI%0(u).

Los ekvationen med t ex Newtons metod for I = 0.1,0.2,...,10 A och rita u(I). Motivera
varfor temperaturen inte kan bli hogre i den riktiga modellen.

2. Anvénd finita differensmetoden och gor diskretisering i N intervall. Visa hur randvér-
desproblemet kan approximeras av ett ickelinjirt ekvationssystem. Los systemet dels for
N = 40, dels for N = 80. Fortsétt att fordubbla om du tycker att noggrannheten &r
otillrdcklig. Rita upp temperaturférdelningen i traden for I = 0.1,0.2,....

Vi vill finna temperaturfordelningen i traden da stromstyrkan &r upp till 20 A. Nér strom-
men ar sa stark blir traden glodhet pa mitten men &r fortfarande ytterst kall i &ndarna.
Det kan vara knepigt att hitta fungerande startgissningar.

Fundera ut en lamplig algoritm som successivt l6ser mellanliggande temperaturfordel-
ningsproblem — forst for stromstyrkor strax 6ver 0.1 A och dérefter lagom stréomhéjning.
Algoritmen bor ddarmed klara av att berdkna de knepiga temperaturférdelningskurvorna
som hoga stromstyrkor ger upphov till.

Utvidgning

En annan tdnkbar algoritm fér randvirdesproblem #r inskjutningsmetoden!. Gér nu en jam-
forande studie genom att ocksd prova denna metod pa glodtradsproblemet forst vid den laga
stromstyrkan 0.1 A, dérefter vid allt hogre stromstyrkor.

1Se Sauer, kap. 7.1.2.
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12 Kometen - stoftsvans av kometdamm

En komet ror sig i en elliptisk bana runt solen. I polara koordinater med solen i origo géller
uttrycket:
r(p) = R/(1+ Ecos¢), 0<¢<2m. (1)

R ar ellipsens medelradie och E &r excentriciteten som uppfyller 0 < F < 1. For en cirkel géller
E = 0; en mycket langsmal ellips har ett F-virde néra ett.

Var kometbana har excentriciteten £/ = 0.4 och medelradien R = 105 i en lamplig astrono-
misk lingdskala. Kortaste avstandet fran solen till kometen ar 105/1.4 = 75 langdenheter. Rita
upp ellipsen.

Kometen betraktas vid positionen da den ar ndrmast solen och precis korsar positiva z-axeln,
alltsa vid (75, 0). Man kan da observera tva kometsvansar: en jonsvans riktad rakt ut fran solen
(den ska vi inte rékna pa) och en stoftsvans som bestar av stoftpartiklar (kometdamm) som
kastats ut fran kometen. Partiklarna foljer inte kometbanan eftersom de férutom av gravitationen
fran solen ockséa paverkas av stralningstrycket fran solljuset.?

For att kunna beridkna stoftsvansen maste vi kinna till kometens position och hastighet vid
ett antal tidpunkter fore observationspunkten. Newtons gravitationslag ger differentialekvatio-
nerna

u=-C—

b=—-C=

dir u = @, v =y och s = /22 + 12

K
Fo

ap R adad

—

G ¢

Konstanten C' beror av kometens massa, solens massa och gravitationskonstanten och med
vél valda enheter kan vi sitta C' = 1. Vi vill nyttja kometdata fran positionen P dir ¢g = 50°
moturs till observationspunkten. Kometens riktning vid P ar

k= (r'(qbo) cos ¢ — 7o) sin ¢o, 7' (¢o) sin g + 7(¢hg) cos ¢0) )

(Visa det!). Den normerade rorelseriktningen &r ko = —k/||k||2 och hastighetsvektorn kan da
skrivas Vj ko. Om vi startar klockan i P géller alltsa att x(0) och y(0) ar kinda och u(0), v(0)
kan bestammas om Vj ar kind. Det okénda hastighetsviardet Vg bestdms ur randvillkoret att
kometens z-koordinat vid z-axelpassagen ska vara 75, men vi vet inte vid vilken tid det intraffar.

Stoftpartiklarna kastas iviig fran kometen i samma riktning och med samma hastighet som
kometen har. De trycks ivdg av stralningstrycket som verkar rakt ut fran solen och ar omvént

2Halliday, Resnick, Walker, Fundamentals of Physics, Sample Problem 34-2 (s. 813 i sjatte upplagan) visar en
fin illustration pa kometsvansfenomenet och innehéaller lite teori om stralningstryck.
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proportionellt mot solavsténdets kvadrat och deras banor foljer saledes samma differentialekva-
tion som kometen men med andra C-virden. Det ar partikelstorleken som avgor om banan blir
ratlinjig “kritisk storlek” med C' = 0, utatkrokt (smé stoftkorn), C' < 0, eller inatkrokt (stoft-
korn, storre dn de kritiska), 0 < C' < 1. Berdkna och rita stoftsvanskurvan som dessa partiklar
bildar.

Startvirdena i utkastpunkten bestdms av kometdata just dér. Slapp ivag nagra tiotal stoft-
korn med C-viarden mellan —1 och 1 vid P och se hur svirmen ser ut i observationségonblicket.

Utvidgning

1. Ovan bestdmde vi komethastigheten genom att 16sa ett randvardesproblem numeriskt. Nu
ska vi gora det analytiskt genom att anvinda kdnda satser fran den celesta mekaniken.
Vektorn fran centralkroppen (solen) till massan brukar kallas radius vector med lingd

r(t) = /x(t)? + y(t)?. Da galler att totala energin dr konstant, med V = vu? + v?,
1/2V% - C/r = Ep

och (som Kepler upptickte genom observationer) att radius vector sveper lika ytor under
lika tider, d v s

r2g =M
Anvind de tva punkterna perihelion (nidrmast solen) och aphelion (ldngst bort) till att

bestdmma bankonstanterna Ep och M. Berdkna sedan V{y och jamfér med ditt numeriska
resultat.

2. Prova sedan att sldppa stoftkorn vid tidpunkter to+kAt, k = 1,2, ..., N och hitta lampligt
At och lampliga C-vérden sa att det blir en prydlig dammplym.
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13 Stromkretsen

En enkel stromkrets bestar av en kondensator och en spole. Kondensatorn ar uppladdad till
spanningen Up. Spolen innehéller jarn och har stromberoende induktans: L = Ly/ (1 + I2).
Vid tiden t = 0 sluts kretsen och strommen bestams sedan av tva samband:

dl

Spanningen 6ver induktansen: U= L%
.. au
Strommen genom kondensatorn: I1=-C g

Visa att foljande differentialekvation kan hérledas ur uttrycken ovan (efter derivering av forsta

C

n———
__————-I
M

uttrycket):

I 20 (dI\? I(1+1%)

2~ 1+12 <dt> - LC
Vid tiden ¢ = 0 géller I = 0 och dI/dt = Uy/Ly. Géllande data &r Lo = 1 H, C = 1 pF. Losningen
I(t) till differentialekvationen &r en periodisk funktion som &r mer eller mindre sinusliknande
beroende av hur Uy-vardet valjs. Visa, t ex genom att derivera uttrycket E, att for 16sningen till
begynnelsevirdesproblemet giller, att E(t) = U(t)? + log(1 + I(t)?) = const.

Nagra olika virden pa Uy ska provas, dels spanningen 240V da jarnkdrnans inflytande ar
nastan forsumbart, dels tva héga spanningsviarden 1200V och 2400V da stromkurvan inte blir
sarskilt sinuslik langre.

Fore den numeriska behandlingen kan det vara bra att bedéma storleksordningen pa svang-
ningstiden. Det &ar latt att rdkna ut frekvensen och svingningstiden for en krets med konstant
C och konstant L = L.

Anvénd ode45 for att berdkna och rita stromkurvorna (standardtoleransen i ode45 duger
inte, en relativ tolerans som é&r flera tiopotenser mindre kan vara nodvéndig). Som jamforelse
ska du &ven utnyttja en egen RK4 for stromkurveberdkningarna.

Fundera ut en bra algoritm fér att bestdmma strémmens toppvérde Iy, och for att med
mycket god precision berdkna sviangningstiden 7. Tillforlitlighetsbedéomning av I,. och T' krévs.

Fourieranalys — anpassning med trigonometriskt polynom

Programmet ska gora en Fourieranalys av stromkurvan, det vill sdga berakna koeflicienterna ay
i fourierutvecklingen av I(t):

I(t) = a1 sinwt 4+ ag sin 2wt + azsin 3wt + - -, dér w = 27/T
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Att det inte blir nigra cosinustermer i utvecklingen foljer av att funktionen I(¢) ar udda.
For koefficienterna i formeln géller:

9 (T
ap = T/ I(t)sin(kwt)dt, k=1,2,3,....
0

Vid valet av numerisk integrationsmetod bor du ténka pé att integranden &r en periodisk funk-
tion. Se sidan 61 i Numeriska algoritmer med Matlab av Gerd Eriksson. Berdkna de 14 forsta
fourierkoefficienterna. Om strémmen &r néstan sinusformad bor alla koefficienter utom den forsta
vara mycket smé, stammer det?

Rita i samma figur upp strémkurvan samt resultatet av fourierutvecklingen, dels d& bara de
tre forsta termerna tas med, dels da alla fjorton finns med.

Utvidgning

1. Det kommer ett krav att strommen i kretsen inte far éverstiga 10 A. Beridkna med en
effektiv 1osningsmetod det spanningsvarde Uy = Up*® som ger I, = 10 A. Man har
mojlighet att variera spolens Lg-virde och vill darfér for en krets som uppfyller kravet
Imax = 10 undersoka beroendet mellan Uy* och L. Berdkna och markera i ett diagram
Uy* for Ly = 0.05,0.1,0.2,0.3,...,2.0 H.

2. Sambanden U = LY L = Ly/(1 + I1%),I = —C% bildar direkt ett system av tva fors-
ta ordningens ODE for strommen I(t) och spanningen U(¢). Det leder till en alternativ
berdkningsmetod for att rita upp strom- och spanningskurvorna och for att bestdmma
Imax och sviangningstiden T'. Genomfor detta for var svingningskrets. Fourieranalysen och
utvidgning 1 behdver inte vara med har.
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