NI e Personnummer: ...

Lappskrivning 2: Losningsforslag
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SF1674 Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.

Max: 12 poang

Version A

1. (4 poiing) Bestim maximala virdet av funktionen f(z,y) = 22—y under bivillkoret
r—y =22
Losning: Bivillkoret ger att y = x — 22. Genom att siitta in detta uttrycket
for y i funktionen f, reducerar vi problemet till féljande optimeringsproblem utan

bivillkor: Maximera funktionen
F(z):= f(z,z —2%) = (2—2)2®

over alla z € R. Vi noterar forst att F(z) — —oo da |z|] — oco. Det foljer att
F(x) har ett maxvirde pa R och att detta maxvirde antas i en stationdr punkt.
De stationira punkterna for F(z) bestims av ekvationen F'(x) = 2(3 — 2x)x? = 0.
Detta ger tva stationdra punkter: x = 0 och x = 3/2. Eftersom F(0) = 0 och
F(3/2) = 27/16, ser vi att maxvérdet for F' ar 27/16.

Alternativ 16sning: Lat g(z,y) = z —y — 22 sa att bivillkoret &r g(x,y) = 0.
Eftersom
Vf=(2z,—-2y), Vg=(1-2x,-1),

kan Lagranges ekvation V f = AV g skrivas

2z = A\(1 — 22),
—2y = —\.

Genom att eliminera A ser vi att y = 5. Vi sitter in detta i ekvationen for
bivillkoret: )

T — x —2?2=0 dvs M:O,

1—2x 1—-2x

vilket ger x = 0 eller © = 3/2. Det foljer att f antar sitt maxvirde under det givna
bivillkoret i nagon av punkterna (0,0) eller (3/2,—3/4). Eftersom f(0,0) = 0 och
f(3/2,-3/4) = 27/16, foljer att maxvérdet antas i punkten (3/2,—3/4) och ges av
27/16.
Svar: 27/16.

2. (4 poiéng) Funktionerna f : R? — R3 och g : R? — R? definieras av

flz,y) = (@® 2 +y,9°), el =’ 22).
Bestdm funktionalmatrisen for den sammansatta funktionen f o g.

Lésning: Lat F = (I, F», F3) = fog : R? = R? beteckna den sammansatta
funktionen. Da galler

F(z,y) = (4*)%, 9% + 2z, (22)%) = (4%, v + 22, 42?),



vilket ger funktionalmatrisen

oF  OF

% 3 D
F'(z,y) = ?}; 83*2 =12 3

e oy so 0

Alternativ 16sning: Eftersom

af of

éwal 597/1 22 0
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och 5 5
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ox dy
sa ger kedjeregeln foljande funktionalmatrix for den sammansatta funktionen:

(Fog)(z,y) = (g(z,y)g (x,y) = f'(y°, 22)g (x,y)

2% 0 2 0 6y°

{1 1 <(2) 38): 2 3y

0 4dx 8r 0
0 6y°
Svar: F/(z,y) = | 2 3y?
8xr 0

. (4 poiing) Bestém de globala extremviirdena for funktionen f(z,y) = 22 +2y? — 2y
i omradet

D={(z,y) eR*|y <z <4d—y, y>0}

Losning: Vi berdknar
fr =2z, f;:4y—2.

Det foljer att de stationdra punkterna &r 16sningar till

2z =0,

4y —2=0.
Alltsa finns ingen stationdr punkt i D (den enda lésningen ar (z,y) = (0,1/2)
vilken inte ligger i D).

Omradet D é&r en triangel begrénsad av de tre sidorna (se Figur 1)

S1 ={(z,2)|0 < x < 2}, So = {(z,0)|0 <z < 4},
S3={(4 -y )0 <y <2}

Max och min pd S;. Lat hy(z) = f(z,x) = 32?2 — 22, 0 < 2 < 2, vara restriktio-
nen av f till S;. Eftersom h)(z) = 6z — 2, finns det en stationdr punkt i = 1/3.
Vi har

hi(0) =0, hl(é):—%, hi(2) =8,



51 S3

(0’ 0) S2 (4’ O)

Figur 1 Omradet D dr en triangel med hérn i (0,0), (4,0) och (2,2).

alltsa ges max och min vérdena for h; pa [0,2] av 8 och —%, dvs, max och min
vardena for f pa S1 ar 8 och —%.

Max och min pa Sy. Lat ho(x) = f(2,0) = 22, 0 < x < 4, vara restriktionen
av f till Se. Eftersom hf(xz) = 2z, finns det en stationdr punkt i =0 (z = 0 ar
ocksa en randpunkt). Vi har

hao(0) =0,  ho(4) = 16,

alltsa ges max och min vérdena for hy pa [0,4] av 16 och 0, dvs, max och min
vardena for f pa S ar 16 och 0.

Max och min pa S3. Lat h3(y) = f(4 —y,y) = 16 — 10y + 3y%, 0 < y < 2, vara
restriktionen av f till Ss. Eftersom hf(y) = 6y — 10, finns det en stationér punkt i
y =5/3. Vi har

) =16, hs(2) =2 hy(2) =8,
3 3

alltsa ges max och min véirdena for hg pa [0,2] av 16 och 23—3, dvs, max och min
vardena for f pa Ss ar 16 och 2—33
Sammanfattning: Eftersom det inte finns nagra stationéra punkter i det inre av
D, sa antas extremvérdena for f pa randen av D. Det foljer att f’s maxvéarde pa
D &r 16 (det antas i punkten (4,0)) och f’s minvarde pa D &r —1/3 (det antas i
punkten (1/3,1/3)).
Svar: maxvirde = 16, minvéirde = —1/3.



