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1. (4 poäng) Bestäm max och min värdena för f(x, y) = x − y under bivillkoret
x2 + 3y2 = 2.

Lösning: L̊at g(x, y) = x2 + 3y2 − 2 s̊a att bivillkoret är g(x, y) = 0. Eftersom

∇f = (1,−1), ∇g = (2x, 6y),

kan Lagranges ekvation ∇f = λ∇g skrivas{
1 = λ2x,

−1 = λ6y.

Genom att eliminera λ ser vi att y = −x
3 . Vi sätter in detta i ekvationen för

bivillkoret:
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Det följer att max och min värdena för f(x, y) under det givna bivillkoret är
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2. (4 poäng) Beräkna integralen∫∫
D

1

(1 + (3u+ v)2)2
dudv

där D ges av u ≥ 0, v ≥ 0, 0 ≤ 3u+ v ≤ 1.

Lösning: D är en triangel i uv-planet med hörn i (0, 0), (1/3, 0) och (0, 1). L̊at
g(u, v) = 3u+ v och h(w) = 1

(1+w2)2
. För 0 ≤ w ≤ 1 s̊a är

Gw = {(u, v) ∈ D | g(u, v) ≤ w},

1



en triangel med hörn i (0, 0), (w/3, 0) och (0, w). Arean av Gw ges av A(w) = w2/6.
Integration med hjälp av niv̊akurvor ger∫∫

D
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dudv =

∫∫
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=

∫ 1

0

1

(1 + w2)2
w

3
dw = − 1

6(1 + w2)

∣∣∣∣1
0

=
1

12
.

3. (4 poäng) I en rät cirkulär kon med höjd h > 0 och basradie R > 0 är densiteten
proportionell mot avst̊andet till basytan och lika med 2 i konens spets. Bestäm
konens massa.

Lösning: Vi inför cylindriska koordinater (r, ϕ, z) s̊a att konens bas ligger i planet
z = 0 och konens spets befinner sig i punkten (0, 0, h). Densiteten ges av ρ = 2z/h.
Om (r, ϕ, z) ligger p̊a konens mantelyta s̊a ser vi med hjälp av likformiga trianglar
att

h− z
r

=
h

R
dvs r =

(h− z)R
h

.

Allts̊a ges konen K i de cylindriska koordinaterna av

K : 0 ≤ z ≤ h, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ (h− z)R
h

.

Vi finner att den totala massan är

M =
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∫∫∫
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