Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2020
Uppgifter till 6vning 12

Komplexitetsklasser och repetition

Uppgifter pa komplexitetsklasser

co-NP-fullstidndighet Ett diskret tekniskt diagnosproblem kan modelleras pa foljande sétt:
komponenttillstand, systemtillstdnd och omgivningstillstand representeras av booleska va-
riabler och sjdlva systemet definieras med en boolesk formel ¢. Man vet att i alla mdjliga
(fungerande) virldar kommer systemvariablerna att ha virden sa att ¢ ar sann.

Anta att komponenttillstdnden alla ar tvavirda och att en komponent ¢ darfér representeras
av en boolesk variabel z. (dér sant betyder att komponenten fungerar och falskt att den &r
trasig). Vi vet att en komponent ¢ ér trasig om den formel som vi far om vii ¢ sétter in virden
for alla variabler som representerar kiinda komponent-, system- och omgivningstillstand samt
sétter x. till sann inte ar satisfierbar.

Visa att det dr co-NP-fullstdndigt att avgora ifall ¢ &r trasig.

Komplexitetsklassrelation PSPACE ar komplexitetsklassen som bestéar av alla sprak for vilka
det existerar en deterministisk turingmaskin som kénner igen spraket i polynomiskt minne.
EXPTIME bestar av alla sprak for vilka det existerar en deterministisk turingmaskin som
kdnner igen spraket i exponentiell tid. Visa att PSPACECEXPTIME.

Blandade uppgifter fran gamla tentor

Forsta uppgiften &r en typisk forsta uppgift pa teoritentan. Ovriga uppgifter &r typiska uppgifter
pa muntliga tentan.

1. Ar foljande pastaenden sanna eller falska? For varje deluppgift ger riktigt svar 1 poing och
ett overtygande bevisat riktigt svar 2 poéng,

a) Problemet att avgora ifall ett tal med n siffror dr ett primtal ligger i komplexitetsklassen
co-NP.

b) Det finns en konstant ¢ > 1 si att n® € O(cl°s ™).

¢) Binéra trad implementerar man vanligen genom att inféra tva pekare i varje post (left
och right). Niar man implementerar ternéra trad (dér varje nod har tre soner) gar det
inte att klara sig med mindre &n tre pekare i varje post.

2. (algoritmkonstruktion, betyg C) Pa ett kladstreck har Viggo hingt n stycken handdukar av
olika storlek. Viggo vill att handdukarna ska géra ett harmoniskt intryck for betraktaren.
Darfoér var han mycket noga vid utplaceringen och har tagit matt pa exakt var handdukarna
hénger langs strecket, sa att ingen ska flytta pa dom. For att inte vinden ska stora ordningen
vill Viggo sdkra handdukarna med kladnypor, men han vill inte anvanda fler kladnypor &n
absolut nédvandigt. Det racker ju att varje handduk kldms &t av en nypa, och tva eller flera
handdukar som hénger 6ver varandra kan dela pa samma nypa.
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Beskriv en algoritm (i ord eller med pseudokod) som s& snabbt som mdjligt berdknar var pa
strecket man ska sdtta nyporna for att det ska ga at sa fa nypor som mojligt. Motivera att
algoritmen &ar korrekt och analysera med enhetskostnad.

Indata dr n stycken par av tal (vi,h1), (v2,h2), ..., (Un, hy) dér varje par talar om var
vansterkanten respektive hogerkanten pé en handduk &r. Alla méatt avser avstandet fran
borjan av kladstrecket till en handdukskant. Paren ar inte sorterade pa nagot sétt. Utdata
ska vara ett antal tal som anger var man bor sitta klidnyporna (en kladnypa antas ha
bredd 0).

For att du ska f& maximal podng maste din algoritm g i tid O(nlogn).

. (komplexitet, betyg C) I en stor organisation som Teknis finns det manga grupper av per-
soner, t ex larare pa Nada, ldrare pa F, elever pa kursen Algoritmer, datastrukturer och
komplexitet, medlemmar i Teknologkoren, etc. Varje individ &r med i minst en grupp, men
kan vara med i manga grupper. Nu vill rektor skapa en grupp av informatérer som snabbt
ska kunna fora ut information till alla individer pa Teknis. Han vill att varje grupp ska va-
ra representerad i informatorsgruppen (dvs minst en medlem i varje grupp ska vara med i
informatorsgruppen), men han vill samtidigt att informatorsgruppen ska vara s liten som
mojligt.

Detta ar ett exempel pa ett allmént problem dar man givet en uppséttning grupper vill hitta
en sa liten skara av representanter som mojligt.

a) Formulera problemet matematiskt som ett méngdproblem och beskriv det samtidigt
som ett beslutsproblem.

b) Visa att problemet ar NP-fullstandigt.

. (algoritmkonstruktion, betyg A; komplexitet, betyg C; svar uppgift!) Tumstocksproblemet
kan beskrivas pa foljande sétt. En tumstock bestar av en kedja av tréabitar som ar fastsatta
med gangjarn i &ndarna. Det dr mojligt (men inte nodvindigt) att vika tumstocken vid varje
gangjarn. Det kan vara s att trdbitarna som tumstocken &r gjord av har olika ldngd. Da
ar det inte ldngre sjalvklart hur man ska vika ihop tumstocken sa att den blir sa kort som
mojligt (och gar ner i snickarens ficka). Problemet &r alltsd att, givet en tumstock, vika ihop
den sa att den blir s& kort som mojligt.

a) Formulera tumstocksproblemet matematiskt som ett beslutsproblem.

b) Visa att tumstocksproblemet &r NP-fullstindigt. Reducera till exempel méngdpartitio-
neringsproblemet till tumstocksproblemet.

¢) Anta att triabitarna har heltalslingder och att den lingsta trébiten &r 17n, dir n &r
antalet trébitar som tumstocken &r sammansatt av. Bestdm komplexiteten for detta
problem.

. (komplexitet, betyg C) MAX 2ASAT ér ett optimeringsproblem som definieras som besluts-
problem pé féljande sétt.
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INMATNING: Ett positivt heltal K mellan 1 och n samt n klausuler dér varje klausul
bestér av en enda literal eller tva literaler kombinerade av operatorn A. Exempel:
T /\fg, i) A xIs3.

PrROBLEM: Finns det en variabeltilldelning som satisfierar minst K klausuler?

Visa att denna beslutsproblemsversion av MAX 2ASAT &r NP-fullstdndig. Du kan exempelvis
anvinda dej av att MAX 2SAT — det motsvarande problemet med operatorn V istéllet for
A — ar NP-fullstandigt.

Losningar till uppgifter pa komplexitetsklasser

Losning till co-NP-fullstédndighet
For att visa att problemet ligger i co-NP s& ska vi visa att vi i polynomisk tid kan verifiera en
nej-16sning, det vill séiga att ¢ inte &r trasig. Vi vet att ¢ inte &r trasig om och endast om det finns
en variabeltilldelning som satisfierar formeln. Om vi gissar variabelviarden behover vi alltsa bara
verifiera att formeln med denna variabeltilldelning &r sann. Detta gar att gora i polynomisk tid.

For att visa att problemet &r co-NP-svart reducerar vi co-SAT, alltsd problemet att avgora
ifall en given boolesk formel ¢ inte ar satisfierbar. Eftersom SAT &r NP-fullstdndigt sa &r per
definition co-SAT co-NP-fullstandigt.

Givet ¢, konstruera ett system som innehaller den extra komponenten ¢ (representerad av x..)
och som definieras av formeln ¢ = ¢ V —z..

Notera nu att om z. sétts till sann blir ¢ = ¢ sa problemet att avgora ifall ¢ ar trasig ar precis
samma som problemet att avgora ifall ¢ inte ar satisfierbar. Alltsa ar reduktionen korrekt. O

Losning till Komplexitetsklassrelation

Om en turingmaskin anvinder polynomiskt minne finns det en konstant k£ sa att antalet anvinda
rutor pa bandet ir O(n*) dir n dr indatas lingd. Om alfabetet bestar av tre tecken (0, 1, blank)
sa ar antalet olika mojliga konfigurationer pé bandet begrénsat av 30("k), antalet mojliga platser
for 1is /skrivhuvudet dr O(n*) och antalet méjliga tillstand i turingmaskinen #r #indligt, dvs O(1).
Det totala antalet konfigurationer for en turingmaskin som anvinder polynomiskt minne ar alltsa
O(n*) - 30(”k), dvs exponentiellt i n. Eftersom turingmaskinen inte kan dterkomma till samma
konfiguration flera ganger (da skulle den g i en oéindlig slinga) si dr detta ocksé en Gvre grins pa
tiden. Alltsa kan varje problem som kan 16sas med polynomiskt minne 16sas i exponentiell tid. O

Losningar till blandade uppgifter fran gamla tentor

1. a) Sant. Problemet ligger i co-NP om komplementproblemet ligger i NP. Komplement-
problemet &r i detta fall att avgora ifall ett tal med n siffror kan faktoriseras i minst
tva faktorer (storre dn 1). Detta problem ligger i NP eftersom en 16sning (dvs en fak-
torisering av talet) kan verifieras i polynomisk tid (genom att man multiplicerar ihop
faktorerna och kollar att produkten blir det givna talet).

log n

b) Sant. Om vi antar att logn #r logaritmen i basen 2 sa vet vi att cl°en = 2log¢
lognloge — ploge Om vi viljer ¢ > 8 si #r loge > 3 och n® € O(nl°2¢) = O(cloen).

c¢) Falskt. For allménna trad ricker det med tva pekare i varje post (firstson och next).
2. En girig algoritm 16ser problemet i tid O(nlogn).

1. Sortera alla paren dels med avseende pa vinsterkanten och dels med avseende pa ho-
gerkanten. Lagra resultaten i tva listor, Vsort och Hsort. Hall under sorteringen reda
pa var varje post i den ena listan hamnar i den andra listan. Med heapsort tar detta
tid O(nlogn).
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3.

2.

Sa ldange det finns nagra par kvar i listan Hsort:

2.1 Ta det forsta aterstdende paret, sidg (v, h). Eftersom paren har sorterats efter ho-
gerkanterna ar (v, h) den handduk vars hogerkant ligger langst till vénster.

2.2 Sétt en kladnypa ldngst till hoger pa denna handduk, dvs precis till vinster om h.

2.3 Ta bort alla par vars vinsterkant &r till vinster om h, dvs ta bort alla handdukar
som den just ditsatta kladnypan nyper fast. Detta gbr man genom att plocka par
fran borjan av Vsort som ju ar sorterad i stigande vénsterkantsordning. For varje
par som plockas bort fran Vsort ska samma par plockas bort fran Hsort.

Till slut har alla par plockats bort och algoritmen avslutas. I steg 2 behandlas varje par bara
en gang. Tiden for steg 2 blir alltsd O(n). Hela algoritmen tar darfor tid O(nlogn).

Korrekthet: Eftersom bara par som fatt en kladnypa i sig blir borttagna sa kommer alla
par att sitta fast nér algoritmen har genomforts. Nu ska vi bara visa att antalet anvinda
kladnypor &r minimalt. Den handduk som har den vénstraste hogerkanten (dvs den som &r
allra forst i Hsort) méaste fa en klddnypa i sig. Om man sétter fast handduken i punkten
p s& kommer alla handdukar med vansterkant mindre &n p att sitta fast, eftersom det inte
finns nagon handduk som har sin hégerkant till vinster om p. For att sdtta fast sd manga
handdukar som mdojligt sa ska man vélja p s& stort som mojligt, dvs s néra handdukens
hégerkant som majligt. Samma resonemang tillimpas sedan pa dom &vriga handdukarna.

a)

b)

Lat k vara ett positivt heltal, S vara méngden av personer och C' = {C4,...,Cp,} vara
dom m grupperna. Problemet ar att hitta en delméngd S’ C S med hogst k element sa
att S'NC; # 0 for 1 < i < m. Detta problem har pé engelska namnet hitting set.

Problemet ligger i NP eftersom man kan gissa vilka k element som ska ligga i S’ och
verifiera att S’ N C; # 0 for 1 <4 < m i polynomisk tid.

Problemet &r NP-svart eftersom det dr en generalisering av horntackningsproblemet
som #r kidnt NP-fullstindigt. Givet en graf G = (V,E), lat S = V och C = E. En
horntackning av storlek k motsvarar precis en delmiangd S’ C S av storlek k& som
innehaller minst ett element fran varje C;.

Indata ar n positiva tal Iy,...,l,, som i tur och ordning anger ldngderna av dom n
trabitarna som ingar i tumstocken, samt ett positivt tal K som anger ldngden av snic-
karens ficka. Fragan ar om det gér att vélja riktningar r4,...,7,, dar r; € {—1,1}, for
dom n trabitarna sa att om man viker tumstocken enligt riktningarna sa blir dess langd

hogst K, dvs max;c(o..n] {Zgzl rili} — minje[o..n] {Zgzl rili} <K.

Tumstocksproblemet tillhor NP eftersom man kan gissa viardena pa r1, ..., r, och veri-
fiera att tumstockens lingd hogst ar K i polynomisk tid.

Vi visar att det &r NP-svart genom att reducera partitioneringsproblemet som ar vil-
kdnt NP-fullstédndigt. Indata till partitioneringsproblemet &ar n positiva tal ¢; ..., %, och
fragan dr om talen kan delas upp i tva grupper sa att deras summa &r lika.

Givet t1...,t,, konstruera indata till tumstocksproblemet pa féljande sétt: [y = N,
lQ = N/2, li+2 = ti for 1 S 7 S n, ln+3 = N/Q, ln+4 =N och K = N, dar N = Z?:lti'
Visa nu att det finns en jamn partitionering om och endast om det finns en vikning av
tumstocken sé att langden blir hogst N.

— »
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Om vi har en partitionering sa kan vi vika tumstocken sa att trébitar som motsvarar
tal 1 den forsta gruppen viks at vénster (riktning —1), bitar som motsvarar tal i den
andra gruppen viks at hoger (riktning +1), r1 = —1, 79 = 1, 143 = 1, rppqa = —1. Det
ar latt att kontrollera att lingden av tumstocken blir precis IV, se figuren.

Omvént, om vi har en vikning som gor att tumstocken ryms i fickan av storlek IV, sa
kan vi anta att r; = 1. Om r; = —1 sa tar vi forst och byter tecken pa alla riktningar,
dvs vinder pa tumstocken, som forstas fortfarande har samma langd. Eftersom langden
av den fOrsta trédbiten dr N sa maste nésta bit ha riktning ro = —1 och fora tillbaka till
en position mitt pa den forsta trabiten. P4 samma sétt ser vi att den sista och den nést
sista trébiten méaste vara riktade at olika hall och att den nést sista trabiten borjar i
en position som &ar mitt pa den sista trabiten. For att langden av tumstocken ska vara
hogst N s& maste uppenbarligen den andra trébitens &ndes position Gverensstdamma
med den nést sista trébitens borjan. Detta innebér att dom mellanliggande bitarna
maste boérja och sluta pa samma position, dvs Z?I; ril; = 0, vilket kan skrivas som
Dois<i<nionri=1li = 2iz<icnionr——1li = 0. Eftersom dessa triibitars lingder precis
motsvarar tal i partitioneringsproblemet s& far vi en 16sning till detta problem genom
att vi partitionerar efter hur dom motsvarande trabitarna ar riktade.

¢) Problemet kan 16sas i polynomisk tid med dynamisk programmering genom att man
haller reda pa alla delmédngdssummor som kan uppkomma. Om den léngsta trébiten ar
17n vet vi att det for alla delsummor maste gélla att —17n* < >°7_ r;l; < 17n%. Skapa
en boolesk array b[0..n, —17n?..17n?] dér alla element fran borjan r falska. Algoritmen
ska fylla arrayen si att b[j, k] &r sant omm det finns vérden pé r; sa att Y 7_; ril; = k.
Rekursionsekvationen blir b[j, k] = b[j —1, k+1;]Vb[j—1, k—1;]. Skapa ocksa en boolesk
array ends[0..n, —17n%..17n?, —17n%..0,0..17n?] dér ends[j, k, 1, 7] &r sant om det finns
nagon tumstocksvikning av dom j forsta trabitarna som slutar i position k, har sin
vanstraste punkt i position [ och sin hograste punkt i position r.

b[0, 0] < sant
for j « 1 ton do for k < —17n? to 17n? do
if b[j — 1, k] then
blj, k — 1] < blj, k + ;] < sant
for [ < —17n% to 0 do for r +— 0 to 17n? do
if ends[j — 1,k,1,r] then
ends[j, k — lj,min(l,k —1;),r] < ends[j, k + ;,1, max(r,k + ;)] < sant
minlength < 17n?
for k «— —17n? to 17n? do
if b[n, k] then
for [ < —17n% to 0 do for r +— 0 to 17n? do
if ends[j, k,l,r] A (r — 1 < minlength) then minlength < r — 1
return (minlength)

Det dr 1dtt att verifiera att algoritmen returnerar den minsta tumstocksliangd som kan
uppnés. Algoritmen tar tid O(n7), vilket #r polynomiskt (men #nda ganska langsamt!).

5. MAX 2ASAT ligger i NP eftersom det dr ldtt att verifiera att en variabeltilldelning (en
16sning) satisfierar minst K av klausulerna. Vi visar att det &r NP-svart genom att reducera
MAX 2-SAT. Varje 2-SAT-klausul med en enda literal flyttar vi oférvanskad over till MAX
2ASAT-probleminstansen. For varje klausul /; VI; i MAX 2-SAT-instansen konstruerar vi tre
klausuler i MAX 2ASAT-probleminstansen: {; Al;, 1 A l; och I; /\Zj. Vi ser att I; VI; 4r sann
omm en av dom tre konstruerade klausulerna &r sann. Om I; Vv [; ar falsk sa &r alla dom tre
konstruerade klausulerna falska. Alltsd motsvarar antalet satisfierade MAX 2-SAT-klausuler
precis antalet satisfierade MAX 2ASAT-klausuler. Vilj alltsd méalet K for det konstruerade
problemet till samma virde som K for MAX 2-SAT-problemet.
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