Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2020
Uppgifter till 6vning 8

Oavgorbarhet

Ovningens ena timme &dgnas at genomgang av méastarprov 1.

Oavgorbarhet 1 Problemet orm i kakel tar som indata en mangd T' av kakelplattstyper och tva
punkter p; och po i planet. Fragan &r om det gar att anvindande endast kakeltyper i T' kakla
en orm som ringlar sig fran p; till po, som inte bryter kakelmonstret nagonstans och som
hela tiden haller sig i det 6vre halvplanet.

Ar foljande varianter av ormproblemet avgorbara eller oavgérbara?
a) Indata utvidgas med en fjirde parameter, en kakeltyp ¢ € T. Forsta kakelplattan (den
som técker p;) méaste vara av typ t.

b) Indata utvidgas med ett tal N och fragan utvidgas med bivillkoret att ormen maéste
besté av hogst N plattor.

¢) Indata utvidgas med ett tal N och fragan utvidgas med bivillkoret att ormen maéste
besté av atminstone N plattor.

Oavgorbarhet 2 Finns det nagot explicit program P sa att det givet y ar avgorbart huruvida P
stannar pa indata y?

Oavgorbarhet 3 Finns det nagot explicit program P sa att det givet y ar oavgoérbart huruvida
P stannar pa indata y?

Oavgoérbarhet 4 Om programmet x stannar pa tomt indata si later vi f(z) vara antalet steg
innan det stannar. Annars sétter vi f(z) = 0. Definiera nu MR(y), den maximala kortiden
over alla program vars bindra kodning &r mindre &an y.

MR(y) = max f(z),

z<y

Ar MR berikningsbar?

Oavgorbarhet 5 Visa att funktionen MR i foregaende uppgift vixer snabbare &n varje rekursiv
funktion. Visa ndrmare bestamt att for varje rekursiv funktion g finns ett y si att MR(y) >

9(y).

Oavgorbarhet 6 Anta att en turingmaskin M, indata X (som star pa bandet fran bérjan) och
en heltalskonstant K &r givna. Ar foljande problem avgorbart eller oavgorbart?

Stannar M pé indata X efter att ha anvint hégst K rutor pa bandet (en anvind ruta far
skrivas och lasas flera ganger)?
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Oavgorbarhet 7 En rekursivt uppriknelig mdngd definierades pa foreldsningen som ett sprak
som kan kiinnas igen av en funktion vars ja-16sningar kan verifieras dndligt. En alternativ
definition #ar en méngd som &r uppriknelig (elementen kan numreras med naturliga tal) och
kan produceras av en algoritm. Anvénd den senare definitionen och visa att varje rekursiv
mangd ocksé ar rekursivt uppraknelig.

Oavgorbarhet 8 Den diagonaliserade stoppmdngden bestar av alla program p som stannar pa
indata p. Visa att denna méangd ar rekursivt uppriknelig.

Losningar
Lo6sning till Oavgorbarhet 1

a) Oavgorbart. Vi reducerar orm-i-kakel till orm-med-speciell-borjan pa foljande sétt.

orm-i-kakel(T, p1,p2) =
for t € T do
if orm-med-speciell-borjan(T, p1,p2,t) then
return true
return false

b) Avgorbart. Vi behover "bara” testa alla tankbara ormar av lingd hogst N som borjar i p; och
se om dom duger. Eftersom detta ir ett findligt antal (begrinsat av (3|T'])"V) sa dr algoritmen
andlig och problemet avgdrbart.

¢) Oavgorbart. Vi reducerar orm-i-kakel till orm-med-minsta-lingd pé foljande sétt.

orm-i-kakel(T, p1,p2) =
return orm-med-minsta-lingd(T, p1,p2,1)

Lo6sning till Oavgoérbarhet 2
Ja, det finns massor av sidana program. Ta till exempel det enkla programmet P(y) = return.
Det ar latt att se att P stannar pa alla indata. O

Losning till Oavgoérbarhet 3

Ja. Lat till exempel P vara en interpretator och indata y vara ett program x foljt av indata gy’ till
det programmet. Det betyder att P(y) beter sig precis som programmet z skulle géra pa indata
y', och det dr ju oavgorbart huruvida ett program x stannar pa ett visst indata y’. a

Lo6sning till Oavgorbarhet 4

Nej, MR &r inte berdkningsbar. Vi vet att det dr oavgorbart huruvida ett program stannar pa
blankt indata (tomma stréngen). Reducera dérfor detta problem till MR. Notera att MR(y) &r
det maximala antalet steg som varje program av ”storlek” hégst y beh6ver innan det stannar om
det startas med blankt indata.
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StopBlank(y) =

s < MR(y)
if s = 0 then return false
else

simulera y pa blankt indata i s steg (eller tills y stannar)
if y stannade then return true
else return false

Om inte y har stannat inom s steg sa vet vi att den aldrig stannar. Eftersom StopBlank inte &r
berdkningsbar sa kan inte MR vara det heller. O

Losning till Oavgoérbarhet 5

Anta motsatsen, dvs att det finns en rekursiv funktion g s& att g(y) > MR(y) for alla y. Da
skulle vi kunna byta ut férsta satsen s «+— MR(y) i programmet i losningen till fdregdende uppgift
mot satsen s < g(y) och programmet skulle &nda fungera. Dessutom skulle programmet da bli
berdkningsbart vilket vi vet att det inte kan vara. Darfor har vi en motségelse och vart antagande
var alltsa falskt. |

Lo6sning till Oavgoérbarhet 6

Problemet ar avgorbart. Eftersom turingmaskinen maste hélla sig inom K rutor pa bandet sa finns
det bara ett dndligt antal konfigurationer som turingmaskinen kan befinna sig i. Om maskinen
har m tillstand si &r antalet konfigurationer m - K - 35X (antalet tillstand ganger antalet mojliga
positioner {or 1ds- och skrivhuvudet ganger antalet méjliga bandkonfigurationer). Simulera déarfor
turingmaskinen i m - K - 3% + 1 steg och kontrollera hela tiden att den inte rér sig utanfér dom K
rutorna pa bandet. Om turingmaskinen stannar inom denna tid svarar vi ja. Om turingmaskinen
inte stannat efter denna tid s& méaste den ha aterkommit till en konfiguration som den tidigare
varit i, och darmed ar den inne i en oéndlig slinga och vi kan tryggt svara nej. O

Losning till Oavgoérbarhet 7

Anta att S ar en rekursiv méngd. Det betyder att det finns en algoritm A(z) som talar om ifall
x € S. Elementen i S lagras naturligtvis som allt annat som binéra stréngar. Féljande program
genererar miangden S:

for i + 0 to co do
if A(i) then write ¢

Losning till Oavgoérbarhet 8

for i + 0 to co do
for p< 0toido
simulera beréikningen p(p) under i steg
if p(p) stannar inom i steg then write p

Samma p kommer att skrivas ut manga ganger. Om man vill undvika det far man se till att bara
skriva ut p om antingen p(p) stannar pa exakt i steg eller p = 1. O
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