1. LOGIK, MANGDLARA OCH LITE OM MATEMATIKEN SOM SADAN

o Det &ir dock viktigt att svaren dr rimlige. Om man gir ett mindre slarvfel
s& kan man 4 ett svar som #r klart orimligt (som ett negativt resultat
dd man adderar ett antal positiva tal). Rimlighetsbeddmning ir oerhort
viktigt, i praktiskt arbete, och &r ndgot man ska gora reflexmiissigt.

1.2 Logik

Logik &r namnet pA konsten att féra ett korreldt resonemang, och mycket
relevant inom matematiken. Amnet brukar tas upp i kurser i filosofi, men
dessutom &dr det en del av matematiken, d det gir att inféra symboler och
stélla upp regler for logik pé precis samma sdtt som for rdkning med tal och
de fyra riknesitten. Symbolisk logik brukar ingd i kurser 1 diskret matema-
tik, och de flesta hgskolor ger ocksa separata kurser som bara handlar om
logik. Hir ska vi ta upp si pass mycket som behévs for att man ska kun-
na hiinga med 1 den typ av rescnemang som forekommer i grundliggande
matematikkurser pd hégskoleniva.

1.2.1  Utsagor

En utsaga ir ndgot som man sfger, ndgot meningsfullt som kan vara sant
cller falskt.

Exempel 1.1: Utsagor

"4 = 2+ 2" Ar en sann utsaga.

"Minirdknare riknar alltid rdtt” &r en falsk utsaga (se avsnitt 2.2.4 pd
sidan 31).

"Goddag” &r inte en utsaga, for dven om uttalandet dr meningsfullt r det
Iite svart att tilldela det en sanningshalt.

"Det dr vardagidag” dr en Sppen utsaga, vilket innebir att dess sannings-
halt gar inte att avgbra utan mer information, typ vad "idag” egentligen
dr for nigot.

De tvi forsta exempelutsagorna var slutna, eftersom de innehdll allt som
behdvdes for att man skulle kunna avgdra deras sanningshalt. &

Utsagor kan vara mer eller mindre komplicerade, och dr ofta thopsatta av
flera mindre utsagor.

1.2.2 Konnekiiv

Logiska konnektiv modifierar utsagor eller sammanbinder dem till stérre
enheter. Har tar vi de tre viktigaste: :
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1.2. LOGIK

Definition 1.1: Negation {inte} Negationen till en utsaga ir sann om ut-
sagan ir falsk och tvirtom. Negationen till utsagan "jag kom ih&g att anméla
mig till tentan” &r “jag kom inte ihdg att anmila mig till tentan”. B

Exempel 1.2: Inte lika med “Iv3 plus tvd blir fem”, vilket skrivs "2+2 =
5, &r en falé}< utsaga. Dess negation kan skrivas ”2 + 2 # 57, och &r en sann
- utsaga. I manga fall betecknar man negation genom att stryka dver en symbol,
gom man hir gjort med likhetstecknet. B

Definition 1.2: Konjunktion (och) Konjunktionen av tvi utsagor réknas
som sann om bada utsagorna ir sanna. Etf exempel pa en konjunktion:

~Du ér behorig till flervariabelkursen om du ér godkind pd envaricbel-
kursen och pd algebrekursen.

Den kursiverade delen av meningen 3r en konjunktion. Den &r sann om def &r
sant bade att man ir godkind pd envariabelkursen och att man dr godkind
pa algebrakursen. :

»Och” i logisk mening betecknas med symbolen A. B

Exempel 1.3: Flerstegsberikning Fn flerstegsberékning, som 2 + 3-4 =
2 + 12 = 14, 4r en konjunktion av flera utsagor. Den hér berdkningen &r
konjunktionen av de tvd (sanna) utsagorna,

24+34=24+12 och 2412=14

Exempel 1.4: Ett intervall En vanlig konstruktion ar intervall (se av-
snitt 2.1.7). Att talet x ligger i intervallet mellan fem och tio kan skri-
vas b < z < 10 (vilket uttalas "fem &r mindre #n z som & mindre &n
ti0”). Detta &r en konjunktion av tvd utsagor, och kan alternativt skrivas
(5 < 2) A (z < 10). Bida utsagorna méaste vara sanna for att det ska vara
sant att x ligger i intervallet. S&

e 7 tillhor inte intervallet, eftersom 5 < w &r en falsk utsaga.
e 1000000 tillhér inte intervallet, eftersom 1000000 < 10 dr en falsk utsaga,

e 6,789 tillhdr intervallet, cftersom 5 < 6,789 och 6,789 < 10 béda &r sanng
utsagor. E

Definition 1.3: Disjunktion (eller) Disjunktionen av tva utsagor riknas
som sann om minst en av utsagorna dr sann. Ett exempel pd en disjunktion:

Du &r behorig till algebrakursen om du har list matemetik D § gamia
gymnasict eller matematik 4 i nya gymnasiel.
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1. LOGIK, MANGDLARA OCH LITE OM MATEMATIKEN 50M SADAN

Den kursiverade delen dr en disjunktion. Den &r sann om man list mate-
matik I, men inte matematik 4; den #r sann om man har st matematik 4,
men inte matematik D, och den &r sann om man av nigon anledning har last
bada kurserna. Det iir bara om man inte l3st ndgon av dem som den &r falsk.

I talat sprik finns det flera varianter av cller: och/eller och antingen/eller.
Antingen/eller betyder “den ena eller den andra, men inte bada”. 1 logiska
och matematiska sammanhang #r det alltid och/eller som menas, om man
inte uttryckligen ldgger till "men inte bada”.

"Eller” i logisk mening betecknas med symbolen V. |

Exempel 1.5: Plusminus Skriver man z = +2 si menar man disjunktio-
nen x = 2 eller z = —2. ]

Exempel 1.6: Ostrikt olikhet En viktig matematisk relation ar <, mind-
re #4n eller lika med. Om man skriver ”a < b s& menar man "(a < b) V
(a = b)”. Detta innebér bland annat att

¢ 10 < 10 &r en sann utsaga, eftersom 10 = 10 &r sant.
e 10 < 10,1 dr en saun utsaga, eftérsom 10 < 10,1 ir sant.

o 10 < 9,9 ir en falsk utsaga, eftersom 10 < 9,9 och 10 = 9,9 bida &r falska
utsagor. B

Om du inte kommer ihig vilken av symbolerna A och V som betyder vad:
Skriv orden med bokstiver i stillet!

1.2.3 Ekvivalens och implikation

Med konnektiv bygger man ihop utsagor till mer komplicerade utsagor. Men
man kan ocksa vilja titta pa forhallandet mellan tvd utsagor, och d& ir det
tva typer av forhallanden som 3r speciellt viktiga.

Definition 1.4: Ekvivalens (om och endast om) Tvi utsagor ir ekvi-
valenta om de elltid har samuma sanningsvirde. (Bkvivalens betyder "samma
viirde”, och hiir ir det sanningsvirdet det handlar om.)

Ekvivalens betecknas med symbalen <. ' E
Exempel 1.7: Ndgra sannae ekvivalenser

e Att ett tal 8r jimnt fr ckvivalent med att talet kan skrivas som tva ganger
ett, heltal.

e Du har ritt till slutbetyg pa kursen om _och endast om du &r godkind pa
samtliga delmoment i kursen.

o Att det ir helgdag ir samma sak som att det inte ir vardag.
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1.2. LOGIK

e 2.-x=6 <& z=3

Observera att samtliga hir ingiende delutsagor (som “det &r helgdag”) &r
dppna. De kan vara sanna eller falska, beroende pa omstindigheterna. Men
om utsagan till véinster 4t sann si &r den till héger det ocksh och tvirtom.

Flkvivalens formuleras ofta som om och endast om eller vardagligare &r
samma sak som. ]

Notera att ekvivalens mellan tvd utsagor ir en utsaga, som kan vara sann
eller falsk.

En och samma utsaga kan i allménhet formuleras pa ett antal ekvivalenta
gitt. Olika formuleringar r praktiska i olika situationer, s en stor del av
matematiskt resonemangsforande handlar mest om att omformulera sig pé
ett konstruktivt sdtt.

Om man inte ir medveten om detta kan minga resonemang vara mycket
svira att félja, eftersom omformuleringarna ofta gors wtan nigra som helst
kommentarer. Frfarna, lisare vet, om det hiir, men det kan stélla till problem
for dent som. Ar ovan. N

Definition 1.5: Fmplikation (om ... 86 ...) En utsaga implicerar en
annan om den andra garanterat ir sann om den {6rsta ir det. {Det spelar ing-
en roll vad som hinder om den forsta utsagan &r falsk.) Implikation betecknas
med symbolen =, B

Exempel 1.8: Négra implikationer

o Att ett tal &r stirre #n 10 implicerar att det &r positivt.

e Om du lamnar in uppgifterna i tid s& kommer de att bl rattade innan
sommaren.

e Att du inte anmiilde dig till tentan medf6r att du inte f&r skriva den.

¢ Banken &r Oppen endast om det dr vardag.
erx=-2 = xzi=4

Ocksh hir var samtliga utsagor &ppna.

Implikation formuleras ofta som om ... 88 ..., endast om eller som med-
for. |

Implikation &r en ytterst vanlig konstruktion.

Exempel 1.9: Flerstegsberdkning En flerstegsberdkning, som 2 -+ 34 =
93 12 — 14 i exempel 1.3 p4 sidan 7, ar forutom en konjunktion ocksd en
implikation: ur de tvi utsagorna 2+ 3-4 = 2+ 12 ochk 2 + 12 = 14 kan man
dra slutsatsen aft 2 + 3-4 = 14. [
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1. LOGIK, MANGDLARA OCH LITE OM MATEMATIKEN SOM SADAN

Exempel 1.16: Behdrighetskrav Utsagorna som anviindes f6r att exemp-
lifiera begreppen konjunktion och disjunktion var implikationer, vilket syns
bittre om man omformulerar dem lite grand:

e Om du & godkiind pa envariabelkursen och pi algebrakursen si &r du
behérig till flervariabelkursen.

e Om du har 13st matematik D i gamla gymnasiet eller matematik 4 i nya
gymnasiet gd &r du behorig till algebrakursen. B

En implikation "pekar” 4t eft hall. Vinder man pa pilen si fir man en impli-
kation &t andra hallet, omviindningen till den 6rsta implikationen. Detta
ir en annan utsaga.

Exempel 1.11: Omvdndning av implikation Omvindningen till den
sanna implikationen "att ett tal dr storre &n 10 implicerar att det #x po-
sitivt” &r den felske utsagan "att ett tal dr positivt implicerar att det &r
stérre dn 107.

Utsagan &r falsk eftersom det finns tal dér dét ir sant att de ir positiva, men
inte sant att de &r storre &n 10. (Att det finns ofindligt minga tal dir det ar
sant bade att de dr positiva och att de fr stérre dn 10 hjdlper inte — gér det
att gora forsta delen sann samtidigt som andra delen ér falsk s& giller inte
implikationen.) B

Déaremot. gar det att vinda pd alltihop, pilen inberiknad. Man kan skriva
=4 = g2

om man vill. Detta kan utlisas “z-kvadrat ir lika med fyra om =z fr lika med

a1

tvd", och betyder exalkt samma sak som den sista utsagan i exempel] 1.8,

Ekvivalenser dr dubbelriltade implikationer; den véinstra utsagan implicerar
den hogra, och den hégra implicerar den vénstra.

D& man arbetar med ett problem &r man ofta bara intresserad av atf, resonera
&t ett hall, frdn fragan till svaret. D& kan man skriva implikationspilar dven
om ekvivalenspilar hade gatt att anviinda, eftersom det gar snabbare &in atf
fundera pé vilken sorts samband det egentligen handlar om. D&rfér brukar
ekvationsldsning ofta skrivas som

2z+3=4 = 2e=1 = g-=1

fastdn det har skulle vara fullt korrekt att anvinda <> i stillet.

Om man ger information som implicerar annan information s kan man séiga
att den andra informationen framgér implicit. Om man siger "vi har ett tal
som dr stOrre dn 107 s& har man implicit sagt *vi har ett positivt tal”. Om
man séger "vi har en l§tt plasthink med fem liter vatten” s har man implicit
sagt 7vi har en sak som viiger cirka fem kilo”. Att titta efter implicit given
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1.3. MANGDLARA

information #r viktigt i alla fimnen, och ocksé. att inte ta nagot fir givet som
inte &r implicerat. Information som &r given i klartext sigs vara explicit

given.

Vanliga misstag

o Att forviixia en implikation med dess omvindning.
& Alt resonera som om en implikation vore en ekvivalens.

o Att blanda ihop de logiska symbolerna = och & med den matema-
tiska, symbolen =, som anvénds i helt andra sammanhang.

e Att missa implicit given information.

L

1.3 Maingdlira .

Det hir avsnitiet fordrar att man behdrskar den grundliggande logiska ter-
minologin.
1 manga sammanhang, bide matematiska och icke-matematiska, diskuterar

man grupper av objekt med nigon gemensam egenskap: alla trianglar, alla
16sningar till en viss ekvation, alla sitt att stava sj-ljudet, och si vidare.

Diskussionen underlittas om man infor begreppet méingd, med vilket menas
en vildefinierad samling objekt. De objekt som inghr i miingden kallas dess
element. Om man vill siga att elementet z tillhor mingden M skriver man
z € M. (Symbolen € &r en variant av e som i element.)

En mingd kan beskrivas pA olika satt:
e Man kan rikna upp clementen. Mingden "forvintade deltagare pa den
hiir kursen” brukar beskrivas med en deltagarlista. Méngden harda vo-

kaler i svenska spriket #r {a, o, u, 4}. Man brukar, som hir, inleda en
mingdbeskrivning med en klammerparentes, {, och avsluta med }.

Den hiir metoden fungerar bra pd smi mangder, daligt pa stora och inte
alls p& o#ndliga mingder. :

o Man kan beskriva elementen. Miingden som bestr av talen fran och med
noll kan skrivas

{ztz=0}

Uttrycket utliises som "méngden av alla x sddana att ¢ fr storre &n eller
lika med noll”. Mingden av 1dsningar till ekvationen 2* = « kan skrivas

{z]2* =z}
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