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SF1661 Perspektiv pa matematik
Workshop om positionssystem

Syftet med dena workshop &r att du ska forsta hur vi kan representera naturliga tal i
oilka talbaser, hur vi kan berikna summor och produkter i andra talbaser &n bas tio och
hur man konverterar mellan olika talbaser.

Forberedande uppgifter - 16s dessa innan workshopen

1. ATT BETECKNA NATURLIGA TAL
Historiskt har det funnits manga olika sétt att beteckna naturliga tal, se till exempel
artikeln ”Siffra” pa svenska Wikipedia.
Uppgift 1. Skriv foljande tal med romerska siffror

(a) 42 (b) 1357 (c) 2019

Idag skrivs tal ndstan uteslutande med hjalp av positionsystemet och hindu-arabiska siffror,
och oftast i det decimala systemet (dvs med bas tio). Vi dr sa vana vid det att vi automatiskt
tolkar till exempel sifferkombinationen 2019 som

2019 =2-10°4+0-10>+1-10"+9 - 10°.

En siffras viarde bestams av dess position, for varje steg at vénster okar véirdet av en siffra
med en faktor tio.

Vi kan ha andra talbaser. Till exempel fas med talbas tva det sa kallade binéra systemet,
dér vi representerer tal med de de tva symbolerna {0, 1}, och de olika positionernas virde
utgors av potenser av talet tva. I det bindra systemet skriver vi till exempel talet nio som
1001 eftersom vi ska gora tolkningen

1001 =1-2240-224+0-2"+1-2°

For att tydliggora i vilken talbas en viss foljd av siffror ska tolkas anges talbasen med ett
index nere till hoger, till exempel
1001tva = 9sio

Uppgift 2. Skriv talet 42, i det binéra systemet.
Material att arbeta med under workshopen

Inledande uppgift. Borja med att inom er grupp jamfora och diskutera era l6sningar pa
uppgifterna 1 och 2.



2. POSITIONSSYSTEM

Vi kan vélja varje naturligt tal N > 2 som bas i ett positionssystem. Vi behover da
symboler for alla tal fran och med noll till och med (N — 1), jamfor fallen ovan med bas
tva respektive bas tio. Om vi vill anvdnda en bas N som &r storre én tio, behover vi nya
siffror (=symboler) for att beteckna tal storre &n nio.

Exempel Med talbas sexton, det hexadecimala systemet, behover vi siffror for alla heltal
mellan noll och femton, och vanligen brukar man uttka de vanliga siffrorna med symbolerna
{A,B,C,D,E,F} dar

Asexton - 1Otio> Bsexton - ]-1‘5107 C’sexton — ]-2t107
Dsexton = 13tio7 Esexton = 14‘5107 Fsexton - 15tio-

3. ATT KONVERTERA MELLAN REPRESENTATIONER I OLIKA TALBASER

Att konvertera till bas tio till fran annan talbas. Att konvertera fran en annan
talbas till bas tio &ar latt att gora, vi sag detta redan i den férberedande texten ovan. For
tydlighets skull skriver vi sa hér:

100Lys = (1-2°+0-2°40-2"+1-2°) . = 94,

tio
Uppgift 3. Skriv foljande tal i bas tio
(a) 1010101014s (b) 20AFexton (¢) 1234,

Att ga at andra hallet, det vill siga omvandla fran bas tio till annan bas kan forstas goras
med samma metod, det &r i princip ingen skillnad. Men metoden fungerar latt for oss nér
vi omvandlar till bas tio tack vare att vi dr vana att rdkna och tolka siffror i bas tio. For
att ga at andra hallet behéver vi representera tal och gora berdkningar i annan bas, vilket
ar ovant och darfor svart for de flesta av oss.!

For att konvertera fran framstéllning i bas tio till andra baser finns det dérfor andra
metoder som &ar ldttare att anvinda. Vi ska hér titta pa tva sadan metoder.

Att konvertera fran bas tio till annan talbas. Metod I. I denna metod gor vi alla
berdkningar i bas tio, utom nér vi tolkar resultatet i det sista steget.
Lat siga att vi vill skriva talet n = 83y, 1 bas atta. Vi borjar med att lista potenser av
basen 8
=1, 8'=8, 8 =64, 8 =512,....
Vi ser att 82 = 64 #r den hogsta potensen av talbasen 8 som &dr mindre #n eller lika med
vart tal n = 83.

1Gor giirna ett forsok om du vill; att skriva 19, i bas fyra kan vara ett lampligt exempel. Det kriiver
dock att du kan gora lite enkla rdkningar med tal skrivna i bas fyra, vilket du kommer att trdna pa lingre
fram i denna workshop, sa det kan vara lampligt att vinta tills dess om du vill forsoka.
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Vi undersoker sedan hur manga ganger "hogsta talbaspotensen” gar i talet n och vilken
resten blir och far

83 =1-82+19.

Vi gér nu om proceduren pa resten 19 och ser att 8! fir den storsta talbaspotens som inte
overstiger 19, och ser att 8! gar tva ganger i 16 med rest 3,

19=2-8"+3.

Slutligen konstaterar vi 8° #r den hogsta talbaspotens som inte #r stérre dn 3, och att
(naturligtvis!)

3=23-8
Sammanfattar vi det hela far vi
83=1-8"+19=1-8"+2-8"+3=1-8"+2-8"+3-8"
Alltsa ar 834, = 1234¢ta.
Uppgift 4. Anvind denna metod for att skriva talet 1357, i bas fem.

Att konvertera fran bas tio till annan talbas. Metod II. Det finns ocksa en mer
algoritmisk metod, som &r enklare att genomféra nér det ar fragan om lite storre tal.
Vi visar den genom att pa detta sétt skriva n = 1357, i bas fem. Vi visar forst hur
berdkningarna gar till, och forst déarefter funderar vi pa varféor metoden fungerar. Alla
berdkningar skrivs i bas tio.

Heltalsdividera med rest talet n = 1357 med talbasen 5 och vi far
1357 =5-271 + 2.
Tag nu kvoten vi just fick, 271, och dividera den pa samma sidtt med 5,
271 =5-54+ 1.

Upprepa detta, dvs heltalsdividera med rest de successiva kvoterna med 5. Sammanstéller
vi detta far vi

1357 =5-271+ 2

2711 =5-54+1
54 =5-10+4
10=5-240
2=5-0+2

Om vi nu ldser resterna nerifran och upp far vi att 1357, = 20412¢,,.
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Lat oss se varfor detta fungerar. Fran uppstéllingen ovan ser vi att

1357 =5-271+2
:5~(5~54+1)+2
5-(5-(5-10+4)+1)+2
=5-5-(5-(5-240)+4)+1)+2
5:-5-5-5-(5-04+2)+0)+4)+1)+2

Uppgift 5. Observera hiar hur 2:an ldngst till hoger ar det tal som dok upp som rest
vid divsion av 1357 i forsta steget, 1:an nést ldngst till hoger &r den rest som dok upp
i andra steget vid division av 271 och sa vidare. Forenkla det sista uttrycket genom att
multiplicera in alla 5-faktorerna och observera var de successiva resterna hamnar i det
forenklade uttrycket. Foklara for varandra varfor detta visar att denna andra metod att
konvertera fran bas tio till annan bas faktiskt fungerar.

Uppgift 6. Tillampa denna metod for att uttrycka 2019, i bas tolv.

4. ADDITION OCH MULTIPLIKATION I ANDRA TALBASER

Man kan ocksa utfora berdkningar med tal representerade i andra system &n bas tio
Addition och multiplikation av flersiffriga tal kan géras med precis samma uppstéllningar
som nér vi har termerna eller faktorerena uttryckta i bas tio, vi maste bara komma ihag
att i varje steg uttrycka delsummor, delprodukter och minnessiffror i den aktuella talbasen.
Vi illusterar detta med exempel pa berdkningar i bas fyra .

Exempel Lat n = 133¢,, och m = 222¢,,. Berékna n+m och n-m och uttryck resultaten
i bas fyra.

Vi gor rdkningarna i bas fyra, och borjar med att gora additionstabell och multiplikations-
tabell for ensiffriga tal.

+/0 1 2 3 |01 2 3
0/0 1 2 3 0/0 0 0 0
11 2 3 10 {01 2 3
212 3 10 11 210 2 10 12
313 10 11 12 310 3 12 21

Vi berdknar nu forst 133¢ya + 222¢y1a.

+
O M =
NN Lo



5

Vi ser att 133ga + 222¢yra = 1021¢y,,. (Vi kan kontrollera detta genom att omvandla till
bas tio, och eftersom 133¢yra = 31ltio, 222¢ra = 424i0, 1021fya = T34i6 0Ch 3146 + 42410 = 734io
ar allt i sin ordning.)?

Vi tar oss nu an berdkningen 133gyr, - 222¢yra

2 2 2
1 3 3 1,1,1,1
2 2 1
1 3 3 2
1 3 3 2
4+ 2 2 2
1 1011 2

s8 133gyra - 222¢0a = 1101124150
Uppgift 7. Kontrollera den féregaende berdkningen genom att gora berikningen i bas tio.
Uppgift 8. Skriv upp additions- och multiplikationstabellerna for ensiffriga tal i bas fem.
Anvind sedan dessa for att i bas fem berdkna n+m och n-m nar n = 1244, och m = 334,
Uppgift 9. Berikna

(8)  (FA)uesxton — (Faoston)  (Aseston)  (5)  ABCuuston + DE Fuogion

2Niir man liiser en matematisk text méste man ibland stanna upp och sjilv genomfora nagon detalj i
resonemanget for att riktigt forsta vad texten siger. Till exempel bor man hér kontrollera att pastaendena
i den foregaende meningen, dvs 133¢yra = 3ltio, 222fyra = 42ti0, 1021gyra = T3¢i0 0ch 31gio + 4246 = T340,
ar korrekta.



