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Losningsforslag till mastarprov 2: komplexitet

1. Samodling
Samodlingsproblemet som beslutsproblem:
INDATA: méngd frén F, méngd par av fron P = {{f;, f;}} som inte kan odlas tillsammans,
positivt heltal K (mal).
FRAGA: Finns det K stycken fron S C F som kan odlas tillsammans?

Vi bevisar att problemet ligger i NP genom att visa hur man l&tt kan verifiera att en delméngd
S beskriver en 16sning. Kolla bara att S C F', att |S| = K och att s1,s2 € S = (51, 82) & P.
Detta gar i polynomisk tid.

Vi visar sedan att problemet &r NP-svart genom att reducera problemet oberoende méangd
till samodlingsproblemet.

OberoendeMéngd(G = (V, E), K') =
F+V
P+ FE
K+ K’
return Samodling(F, P, K)

Reduktionen ar polynomisk. Lat oss visa att den dr korrekt, det vill sdga att det existerar
en oberoende méngd I med K horn om och endast om det existerar en kryddodling S med
K kryddor som kan odlas tillsammans.

Anta att I &r en oberoende méngd i G med K horn. Lat S vara I's motsvarande kryddor. Ta
tva godtyckliga kryddor f; och f; i .S och visa att dom kan samodlas. Att I &r en oberoende
mangd betyder att

v, v; €I = (v5,v;) € E={fi, f;} ¢ P= f; och f; kan samodlas.

At andra hallet, anta att det existerar en kryddodling S C F med |S| = K och kryddor som
kan odlas tillsammans. Da géller att

fi7fj eS= {fz,fj} € P = (Ui,’Uj) € E = v; och Vj ar oberoende.
Déarmed ar NP-fullstédndigheten bevisad.

2. NP-fullstdndig avkastning

Avkastningsproblemet som beslutsproblem:

INDATA: positivt heltal d (odlingssdsongens ldngd), fropasar F' = {f;} (dar fr6 f; &r ett par
(a;, s;) som anger avkastning a; och vixttid s;), positivt heltal K (maél).

FRAGA: Finns det ett odlingsschema S = (S,...,S5), dir S; C {1,...,|F|} talar om vilka
fréer som ska odlas i véxthus 4, sa att S; N S; = 0 for alla ¢ # j, Zjesi(si +1) <d+1,
219'35 ZjeSi aj > K7

Vi bevisar att problemet ligger i NP genom att visa hur man latt kan verifiera att ett
odlingsschema S beskriver en 16sning. Kolla bara att S; C {1,...,[F|}, S;nS; = 0,
Zjesi (si+1)<d+1, Zlgigs Ejesi a; > K. Detta gar i polynomisk tid.

Vi visar sedan att problemet &r NP-svart genom att reducera méngdpartitionering av positiva

jamna tal till vart problem. Vi kommer senare att bevisa att mangdpartitionering av positiva
jdmna tal dr NP-fullsténdigt.



For varje tal i indata till méngdpartitioneringsproblemet skapar vi en fropase som har av-
kastningen 1 och odlingstiden ett mindre &n talet. Eftersom det tar en dag att bereda jorden
till nésta gronsak sa kommer den totala odlingstiden i ett vixthus att vara ett mindre &n
summan av motsvarande tal i méngdpartitioneringsproblemet. Att det &r ett mindre beror
pa att jorden inte ska beredas efter att sista gronsaken skordats. Vi sdtter darfor odlingssé-
songens ldngd d till ett mindre #n den sokta méngdpartitioneringssumman (som ar hélften
av totala summan).

Eftersom alla tal i indata &r positiva och jimna s& &r minsta mdojliga talet 2, sa det gar bra
att minska talet med ett och fortfarande ha ett positivt tal.

Idén &r att lata odlingarna i dom tva forsta vixthusen motsvara losningen till méngdparti-
tioneringsproblemet. Vi lagger darfor till tre extra fropasar for att fylla ut odlingen i dom tre
resterande viaxthusen. Dessa fropasar ar alla mérkta med avkastningen 1 och odlingstiden d.

MéngdpartitioneringAvJamna({z;}T) = // alla x; dr positiva och jimna
g < Z? Z;
F 0
d<+ (c/2) -1
for i + 1 ton do
F < FU{ new Pair(l,z; — 1)}
F < FU{ new Puair(1,d), new Pair(l,d), new Pair(l,d)}
K<+n+3
return Avkastning(d, F, K)

Reduktionen &r polynomisk. Lat oss visa att den &r korrekt, det vill sdga att det existe-
rar en mingdpartitionering av {z;} om och endast om det existerar ett odlingsschema
(51,52, 53,54, S5) som uppfyller villkoren.

Anta att {x;} partitioneras i AU B dir ) ., o = > .px = 0/2. Lat S; besta av dom
1 som motsvarar x; € A. Lat Sy bestd av dom ¢ som motsvarar x; € B. Lat S3 = n +
1, 84 = n+2, S5 = n+ 3 (fropasarna med d dagars odlingstid). Da &r S; N S; = 0,
Djes (8i+1) =3 eayv=0/2=d+1ochdito for S, >3 ;5> eg, a5 =n+3>2n+3
eftersom det finns n + 3 gronsaker och alla har avkastningen 1. Dértér har vi en ja-instans
till avkastningsproblemet!

At andra hallet, anta att det existerar ett odlingsschema (51,52, 55, 54,55) som uppfyller
villkoren. Notera forst att alla fropasar maste vara med i odlingsschemat eftersom den totala
avkastningen dr (minst) n + 3 och summan av alla fropasars avkastning &r just n + 3.

Dom tre fropasarna (1,d) fyller var och en upp en hela odlingssisongen d, s dom maste
odlas ensamma i var sitt vixthus. Vi kan alltid numrera om vixthusen sa att dessa fropasar
odlas i véixthus 3, 4 och 5. Alla aterstdende pasar maste d& odlas i viixthus 1 och 2.

Lat A={z;:i€ S} och B={x;:i€ S} Dadr} cqyv=>cq(s;+1) <d+1=0/2
och dito for B. Darfor har vi en ja-instans for mangdpartitioneringsproblemet.

Det som aterstar for att visa NP-fullstdndigheten for avkastningsproblemet dr nu bara att
visa att méngdpartitioneringsproblemet for positiva jamna tal dr NP-svart.

Vi reducerar det kiint NP-fullstdndiga problemet SUBSET SUM (delméngdssumma)
Indata: En méngd positiva heltal P, positivt heltal K
Fraga: Finns det en delméngd av talen i P vars summa &r K?

Vi skapar en instans av mangdpartitioneringsproblemet for positiva jamna tal pa foljande
sitt (i stort sett samma reduktion som visades pé foreldsning 27):

SubsetSum({p;}7, K) =
o~ Z? i



X+ 0// X dr en multimingd

for i< 1tondo X <+ X U{2p;}

if K #0/2then X + XU{2:|2K — 0|}
return MingdpartitioneringAvJamna(X) =

Anta att det finns en delméngd S av P med summa exakt K. Om K = ¢/2 blir summan av
aterstoden av talen ocksd o/2 = K, varfor vi direkt har en méngdpartitionering av talen i
X (som ju bara ar dubbleringar av ursprungstalen).

Om K > ¢/2 har utéver dom dubblerade ursprungstalen &ven talet 2 - (2K — o) lagts till i
X. Summan av alla tal i X blir 20 4+ 2 - (2K — 0) = 4K. Betrakta dom tal i X som hérror
fran talen i S. Eftersom varje tal &r en dubblering av ursprungstalen s& &r summan av dessa
tal 2K, och summan av Ovriga tal dr 4K — 2K = 2K, dvs precis lika stor, varfér vi har en
mangdpartitionering.

Om K < 0/2 har utéver dom dubblerade ursprungstalen dven talet 2 - (o — 2K) lagts till i
X. Summan av alla tal i X blir 40 — 4K. Betrakta dom tal i X som hérrér fran talen i .S
och som enligt ovan har summan 2K . Tillsammans med extratalet 2- (o — 2K) blir summan
20 — 2K och summan av 6vriga tal dr 40 — 4K — (20 — 2K) = 20 — 2K, dvs precis lika stor,
varfor vi har en méngdpartitionering.

At andra hallet, anta att det finns en méngdpartitionering av X i X; och X5. Om K = ¢/2
kan vi direkt ldsa av delméngdssumman K fran elementen i X; (halverade). Annars, anta vi
att extratalet 2- (o0 —2K) har hamnat i X;. Om K > /2 &r summan av alla tal i X 4K, sa
summan av talen i X5 &r 2K och vi kan ldsa av delmédngdssumman K fran elementen i X5
(halverade). Om K < ¢/2 dr summan av alla tal i X 40 — 4K, sd summan av alla tal i X3
forutom extratalet &r (40 —4K)/2 —2- (0 —2K) = 2K, s fran dessa tal (halverade) kan vi
ldsa av delméngdssumman K.

Reduktionen gar i polynomisk tid (ndrmare bestamt linjéar tid), si problemet &ar alltsa NP-
fullstéandigt.

. Konstruktion av plan for optimal avkastning
Problemet ar att hitta den plan som maximerar avkastningen. Lat ¢ vara summan av av-
kastningarna for alla fropasar i indata.

For att hitta det optimala virdet gor vi en bindrsékning med K mellan 1 och ¢ och anropar
algoritmen Avkastning log o ganger.

MaxAvkastning(d, F') =
o+ 0
for (a,s) e Fdoo <+ o+a
min < 1; max < o
while min < max do
INV l6sningen finns i intervallet [min..maz]
M + [(min + mazx)/2]
if Avkastning(d, F, M) then min < M else maz + M — 1
return min

Nér vi vet den optimala avkastningen ska vi ta reda pa vilka fréer som ska odlas och sedan
ta reda pa vilka som ska odlas i samma vixthus. For att fa reda pa vilka fréer som ska
odlas plockar vi bort ett fr6 i taget och kollar om maximala avkastningen fortfarande &r
samma. [ s& fall later vi fréet forbli bortplockat, annars stoppas det tillbaka igen. Déarefter
plockar vi ett godtyckligt fr6 som far bli det forsta fré som ska odlas i ett vixthus. Vi provar
att sla ihop detta fré med i tur och ordning alla andra fréer och later froinstanser vara s
ifall avkastningen fortfarande &r maximal. Annars ska bada hopslagna fréerna odlas i detta
vixthus och vi later fréerna f6rbli hopslagna.



mazavkastning < MaxAvkastning(d, F)
for f € F do

if Avkastning(d, F' — {f}, mazavkastning) then F < F — {f}
for i <1 to 5 do

INV Det finns en optimal odlingsplan for dom ¢ — 1 férsta vixthusen som ges av S1,...,.5;_1
S; < j, dér f; &r ett godtyckligt fr6 som fortfarande &r kvar i F

F—F—-{f}

for f, € F do

if Avkastning(d, F — {(a, s), (ar, sx)} U {(a + ax, s + si + 1}, mazavkastning) then
F+ F—{(a,s),(ag,sp)} U{(a + ar, s+ sx + 1)}
Si — Si U {k‘}
a<a+tag; S s+ sp+1
return {S1,...,55}

Algoritmen tar polynomisk tid och gor logo + |F| + 5|F| anrop av Avkastning(), vilket &r
polynomiskt manga i antalet bitar i indata.

Korrektheten for algoritmen inses pa foljande satt. Bindrsokningen efter optimala vérdet
dr en standardalgoritm som bevisas med en invariant som séager att det sokta véirdet finns
mellan dom aktuella granserna i bindrsdkningen.

Efter bindrstkningen vet vi att det finns en 16sning med vérdet mazavkastning men ingen
16sning med véardet mazxavkastning+ 1. Under resten av algoritmen utokar vi instansen med
fler och fler krav pa ett sant sitt att det alltid finns en 16sning med virdet mazxavkastning
som uppfyller kraven.

Resonemanget i samband med algoritmbeskrivningen ovan visar att kraven hardnar alltef-
tersom tills det bara finns en enda méjlig 16sning som kan uppfylla kraven, och det &r var
sokta odlingsplan.



