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TENTAMEN 1 CM1000 — DISKRET MATEMATIK, APRIL 2022
DELAR

Tentamen har tre delar. Den forsta delen — Del I — bestar av nio problem som svarar mot kursens nio del-
omraden. De problem som svarar mot delomraden som tidigare ar avklarade fran kursens tidigare skrivningar
behover inte 16sas. For lagsta godkdnda betyg (E) maste alla nio delomraden vara avklarade. Den andra delen
— Del IT — bestar av ett problem som ni kan 16sa for betyg C, for att fa betyg C maste dock kraven for betyg
E vara uppfyllda. Den sista delen — Del III — bestar av ett problem som ni kan 16sa for att fa betyg A. Om
ni uppfyller kraven for betyg C och klarar det problemet fran del ITI uppfyller ni kraven fér betyg A. Betyg
B respektive D reserveras for situationer dir studenter forsokt pa hogre betyg men inte riktigt natt fram.
Ingen poangséttning sker, varje 16sning ar antingen helt ratt eller helt fel — dock bedéms inte 16sningar som
har slarvfel i sig som felaktiga om slarvfelet inte &ndrar den logiska strukturen pa problemstéllningen. Om
ingenting annat sags i uppgiften kravs fullstandiga motiveringar for alla 16sningar.

TILLGODORAKNANDE

Om en uppgift som tillhor ett hogre betyg 16ses korrekt och den uppgiften kan sdgas tdcka ett av de
grundlidggande nio delomradena, s kan losningen av den uppgiften tillgodoréknas for det grundldggande del-
omrade som ticks av hogrebetygsuppgiften — det delomradet anses da avklarat. Det betyder att om ni miss-
lyckas med en l6sning av ett problem i Del I s& kan ni &nda fa det omradet avklarat om ni klarar av att
16sa en motsvarande hogrebetygsuppgift. I alla uppgifter for hogre betyg anges vilken uppgift i Del I som de
kan téacka. Om ni kédnner er osékra pa er 16sning av nagon uppgift i Del I kan ni ocksa ge en 16sning for en
hogrebetygsuppgift som téacker den uppgift ni dr osékra pa.

DeEL I

1. Logik. Lat p, q,r beteckna godtyckliga utsagor. Ge utredningar om foljande tva logiska ekvivalenser galler
eller inte. Det vill sdga, for varje ekvivalens, om den géller ge ett bevis, om den inte géller ange en tilldelning
av sanningsvarden till p, ¢, r som illustrerar att den inte galler:

(pVvg) = (Ve e@—=r)Ve (A=A S (pP—1)Nq

(Sanningstabeller &r tillatna.)

2. Mangdlara. Vi kan bilda oéndliga unioner och snitt lika ldtt som &ndliga unioner och snitt. Om
Ay, As, Az, ... dr en oandlig f6ljd av méngder kan vi gora dessa definitioner:

U Ay ={z:(3n:z € A,)} respektive N Ap={z: (Yn:z € A,)}.

Lat nu A, = {x e R: -1/n <2z < 1/n}, n =1,2,3.... Vad & U2 A, respektive N2> A,? Fullstandig
motivering krévs.

3. Funktioner. Betrakta nedanstaende tva méngder. Den ena av dem &r en funktion och den andra &r inte
en funktion. Avgoér och motivera fullstandigt vilken som &r vilken.

E={(z,y) eR?: (z—1)2+¢>=1Ay+1>z}

F={(z,y) eR?*:z=(y—1)*Ax+2y>2Ax <1}

4. Inledande talteori. Lat n vara ett positivt heltal och lat p vara ett primtal med p|(n 4+ 1)! + 1. Visa att
p>n.
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5. Relationer. Lat méngden A = {x € R: 0 < z < 1} vara given. Definera R pa A genom
1 1
TRy< 3IneN: |- ——|>n.
r oy
Har ar N={1,2,3,...}.

Undersok vilka av egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet som denna relation har. Motivera
dina slutsatser fullstandigt.

n
6. Fordjupad talteori. For alla heltal n > 2 visa, med matematisk induktion, att Z K < n?.
k=1

7. Grafteori. Lat G = (V| E) vara en graf. V ar alltsa méngden av hérn och E &r alltsd méngden av kanter.
Visa att foljande relation alltid géller
2B < [V~ V.
Ledning: Kom ihag att en graf (till skillnad fraan en pseudograf) inte kan innehalla kanter med samma hérn
som dndpunkter och tva hérn kan max ha en kant mellan sig.

8. Kombinatorik. Lat n > 0 vara ett godtyckligt heltal. Visa att

n\ n\ a1
> (- = (1)
0<k<n, k udda 0<k<n, k jamnt
Till exempel har vi for n = 4:

> No M e (D (N =116r1=8=28=2"
- k) \o 2 4) T
0<k<4, k jamnt

4 4 4
E — — 44 4—=8=293_94"1
0<k<4, k udda

Ledning: Studera binomialutvecklingen av (a + b)™ dar a, b véljs pa ett lampligt sétt.

och

9. Sannolikhetsldra. Tva tiarningar kastas. Vi infor tre héndelser:
A = Térningssumman &r 3.
B = Tarningssumman ar 7.
C = Minst en av tarningarna visar en etta.
(a) Berdkna P(A|C)
(b) Berékna P(B|C')
(¢) Ar hiindelserna A och C oberoende? Hur ér det med B och C? Ar de oberoende?

DEeL I1

10. For C. (Kan dven ticka omrade 6 — fordjupad talteori.) Betrakta, for n > 1 ett kvadratiskt rutnidt med
sidlangden 2™ rutor:

n=12"=2

n=22"=4

n=32"=8
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Vi studerar hur en kvadrat med sidan 2" kan téckas av sa kallade gnomoner. En gnomon bestar av tre
intilliggande kvadrater som tillsammans técker alla utom en av kvadraterna i en kvadrat med sidan tva rutor,
det finns fyra varianter av en gnomon beroende pa hur vi orienterar den:

Bevisa, med matematisk induktion, att varje kvadrat med sidlangden 2" rutor, dar n &r ett positivt heltal
(> 1) kan tickas av (22" — 1)/3 sa kallade ”gnomoner” pa ett sadant siitt att endast en ruta i ett av hornen
inte blir 6vertackt. For att fortydliga vad som menas ger vi hér 6vertackningarna for n = 1 respektive n = 2:

n=12"=2

n=22"=4

Observera: Du behéver dels visa formeln, att antalet gnomoner blir (22" — 1)/3 och dels visa att alla dessa
gnomoner verkligen tacker 6ver kvadraten med sidan 2" pa det angivna séttet.

Ledning: Att 6vertackningen existerar behover visas med en geometrisk skiss i den matematisk induktionen.
Eftersom de forsta tva overtdackningarna redan ar givna behdver du inte ta forsta steget i induktionsbeviset,
bara hénvisa till skissen ovan for n = 1, for att ta induktionssteget fran n = p till n = p+ 1 kan det vara bra att
veta att om en mangd gnomoner técker 6ver en kvadrat pa det angivna viset sa kan vi rotera évertiackningen
och f& en ny liknande 6vertackning som técker kvadraten men dar en ruta i ett annat horn inte ar Gvertéckt.
(Vi réknar inte antalet 6vertdckningar, vi ska bara visa att det finns 6vertickningar av det angivna slaget.)

DEL ITI

11. For A. (Kan ocksa tacka omrade 4, Inledande Talteori.) Vi later a, b, ¢ beteckna godtyckliga heltal. Om
vi har
alb+ c, bla + ¢, cla+b
sa kan vi skriva det som att det finns k1, ko, k3 € Z sadana att
b+ c=akq, a + ¢ = bk, a+ b= cks.

Vi inskranker oss nu till specialfallet da k1 = ko = k3 och vi betecknar det gemensamma vardet med k. Un-
dersok for vilka a, b, ¢, k detta dr mojligt da minst en av a, b, ¢ ar skild fran noll.



