UPPGIFTER TILL HT2021 — CM1000, DISKRET MATEMATIK

FX-SKRIVNING 1

1. Logik. Visa att foljande slutledning ar riktig genom att ange en detaljerad redogorelse fér hur slutsatsen
foljer av premisserna med angivande av alla regler som behovs anvindas (Modus Ponens, Modus Tollens etc.)
1. p=>(g—r)

2. p—=aq)—r
3. r——t (Uppgiften kan alltsa inte lsas bara med hjalp av en sanningstabell.)
4. -t — —-r

-q

Lésning: Vi borjar med att skriva om 3 enligt regeln for kontraposition och far
5. t— —r Omskrivning av 3
Vi tar 4,5 tillsammans och skriver om dessa som disjunktioner, det ger
6. (tV-r)A(=tV-r) Omskrivningar av 4 och 5
Detta skriver vi om med distributiva lagen och far
7. (tA=t)Vor o 6, distributiva lagen
Eftersom ¢t A —t &r en kontradiktion far 7 formen | V —r vilket skrivs om till
8. —r 7, omskrivning.
Vi fortsétter och anviander —r i 2 och far via Modus Tollens
9. =(p—4q) 2, 8 Modus Tollens.
Vi skriver om detta till
10. pA-—q 9, omskrivning.
Och ur detta extraherar vi
11. p 10.
som tillsammans med 1 ger
12. q—r 1, 11, Modus Ponens
som slutligen tillsammans med 8 ger
13. —q 12, 8, Modus Tollens
vilket fullbordar beviset. (I en 16sning pa en tentamen behover ni inte ha nagon annan text &n den som star
pa rader med nummer.)

2. Mingdlara. Lat A, B, C beteckna méngder vilka som helst. Betrakta nedanstaende tva pastaenden. Det
ena ar sant och det andra ar falskt. Ange vilket som &r sant och vilket som &r falskt och bevisa det sanna och
motbevisa det falska.

ACBNCANBCANCANCCANB=A=B=C

ACBUCANBCAUCANCCAUB=A=B=C

Det é&r tillatet att anvinda Venndiagram, men om du gor det madste de vara mycket tydliga, rita dem hellre for
stora an for sma. Du behvover ocksa motivera ordentligt med text, inte bara sjilva Venndiagrammet. For det
pastaende som ska motbevisas maste tre exempelméangder, A, B, C' hittas som uppfyller forledet i implikationen
men inte efterledet.

Losning: Det forsta pastaendet ar sant och vi kan se det genom att observera att
ACBNCANBCANC=ACANCNC=AnCcC

sa tydligen géller A C C'. Men pa samma sétt som vi ser att A C C kan vi, genom att anvanda utsagorna i en
annan ordning se att C' C B och dven att B C A. Det betyder att

ACCCBCA=A=B=C

vilket fullbordar beviset av det forsta pastaendet. Det betyder att det andra pastaendet ar falskt och vi kan
se det genom att konstatera att om vi satter

A=0 B={1} C={1}

sa uppfylls alla tre forutsdttningarna, A C BUC, B C AU C och C C AU B men trots detta géller inte
A = B = C. Vi kan hitta dessa tre mangder genom att studera en sanningstabell hérande till utsagorna

p—>qVr q—>pVr r—pVq
1
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som ar de satslogiska motsvarigheterna till méngdférhallandena A ¢ BUC, B C AUC och C C AUB. 1
sanningstabellen ser vi att om p = falsk, ¢ = sann och r = sann sa svarar det mot en rad déar alla implikationer
ar uppfyllda, trots det galler inte p <+ g <> r.

3. Funktioner. Vi later P vara funktion fran R™ till R™ som uppfyller féljande tva krav:

1. P ar linjar, det vill siga for alla x,y € R™ och alla a,b € R géller P(az + by) = aP(x) + bP(y).
2. P ar en projektion, det vill saga Po P = P.

Visa att om P # ¢ sa ar P inte injektiv.

Lésning: Eftersom P # ¢ sa finns ett € R™ med P(z1) # 1. Om vi da kallar 29 = P(z1) sa har vi z1 # x9
men P(x9) = P(P(x1)) = P(x1) (eftersom P o P = P) vilket visar att P inte dr injektiv.

Anmdrkning: Vi anvinde aldrig att P var linjdr.

4. Inledande talteori. I den mycket viktiga RSA-algoritmen anvénds sa kallade krypterings- och dekrypter-
ingstal som vi kallar e respektive d. Dessa ar positiva heltal som vi tar fram baserat pa ett par av hemliga
primtal p och ¢ pa foljande satt:

Steg 1. Valj tva primtal p, q.
Steg 2. Bilda talet ¢ = (p — 1)(¢ — 1).
Steg 3. Vilj e, d sadana att ed = 1(mod ¢)

Ange det minsta d > 1 som uppfyller kraven i de olika stegen ovan om p =15, ¢ =11 och e = 7.

Lésning: Med p=5,qg=11farvigp = (p—1)(¢—1) = 4-10 = 40. Vi ska alltsa hitta ett d med 7d = 1
(mod 40). Talet d ska alltsa vara valt som en multiplikativ invers till 7 modulo 40. Vidare skulle 1 < d < 40
(detta bestammer d entydigt och da blir ocksa d minimalt). Vi anvinder Euklides utvidgade algoritm och far

40=5-7T457=1-5+25=2-2+1,1=5-2-2=5-2-(7T-5)=3-5—-2-7T=
3:(40-7-5)—2-7=3-40—-15-7—-2-7=3-40—17-7= —17-7=1 (mod 40)
Om vi adderar 40 till —17 finner vi alltsa
—17-7=1 (mod 40) = (40 —17)-7=1 (mod 40) & 23-7=1 (mod 40)
vilket betyder att d = 23 &r det minsta tal > 1 som uppfyller de = 1(mod 40).

5. Relationer. Beteckna med A méingden av alla positiva heltal ({1,2,3,...}). Definiera relationen R pa A
genom

aRb < a|b® A bla®.
Bevisa att R inte ar en ekvivalensrelation.

Lésning: Vi ska visa att relationen saknar nagon av egenskaperna reflexivitet, symmetri eller transitivitet.
Relationen ar bade reflexiv och symmetrisk sa det &r transitiviteten som maste falla. Det ser vi om vi betraktar
féljande val av heltal

sa har vi
a=242 =’ ANb=4]22=a> © aRb och b=4[82 = Ac=284*> =1’ = bRc
och samtidigt galler
a=28=cANc=812"=0a?= —=(aRc)
vilket visar att relationen inte &r transitiv. Eftersom relationen inte har alla egenskaper som en ekvivalens-
relation maste ha &r den inte en ekvivalensrelation vilket fullbordar beviset.
6. Fordjupad talteori. Studera foljande identiteter

12—1123
=3 ,

1
1:24+2:3=5-2:3.4,

1
1-2—|—2-3+3-4:§-3-4-5.

Baserat pa dessa likheter, formulera en hypotes (i form av en formel) med ett summatecken och bevisa sedan
formeln med matematisk induktion.
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Lésning: Hypotesen lyder

n
1
VL= k(k+1)= g+ )(n+2) =HL,, n=123....
k=1
Vi visar nu att formeln géller. Som Vi ser har vi redan infort beteckningar for vénster respektive hoger led i
predikatet A(n) < Y°p_; k(k+1) = tn(n+ 1)(n+2). Vi tar de tre stegen i ett induktionsbevis:

Steg 1. Det forsta steget ar redan avklarat eftersom den forsta identiteten som angavs, alltsa 1-2 =
$-1-2-3, ér precis VL = HLy vilket visar att A(1)(< VL; = HLy) giller. (Forstds kan vi &ven
konstatera att A(2) respektive A(2) &r precis de andra tva identiteterna.)

Steg 2. Vi tar nu induktionssteget och vi ska ddrmed visa att implikationen A(p) — A(p+ 1) géller for
alla p > 1 sa vi later p vara ett sadant tal och antar att vi har

1p(p +1)(p+2)=HLy.

Alp) & VL, => k(k+1) = 2

k=1
Med kraft av detta ska vi visa att
p+1
Alp+1) & VL = Zk: k+1) (p+1)(p+2)(p+3) HLy.

Vi arbetar darfér med V Ly :

p+1 4
VL1 = Zkk+1 =Y k(k+ D)+ @+D)p+2)=VL+ @@+ 1)p+2) =
= k=1

HI,+ 0+ 1)(p+2) = 30+ D(p+2) + -+ D(p+2).

Induktionsantagandet &r ju VL, = HL, och vi har anvént det nar vi ersatt V' L, med HL,. Fragan ar
nu om det har uttrycket som vi kommit fram till verkligen ar HL,1? Visst ar det sa vi fortsétter att
behandla uttrycket och far

VEpii = 5o+ D(p+2) + 0+ 1)p+2) = 50+ Do +2) + 30+ 1(p+2) =

S0+ 3+ D(p+2) = 50+ DEp+2)(p+3) = Hlpe,

Vi har alltsa att V L,y = HL,q; det vill siga A(p + 1) géller som f6ljd av att induktionsantagandet
A(p) géller.

Steg 3. Induktionsaxiomet och steg 1 och steg 2 fullbordar beviset.

7. Grafteori. En graf kallas plan om den kan ritas utan 6verkorsande kanter. Det ar inte alltid 14tt att se
om en graf ér plan eller inte. K5 respektive K33 ar inte plana. Ky ar dock plan. Nedan visas en figur dar vi
kan se varfor K, ar plan.

Ky Ky ritad plant

Till vanster ar K4 ritad, inte plant, en kant korsar en annan. Till hoger ges en framstéallning av K4 som ar
ritad plant, inga kanter korsar nagon annan. Med detta har vi visat att K4 ar plan. Lasaren uppmuntras att
forsoka rita K respektive K33 plant for att fa en kansla for vad en plan graf ar.

En plan graf delar upp den plana yta som den &r ritad pa i ett antal delytor. Om dessa ar F' till antalet sa
har en plan graf tre tal: V' = antalet horn, ¥ = antalet kanter och F' = antalet delytor som grafen delar upp
planet i. Nedan illustreras detta begrepp for tva plana grafer:
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Till vénster ser vi en plan graf med Vi =4, Fy =5 och F} = 3, till hoger ser vi en graf med Vo =3, Fpr =5
och Iy = 4.

Vi later nu G = (V1, &) vara en plan graf med Vi = |V;| horn, By = |&1] kanter och f delytor. Vi skapar nu
en ny graf G’ genom foljande procedur:

Steg 1. Placera ett nytt horn i varje delyta.
Steg 2. For varje kant e i G infor en kant €’ i G’ pa foljande satt: forbind de tva isolerade noderna som ligger
i delytorna som avgréinsas av e sa att ¢’ korsar e.

Dessa steg finns illustrerade i nedanstaende figur:

O

O

Langst till vanster ser vi ursprungsgrafen, G, i mitten till vénster ser vi de inférda nya hornen som ska héra
till den nya grafen. Vi illustrerar de nya hornen med storre prickar som intear ifyllda. I mitten till hoger har
dessa nya horn forbundits med de nya kanterna. Langst till hoger ser vi den nya grafen G’.

Vi kallar en graf G’ som ar skapad pa detta satt utgaende fran en given plan graf G for den duala grafen till G.
Visa att summan av gradtalen av alla horn i G’ och summan av alla gradtalen av alla horn i G alltid ar lika.
Lésning: Eulers sats sdger att summan av alla gradtal i en graf alltid ar lika med dubbla antalet kan-

ter. Eftersom en graf G och dess duala graf G’ alltid har exakt lika antal kanter (enligt konstruktionen)
Overenstdmmer bada gradtalssummorna med det gemensamma antalet kanter ganger 2.

8. Kombinatorik. Lat n > 0 vara ett godtyckligt heltal. Visa att for alla heltal 0 < k < n géller olikheten

2n < 2n
k nj)
Ledning: Du kan forsoka visa att (2,?) < (;fl) for alla k =0,1,...,n — 1. Da foljer (2]?) < (277) om k < n.

2n < 2n -
k k+1

galler for alla 0 < k < n. Vi studerar en f6ljd av ekvivalenser:

2n < 2n -
k k+1

Lésning: Vi visar att olikheten

(2n)! (2n)!
@n—Kk S @kt k1)
1 1

@n Bk 2 kT )Nk
@2n — (k+ 1)k + 1)!

1

2n — k) s e
k+1 <l&
2n — k

E+l1<2n—ke2k+1<2nsk+1/2<nsk<n
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dér den sista ekvivalensen haller eftersom bade k och n ar heltal. Eftersom vi kan ga baklanges i ekvivalensked-

jan har vi visat att for heltal > 0 har vi
k<n= 2n < 2n
"k k1
2n

sa talfoljden ( k) vaxer alltsa sa lange k < n, det betyder att

2n 2n
() <()
for alla k med 0 < k < n vilket fullbordar beviset.
9. Sannolikhetsldra. Antag att A, B, C ar tre handelser som uppfyller féljande krav:
1. PLAN(BUC) ) =P(BN(AUC))=P(CN(AUB)%) =0.3
2. De kan inte intréffa samtidigt men nagon av dem intréffar sikert.

Beradkna sannolikheten av att precis tva av dem intraffar.
Ledning: Du far motivera med ett Venndiagram hur den sékta sannolikheten ar fordelad.

Lésning: Vi betecknar hiandelsen att tva av A, B, C intraffar med X. Om inte alla tre kan intréffa samtidigt
sa sammanfaller sannolikheten av att precis tva av dem intraffar med sannolikheten av att minst tva av dem
intraffar sa héndelsen X beskriver alltsa precis detta: "tva av A, B,C intraffar” = "precis tva av A, B,C
intraffar”. Med ett Venndiagram kan vi se foljande formel:

P(X)=P(ANB)+P(BNC)+P(ANC)—2-P(ANBNC)=PANB)+P(BNC)+ P(ANC).

Med ett Venndiagram kan vi dven héarleda foljande formel:

P(AUBUC) = P(AN(BUC)®)+P(BN(AUC))+P(CN(AUB)°)+P(ANB)+P(BNC)+P(ANC)—2-P(ANBNC).
som kan skrivas
P(AUBUC)=PAN(BUC))+P(BN(AUC) )+ P(CN(AUB)°) + P(X).

Att nagon av de tre héndelserna alltid intraffar innebér att P(AU B U C) =1 och om vi dven sétter krav 1 i
ekvationen ovan far vi
1=034+034+03+P(X)< P(X)=0.1.



