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TENTAMEN 1 CM1000 — DISKRET MATEMATIK, JANUARI 2022 — LOSNINGAR

1. Logik. Visa att nedanstaende hérledning &r korrekt utan att anvénda sanningstabeller och redovisa i varje
steg vilka slutledningsregler som anvénds (Modus Ponens, Modus Tollens, etc.)

1. p—gq

2. gq—=pVr

3. r—=>-(psq)
TP q

Ledning: Utan motivation kan du anvidnda att p @ ¢ < —(p < ¢q). Det ar lattast att gora detta genom
ett indirekt bevis, men dven andra strategier fungerar. Var i vilket falls som helst mycket noggrann med den
logiska strukturen och ange i synnerhet alltid om slutsatser vilar pa antaganden.

Lésning: Vi gor ett motsagelsebevis och antar darfor

4. —(p <> q) Antagande for indirekt harledning

Enligt ledningen ar detta ekvivalent med

5. p@®q (och 4)
vilket ger oss

6. —r 5, 8, Modus Tollens (och 4)
Vi skriver nu om premiss 2 till

7. =qVpVr Omskrivning av 2 (och 4)

och vi skulle har kunnat utelamna referensen till antagandet i 4, men vi later 4nda den f6lja med hela vagen.
Nu anvénder vi 6 och 7 och far via disjunktiv syllogism

8. —qVp 6,7 Disjunktiv Syllogism (och 4)
som kan skriva om igen till
9. ¢g—p Omskrivning av 8 (och 4)
Och nu ser vi att 1, 9 kan skriva om till
10. p<>q Omskrivning av 1,9 (och 4)
vilket ger oss en motsagelse:
11. L 4, 10 (och 4)
vilket gor att vi kan dra slutsatsen att antagandet i 4 maste vara falskt, det vill sdga
12. p—q 4-11 och indirekt hdrledning.

Beviset ar klart.



Anmdrkning: En losning dr godkdnd dven utan den lépande texten, det enda som behovs for att fa godkdnt
ar de rader med nummer. I den har losningen valjer vi dock att vara extra utforliga eftersom det kan vara bra
av pedagogiska skal.

2. Mangdlara. Utan att anvinda Venndiagram, visa, for alla godtyckliga méangder A, B, C identiteten
(AUBUC)—(BNC)=(A—(BUC))u(Ba ().
Har betyder B @ C méngden (B — C) U (C — B).

Ledning: Anvand distributiva lagarna for mangder for att skriva om vénster och héger led men ocksa ut-
trycket for B @ C.

Losning: Vi skriver om bade hoger och vénster led i identiteten tills vi ser att de representerar samma
mangd. Vi borjar att med hjalp av distributiva lagen konstatera att

BaC=(B-C)U(C—-B)=(BNnCYU(CNB)=((BNnCHYUC)N((BNC°)UB®) =
(BUC)N(C°UC)N (BUB®) N (C°U B
och eftersom (C°UC) = (B U B®) = U, dar U ar universum och (C°U B€) = (BN C)¢ har vi identiteten
BaC=(BUC)N(BNC)-.

Vi skriver nu om méangddifferenserna i den ursprungliga identiteten som vi ska visa och anvéander det vi just
funnit om B & C sa att vi har

(AUBUC)—(BNC)=(A—(BUC))u(Ba ()
=
(AUBUC)N(BNC)=(AN(BUC))U((BUC)N(BNC)°).
Vi anvénder nu distributiva lagen pa vénster led och skriver
(AUBUC)N(BNC)*=(AU(BUC)N(BNC)*=(AN(BNC))U((BUC)N (BNC)°)
vilket ju precis ar samma mangd som representeras av hogerledet. Beviset ar klart.

3. Funktioner. Vi betraktar funktioner pa mingden R?, det vill siga funktioner som tar punkter ur planet
och avbildar pa planet. Ett exempel pa en sadan funktion som vi ska studera ar
9(2,y) = (91(2,y), 92(z, ), dér g1(z,y) =z +y och ga(z,y) =7 — .
Vi har da till exempel
Lat nu a, b beteckna godtyckliga reella tal och studera funktioner f : R? — R?, dér
f(xay) = (fl(x7y)7 fZ(may)) = (ax + by7 bx + ay)
For varje var av tva reella tal uppstar en sadan funktion. Finn nu alla tal a, b for vilka funktionen
h=foyg

ar bijektiv.

Losning: Vi ska alltsa hitta alla tal a,b for vilka h = f o g ar bijektiv. Vi far en tydligare fragestallning om
vi faktiskt raknar ut precis var h ar for nagot. Vi har

ha,y) = (fog)(z,y) = fl9(z,y)) = f(91(z,y), 92(z,y)) = f(z +y, 2 —y) =
(a(z +y) +b(z —y), bz +y) +alz —y)) = ((a+ bz + (a = by, (a + b)z + (b — a)y).
Detta kan uttryckas som ett matrissamband:

()=(exr =) (2)

Att funktionen &r bijektiv &r, enligt teorin fran den linjara algebran, precis samma sak som att matrisen ar
inverterbar som dr samma sak som att determinanten #r skild fran noll. Determinantens virde ir —2- (a? — b?),
sa vi har alltsa att

h bijektiv < —2- (a? —b%) # 0 < a® # b < |a| # |b].

Sa for alla val av a,b som har olika absolutbelopp blir funktionen h = f o g bijektiv.



4. Inledande talteori. Visa, for alla heltal a, b, c att
ng(aa b) = ng(a +be,a + b(C - 1))

Ledning: Det gar till och med att visa att detta géller for en godtycklig gemensam delare. Gor det och dra
sedan slutsatsen for storsta gemensamma delaren.

Lésning: Vi visar, for alla heltal a, b, ¢, att

dla Ad|b < dla+ be Adla+b(c—1).

=: Antag att d|a A d|b. Da géller a = ki - d och b = ks - d sa att vi har
a+bc=ki-d+ky-d-c=d- (ki + kac) a+blc—=1)=k-d+ke-d(c—1)=d(k1 + ka(c—1)).
Dessa bada identiteter visar att d|a + bc A d|a + b(c — 1).

<: Antag omvant att d|a + bc Ad|a + b(c — 1). Da finns ki, k2 sa att a + be = kid och a + b(c — 1) = kad.
Vi kan skriva om detta som
a+ bec= kld
a+bec—b=kod

Om vi subtraherar dessa ekvationer, led for led, fran varandra far vi —b = (k2 — k1)d vilket visar att
d|b. Detta satter vi in i den 6vre ekvationen som da far utseendet

a+bc:k:ld(:)a:k:ld—bc@a:kld—kc(k:g—kl)d:d(kl +C(/€2—/€1))

vilket visar att d|a. Sammantaget har vi visat att dja A d|b

Slutsatsen blir att dla Ad|b < d|a+becAd|a+b(c—1), det vill sdga ett tal d &r gemensam delare till a,b om och
endast om det ocksa ar gemensam delare till a 4 be, a + b(c — 1), speciellt maste ocksa detta gélla den stirsta
gemensamma delaren till a, b respektive a+ bc, a+ b(c — 1) och dessa maste da alltsa sammanfalla, det vill sdga

ged(a, b) = ged(a + be,a + b(e — 1))
vilket fullbordar beviset.
5. Relationer. Definiera relationen R pa Z genom
TRy< =y (mod2)Vz =y (mod 3).

Ge en fullstindig utredning som redovisar och motiverar vilka av egenskaperna reflexivitet, symmetri, anti-
symmetri och transitivitet som den hér relationen har eller inte har. (For varje egenskap: motivera om den
har egenskapen eller inte.)

Lésning: Relationen ar reflexiv och symmetrisk, daremot varken antisymmetrisk eller transitiv.

Reflezivitet: Visa att 2 Rx for alla « € Z. Detta &r klart eftersom for varje x géller bade z = x (mod 2) och
x =z (mod 3) (det hade rackt med att en av dessa alltid géllt) och ddrmed har vi for alla « € Z:

r=z (mod 2) Az =2 (mod 3) =z ==z (mod 2)Vz =2z (mod 3) & zRx

och eftersom x i detta resonemang kan vara godtyckligt ar reflexiviteten visad.

Symmetri: Pa liknande sétt som relationen blir reflexiv eftersom kongruensrelationen &r reflexiv sa blir
relationen ocksa symmetrisk. Da géller:

TRy rz=y (mod2)Vez=y (mod 3) < y=2z (mod 2)Vy=z (mod 3) < yRuz.

och eftersom vi kan konstatera att detta haller for godtyckliga =,y &r symmetrin visad.

Antisymmetri: Relationen &r ddremot inte antisymmetrisk eftersom vi till exempel har 2R4 A4R2 (eftersom
2 =4(mod 2) och 4 = 2(mod 2)) men 2 # 4.

Transitivitet: Slutligen finner vi z,y, z dar vi har xRy och yRz men inte xRz. Tre sadana tal ar x = 2,
y =4 och z = 7. Har galler

2R4 (eftersom 2 =4 (mod 2)) AR (eftersom 4 =7 (mod 3))

men vi har varken 2 = 7(mod 2) eller 2 = 7(mod 3) vilket betyder att vi inte har 2R 7 och relationen kan dérfor
inte vara transitiv.
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6. Fordjupad talteori. Visa med hjilp av matematisk induktion att for varje heltal n > 4 géller olikheten
4n? + 2™ < 3",

Ledning: Om du gor ett konventionellt induktionsbevis kommer steg 2 att kréva att du kan visa en olikhet
som ser ut ungefar sa har: 8p+4+ 2P < 2-3P. Du kan gora detta i ett separat extrainbaddat induktionsbevis
i steg 2 (som en hjélpsats). Hér far du utan motivering anvinda att funktionen h(p) = 3P — 2P &r véixande for
p =>4

Lésning: Vi infor predikatet A(n) < 4n?+2" < 3" och vi ska med matematisk induktion visa Vn > 4 : A(n).
I det foljande skriver vi ocksa V' L,, for 4n? + 2" respektive HL,, for 3". Da har vi A() < VL, < HL,. Vi tar
nu de tre stegen i ett induktionsbevis.

Steg 1. Kontrollera att A(4) ar sann. Det betyder att vi ska se efter om V Ly < HL,. Déarfor beréknar
vi V Ly och HLy:

VLj=4-22+42'=80 HL;=3"=381
och eftersom VL, = 80 < 81 = H L, konstaterar vi att A(4) ar sann.

Steg 2. Vi ska nu visa att implikationen A(p) = A(p + 1) ar sann for alla heltal p > 4 och déarfor gor
vi det sa kallade insuktionsantagandet och antar att for ett visst viarde pa p géller A(p), vi har alltsa
for detta p:
VL, < HL, < 4p* + 2" < 3.
Med kraft av detta ska vi visa att d&ven A(p + 1) ar sann, det vill sdga vi ska visa att
Vi1 < HLyp1 & 4(p + 1)2 + 2071 < 3Pt
Vi studerar V L,1 = 4(p + 1) + 2PT! och finner
VEIpp1=4-(p° +2p+1)+2- 20 =4p® + 8p+ 4+ 2P + 2P =4p? +- 2P 1 8p +- 4+ 2P =
VL,+8p+4+ 2P

Det ar forstas tillatet att snegla pa vart mal, vi vill att detta ska vara mindre &n HL,4q och vi kan
komma en bit pa végen att visa detta genom att anvénda induktionsantagandet och uppskatta V'L,
uppat med HL, = 37, ssmmanfattningsvis far vi

V01 =VL0y+8p+4+2P < HL,+8p+4+2" =3 +8p+4+2°.

Vi onskar som sagt att detta i sin tur ska vara mindre an HL, 1 = 3P+l = 3.3P, det vill siga vi vill
kunna dra slutsatsen

3P4 8p+A4+20 <33P o8 +4+20<2.3P

och om detta géller sa har vi A(p+1). Detta &r i sin tur méjlig att visa genom ett extra induktionsbevis,
vi infor nu darfor predikatet

B(p) & 8p+4+2P <23
och vi ska visa Vp > 4 : B(p). Aterigen kontrollerar vi att B(4) stammer:
B4) o8- 44+4+21<2.312324+4+16<2-81 < 52 <162

vilket uppenbart &r sant. Steg 1 i detta inre induktionsbevis ar allts klart. Nu ska vi visa att B(p) =
B(p + 1) géller sa vi gor antagandet B(p) < 8p +4 + 2P < 2-3P. med kraft av detta ska vi visa att
B(p + 1) giller, det vill siiga 8(p+ 1) +4 + 2Pt < 2.3 & 8p + 12 4+2-2P < 3-3P. Vi studerar nu
vénster led i denna olikhet och anvander induktionsantagandet:

8p+124+2-2P=8p+4+2P4+8+2P <2.3° +8+2°.
Vi vill att detta uttryck ska vara mindre an eller lika med 3 - 3P, det vill sdga vi vill att
2.3P 4842V <3-3? =842P <3 &3P 2P > 8.
Funktionen h(p) = 3P — 2P &r viixandet och h(4) = 3* — 2% = 81 — 16 = 65 > 8 vilket betyder att
h(p) > 8 for alla p > 4, men det ger precis 37 — 2P > 8 for alla p > 4 vilket &r ekvivalent med B(p + 1).
Sammantaget har vi alltsa B(p) = B(p+ 1) vilket tillsammans med att B(4) &r sann och principen for

matematisk induktion att B(p) dr sann for alla p > 4. Detta i sin tur faststéller att A(p + 1) &r sann,
det vill sdga vi har hér faststallt att A(p +1) — A(p + 1) géller for alla p > 4.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 samt induktionsaxiomet fullbordar beviset.



7. Grafteori. Rita en graf med féljande egenskaper:

1. Den ar sammanhéngande.

2. Den har en delgraf som ar isomorf med Kj.
3. Den har en delgraf som &r isomorf med K3 .
4. Den har max 5 horn och max 8 kanter.

Ange tydligt de delgrafer som ska finnas i grafen som uppfyller krav 2 och 3. Anvénd tvad olika skisser for detta,

en for att att visa att krav 2 ar uppfyllt och en annan for att visa att krav 3 ar uppfyllt.

Lésning: Vi utgar fran K5 som uppfyller de forsta tre kraven. K5 har 10 kanter och 5 noder och uppfyller
de forsta tre kraven men alltsa inte det sista kravet. Om vi kan ta bort tva kanter ur K5 och fa en ny graf
som fortfarande uppfyller de forsta tre kraven s& har vi funnit den graf som vi soker.

Betrakta alltsa Ks:

Vi behover forst valja de tre horn som ska utgora ena halvan av delgrafen som ska vara isomorf med K32
och darmed faststalls ocksa vilka tva horn som ingar i andra halvan av grafen som &r isomorf med K3s. Vi
illustrerar det valet genom att rita kvadrater runt de 3 hérn respektive trianglar runt tva horn:

Vi ska nu se om vi kan ta bort kanter sa att grafen uppfyller det sista kravet. Efter en del funderingar inser
vi att vi kan ta bort kanten mellan de bada hérnen med trianglar ritade runt sig. Vi har fortfarande krav 1,2,3
uppfyllda. Vi maste ta bort en kant till. Nagonstans ska d&ven K3 finnas inbdddad och det &r frestande att lata
K3 vara inbaddad och utgéras av hornen med kvadrater runt sig, MEN d& blir det problematiskt att ta bort
ytterligare en kant och uppfylla alla krav. Losningen blir att vi anser att K3 &ar inbaddad i tva av hérnen med
kvadrater, lat oss siga de till hoger och ett av hornen med trianglar, lat oss ta det nedre. Da finns bade K3
och K35 i nedanstaende graf:

Och en illustrationerna av foljande delgrafer visar att grafen innehaller en delgraf isomorf med K3 och en
isomorf med K3 :



Anmdrkning: Vi kan 16sa detta med kravet 7 kanter ocksa, kan du se vilken kant som vi ocksa kan ta bort?

8. Kombinatorik. Lat Q = {1,2,3,...,1000}. Berdkna antalet element i mangden
M = {zx € Q:ged(x,999) = 1}.
Lésning: Vi primfaktoriserar 999 enligt
999 = 3% - 37.
Om vi infoér Dg = {x € Q : d|z} sa kan vi skriva
M =Q — (D3 U Dsy)
och enligt principen for inklusion och exklusion har vi
|D3 U Ds7| = |Ds| + |Ds7| — | D3 N Dsz| = 1000/3 4+ 1000/37 — 1000/(3 - 37) = 333 + 27 — 9 = 351.
Har betyder 1000/3, 1000/37 respektive 1000/(3 - 37) heltalsdivisioner, till exempel har vi
|Ds7| = |{1-37,2-37,...,27 - 37}

och 27 uppkommer alltsd nér 1000 heltalsdivideras med 37. Eftersom 3 och 37 &r olika primtal har vi ocksa
D3N Dsy = Ds.37.

Sammantaget har vi alltsa |M| = || — |D3 U D37| = 1000 — 351 = 649.

9. Sannolikhetslara. Vi har tre urnor, Uy, Us och Us. Ui innehéaller tva blaa kulor. Us innehaller en bla
och en gul kula och Us innehaller tva gula kulor. Betrakta foljande slumpprocess:

1. En av urnorna Us och Uj véljs slumpmassigt.

2. En slumpvis i den valda urnan byter plats med en slumpvis vald kula i Uj.

3. En kula véljs slumpvis ur Uy

Beridkna sannolikheten att den slumpvis valda kulan ur Uy ar bla.
Ledning: Du kan forenkla formuleringen av problemet innan du infér handelser.

Lésning: Steg 1 och 2 &r ekvivalent med att en kula ur U; byter plats med en slumpvis vald kula ur en
storre urna som innehaller alla kulor som Us och Us innehaller, vi kan kalla den urnan V' och den innehaller
da en bla och tre gula kulor.

Nu infér vi foljande héndelser:

B = en bla kula ur U; byter plats med en bla kula ur V. Vi har P(B) = 1/4.
G = en bla kula ur U; byter plats med en gul kula ur V. Vi har P(G) = 3/4.

I uppgiften soker vi sannolikheten av hidndelsen X som &ar att vi slutligen far en bla kula, enligt satsen om
total sannolikhet har vi

P(X) = P(X|B) - P(B) + P(X|G) - P(G).

Har géller P(X|B) = 1 eftersom vi bara har blaa kulor i U; om vi bytte plats med en bla kula ur V' respektive
P(X|G) = 1/2 eftersom vi hade haft en gul och en bla kula i U; om vi bytte plats pa en bla ur Uy och en gul
ur V.

Sammantaget har vi

P(X) = P(X|B)-P(B)+ P(X|G)-P(Q)=1-> +

e~ w
oo | Ut

DO =

1
4
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10. For C. Kan dven ticka delomrade 4, inledande talteori. Lat m vara ett positivt heltal och beteckna med
T restklassen i Z,,. Visa foljande pastaende:

m>2=[{12,22,... ,m2}| < m.
Lésning: Vi bildar alltsa en méngd av restklasser
E2, o7
och vi ska visa att denna méangd har mindre &n m element om m > 2. Ytligt sett ser det ut som om det finns
m olika element 1 méngden, varje element uppstar som restklassen i, dar ¢ antar de m olika vardena. Dock sa
riknar vi hir modulo m och dessa m element #r bara olika om vi inte kan hitta tva olika i och j med i? = ;52

(mod m). Saken &r den att férutsittningen m > 2 faktiskt mojliggor ett val av tva olika tal i, j sddana att
i? = j2(mod m), dessa tal dr i = 1 respektive j = m — 1, vi har da

PZ=m-12=m2-2m+1=1=12=4
det nést sista elementet i listan pa element i Z,,:
som ar (m — 1)? dverensstammer alltsd med det forsta elementet som ar 1. Alltsa &r antalet element i denna
lista < m, eller med andra ord o o
{12,22,...,m2}| <m
vilket skulle bevisas. (Anmdrkning: om vi inte hade m > 2, dvs om m =2 sa hadei=1och j=m—-1=1

variot samma element, det vill sdga vi hade inte haft mojligheten att dra slutsatsen som baserade sig pa att 4
och j var olika.)

11. For A. En sa kallad differensekvation &r en ekvation som definierar en talf6ljd (an)5e, rekursivt. Vi
studerar en sadan av andra graden:

Gn+2 = PAn+1 + qan
dar ag och a; valjs som startviarden och som rekursivt definierar vardena pa alla efterféljande a,, n = 2,3, .. ..
Vi har aven g # 0 i de ekvationer vi studerar.

Visa foljande pastaende med stark matematisk induktion:

Om 71,79 ar losningarna till den karakteristiska ekvationen
r? = pr+q
dar ry # 19 sa finns konstanter C, D sadana att
anp =Crl'+ Dry,n=0,1,2,....

Lésning: Eftersom g # 0 sa kan varken rq eller 79 vara noll sa darfor kan vi skriva

ag = CrY + Dr) N ap=C+D o (@) 1 1)\ (C
a1 = CT’% + Dr% a1 = Cri+ Dry ai Ty T2 D
Alltsa ett ekvationssystem med de tva obekanta C, D. Determinanten av koefficientmatrisen ar ro — ry och

eftersom 1y # ro ar den inte noll vilket innebéar att ekvationssystemet har en entydig 16sning i C, D dor varje
val av ag, a1. Den har utredningen tjédnar som forsta steget i induktionsbeviset.

Steg 2. Vi infor hér ett predikat:

A(n) & an = Cri + Dry.

Om talfoljden defineras rekursivt som beskrivits ovan ska vi nu visa
Vn >0: A(n).
Vi har redan visat A(0) och A(1) i steg 1 ovan. Vi antar darfor att A(k) ar sann for alla k, k =0,1,...,n,n+1
och vi ska visa att A(n + 2) ar sann. Eftersom A(n) och A(n + 1) bada géller sa har vi
an = Crl + Dry och Gni1 = CT1n+1 + D7’2”le

vi ska nu visa att A(n + 2) giller, det vill séiga an4o = Cr72 + Dri2. Enligt den rekursiva definitionen och
induktionsantagandet galler

Gnio = Papi1 + qan = p(C’T{”rl + Drg”rl) + q(Crf + Dry).
Om vi samlar alla rq i en term och alla ro i en term blir detta uttryck lika med

ans2 = (pCr1 + qC)r{ + (pDra + ¢D)ry = C(pr1 + q)rf + D(pra + q)rs.
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Men eftersom 71,79 ar 16sningar till ekvationen r? = pr + ¢ kan detta i sin tur skriva om som

ano = Cri-r + Drs vl = Cri™2 4 Dyt
men detta uttrycker precis att a, o = Cr72 4+ Drit2 som #r A(n+2) vilket skulle visas. Steg 2 i induktionen

ar avklarat.
Steg 3: Steg 1 och steg 2 samt principen for stark matematisk induktion fullbordar beviset.

Den intresserade ldasaren kan sjdalv genomfora motsvarande bevis for sitationen da den karakteristiska ekva-
tionen har en dubberot.



