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TENTAMEN 1 CM1000 — DISKRET MATEMATIK, JANUARI 2022

Tillatna hjalpmedel ar ett A4-ark med egna anteckningar fran kursen, ingen minirdknare. Anteckningar far
finnas pa bada sidor av arket. Inldmning sker i form av fotograferade handskrivna lésningar i aktuell Quiz pa
kurswebben. Om ni av nagon anledning inte kan scanna in en fil och méaste mejla den till mig, ladda istéllet upp
en platsmarkorsfil och mejla er 16sning till mig. Jag kan inte ratta uppgifter som inte har uppladdade bildfiler
och observera att om ni trycker pa ”skicka in” /”submit” sa kan ni inte langre lamna in nagra 16sningar. Om ni
mejlar en 16sning till mig maste ocksa detta foregas av en diskussion med mig (ansvarig lirare) pa skrivningens
zoommote under skrivtiden, eller ett telefonsamtal: 08-7909473.

Skrivtiden ar de normala 5 timmarna for en tentamen plus 60 minuter extra tid for bildhantering & upp-
laddning, skrivningen tillgdngligérs nagra minuter innan 8.00 pa kurswebben och sista (ordinarie) inlamningstid
blir alltsa 14.00. Observera att all behandling av alla uppgifter och all hantering med inlamning ska ske under
denna tid. Annars réittas inte l6sningarna. Det dr Canvas tidsstamplar som géller. (Nagra har forlangd skrivtid
och motsvarande klockslag f6r dem &r 17.00.) Till denna skrivning hér en muntlig tentamen (for nagra) och
de uppgifter som kan anvéndas for muntlig tentamen ar 2, 3, 5 och 6. Del I innehaller uppgifter som krévs
for godkant och delarna II och IIT &r f6r hogre betyg. Fullsténdiga och korrekta motiveringar kréivs for alla
uppgifter.

DEL I — FOR BETYG E

1. Logik. Visa att nedanstaende hérledning &r korrekt utan att anvénda sanningstabeller och redovisa i varje
steg vilka slutledningsregler som anvénds (Modus Ponens, Modus Tollens, etc.)

1. p—gq

2. gq—pVr

3. r—=-(p®q)
P g

Ledning: Utan motivation kan du anvinda att p @ g < —(p <> ¢). Det ar lattast att gora detta genom
ett indirekt bevis, men &ven andra strategier fungerar. Var i vilket falls som helst mycket noggrann med den
logiska strukturen och ange i synnerhet alltid om slutsatser vilar pa antaganden.

2. Mingdladra. Utan att anvinda Venndiagram, visa, for alla godtyckliga méngder A, B, C identiteten
(AUBUC)—(BNC)=(A—(BUQC))U(Ba®QO).
Har betyder B & C méngden (B — C) U (C — B).

Ledning: Anvind distributiva lagarna for mangder for att skriva om vénster och hoger led men ocksa ut-
trycket for B @ C. (Det finns forstas andra lésningsmetoder.)

3. Funktioner. Vi betraktar funktioner pa mingden R?, det vill siga funktioner som tar punkter ur planet
och avbildar pa planet. Ett exempel pa en sadan funktion som vi ska studera ar

9(x,y) = (g91(2,y), 92(x,y)), dér g1(x,y) = x+y och ga(z,y) =z —y.
Vi har da till exempel
9(1,2) = (91(1,2),92(1,2)) = (1+2,1-2) = (3,-1)  g(2,1) = (1(2,1),02(2,1)) = 2+ 1,2-1) = (3,1).
Lat nu a, b beteckna godtyckliga reella tal och studera funktioner f : R? — R?, dér
fay) = (filz,y), fa(@,y)) = (az + by, bz + ay).

For varje par av reella tal a,b uppstar en sadan funktion. Ange det krav som a,b maste uppfylla for att
funktionen h = f o g ska vara bijektiv.
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4. Inledande talteori. Visa, for alla heltal a, b, c att
ged(a,b) = ged(a + be,a + b(e — 1)).

Ledning: Visa att d ar en gemensam delare till a,b om och endast om d ar en gemensam delare till a + bc
och a + b(c — 1), dra dérefter den 6nskade slutsatsen.

5. Relationer. Definiera relationen R pa Z genom
TRy< =y (mod2)Vz =y (mod 3).

Ge en fullstéandig utredning som redovisar och motiverar vilka av egenskaperna reflexivitet, symmetri, anti-
symmetri och transitivitet som den hér relationen har eller inte har. (For varje egenskap: motivera om den
har egenskapen eller inte.)

6. Fordjupad talteori. Visa med matematisk induktion att for varje heltal n > 4 géller 8n +4 42" < 2-3".

Ledning: Du far utan motivering anvénda att funktionen h(n) = 3" — 2" ar véxande for n > 4.

7. Grafteori. Rita en graf med féljande egenskaper:

1. Den ar sammanhangande.

2. Den har en delgraf som &r isomorf med Kj.
3. Den har en delgraf som &r isomorf med K3 .
4. Den har max 5 horn och max 8 kanter.

Ange tydligt de delgrafer som ska finnas i grafen som uppfyller krav 2 och 3. Anvénd tvad olika skisser for detta,
en for att att visa att krav 2 ar uppfyllt och en annan for att visa att krav 3 ar uppfyllt.

8. Kombinatorik. Lat Q = {1,2,3,...,1000}, de forsta 1000 positiva heltalen. Berékna antalet element i
méangden

M ={zx € Q:ged(x,999) = 1}.

9. Sannolikhetslara. Vi har tre urnor, Uy, Us och Us. Uj innehaller tva blaa kulor. Us innehaller en bla
och en gul kula och Us innehaller tva gula kulor. Betrakta foljande slumpprocess:

1. En av urnorna Us och Uj véljs slumpmassigt.
2. En slumpvis vald kula i den valda urnan byter plats med en slumpvis vald kula i U;.
3. En kula valjs slumpvis ur U;

Berdkna sannolikheten att den slumpvis valda kulan ur U i sista steget &r bla.

Ledning: Du kan forenkla formuleringen av problemet innan du infor handelser.

DEeL I1

10. For betyg C. Kan dven ticka delomrade 4, inledande talteori. Lat m vara ett positivt heltal och beteckna
med 7 restklassen i Z,,. Visa foljande pastaende:

m>2=[{12,22,... m2}| < m.
DEeL III
11. For betyg A. Kan dven ticka delomrade 6, fordjupad talteori. FEn sa kallad differensekvation ar en

ekvation som definierar en talféljd (a,)5> rekursivt. Vi studerar en sadan av andra graden:
Gn+2 = Pan+1 +qan

dar ag och a; valjs som startviarden och som rekursivt definierar vardena pa alla efterfoljande a,, n = 2,3, .. ..
Vi har dven ¢ # 0 i de ekvationer vi studerar. Visa foljande pastaende med stark matematisk induktion:

Om ry, 7o dr 16sningarna till den karakteristiska ekvationen 72 = pr + ¢ déar r; # 7o sa finns konstanter C, D
sadana att a, = Crl' + Drj for n =0,1,2,....



