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KONTROLLSKRIVNING 4 — CM1000, DISKRET MATEMATIK, HT2021

Tillatna hjalpmedel ar ett A4-ark med egna anteckningar fran kursen. Anteckningar far finnas pa bada sidor
av arket. Ingen minirdknare ar tillaten.

Skrivtiden ar 1 timme och 45 minuter med start 14:15 och sista inlamning 16:00. Sent inlamnade skrivningar
rattas inte. (Nagra har forlangd skrivtid och motsvarande for dem klockslag &r 17.00.) Fullstdndiga l6sningar
kravs normalt till alla uppgifter. Till denna KS hor ingen muntlig tentamen.

1. Logik. I den har uppgiften later vi p,q,r beteckna godtyckliga utsagor. Betrakta nedanstaende tva
pastaenden:

r=(@—=-p)ep=(@—=-r) po(@=r)eqg—(r—p)
Ett av pastaendena &ar sant for alla utsagor p,q,r och ett av dem &r inte sant for alla utsagor p,q,r. Bevisa
det pastaende som &r sant och ge exempel pa en tilldelning av sanningsvéarden till p,q,r som visar att det
pastaende som inte géller for alla p, q,r verkligen inte géaller for alla p, q,r. Alla metoder ar tillatna.

Losning: Det forsta pastaendet ar sant och vi kan se det genom att skriva
r—(q—-p er—=(—qV-p & -rVv(-qV-p & (-rV-oq)V-ops
“pV(~qV-r) & pVg— or) e p— (g — ).
Det andra pastaendet maste alltsa vara falskt och vi kan se det genom att gora sanningsvardestilldelningarna
p = sann q = sann r = falsk
Vi far da
p — (@ — 1) & sann — (sann — falsk) < sann — falsk < falsk

respektive

r — (q — p) < falsk — (¢ — p) < sann
eftersom en implikation med falskt forled alltid dr sann. Vi har alltsé hittat en tilldelning av sanningsvérden till
P, q, r som visar att andra pastaendet inte dr sant. (Denna tilldelning kan hittas med hjélp av en sanningstabell.)

2a. Mangdldra. Lat A C E, |A| < |E| respektive B C F, |B| < |F|. Vi uppfattar da A x B som en
delméngd av ett universum U = F X F' som vi ocksa antar innehéaller ett édndligt antal element. Nedan finns
tva pastaenden. Det ena ar sant for alla val av A, B, E/, F' som beskrivits ovan, det andra &ar inte sant for alla
val av A, B, E, F' som beskrivits ovan. Bevisa det sanna pastaendet och for det falska pastaendet, ange ett
exempel pa ett val av mangder A, B, E/, F' dar pastaendet inte ar sant.

Pastaende 1: (A° x B)° = (A x B)U (A° x B)U (A x B°)
Pastaende 2: |(A° x B)¢| = |A x B|.

Venndiagram &r som vanligt inte tillatna som en del av en 16sning, men det &r klart att du kan rita diagram
och ha i dina anteckningar som du inte lamnar in.

Lésning: Det ar det andra pastaendet som &r falskt och vi kan se det genom att vélja
A={1}, FE=1{1,2,3}, B={a}, F=/{ab,c},
da har vi A°={2,3} och B¢ ={b,c} och A° x B®={(2,b),(2,¢),(3,b),(3,¢)}
|(A° x BY)| =|U| = |A°x B |=9—-4=5#1=|(1,a)] = |A x B|.

Vi ska nu alltsa visa att det forsta pastaendet dr sant. Vi gor det genom ett elementargument. Vi ska visa
att méngderna (A° x B°)¢ och A x BU A° x BU A x B¢ i sjalva verket ar desamma. Vi visar darfor att

(x,y) € (A°x B)° & (z,y) € (Ax B)U(A° x B)U (A x B°).
Det foljer av foljande kedja av ekvivalenser:

(z,y) € (A°x BY)" & ~((z,y) € A“x BY)) & ~(z € A“Ay € BY) &
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“(z€eA)YV-(yeB)srcAVyeBs (e € ANyeBVyeB)V(ye BA(x e AVz e AY)) &
(reANyeB)V(re ANyeB)V(ye BANze A)V(ye BAx € A°) &
(xe ANyeB)V(re ANyeB)V(ye BAz e A°) <
(r,y) € AXx BV (z,y) € Ax B°V (z,y) € Ax B&
(z,y) € (Ax B)U (A x B)U (A x B°).

Beviset ar klart.

2b. Méangdlira. Lat A, B, C beteckna godtyckliga méngder. Visa att vi alltid har
(AUBUC)—(A@Ba(C)U(ANBNC))=(ANB)U(BNC)U(ANC).

Ledning: E & F betyder (E — F) U (F — E). Det kan vara arbetsamt att forsoka visa denna identitet bara
med hjalp av méngdregler. Det &r battre att sitta upp ett sa kallat elementargument och studera utsagorna
pereA qgexe B, rexe ) och om VLI och HL betecknar vanster respektive hoger led i identiteten
som ska, visas, visa att

reVL&xe HL

med hjilp av en sanningstabell. D& far ni ocksa utan motivering anvénda att A @ B @ C bestar av de element
som ligger i ett udda antal av mangderna A, B, C.

Lésning: Vi infor utsagornap sz € A, g x € B, r< x € C. Om
VL=(AUBUC)-—(AeBa(C)U(ANnBNQ))
och
HL=(ANB)U(BNC)U(ANC)
sa ska vi visa att * € VL < x € HL sa vi studerar dessa bada utsagors logiska struktur:
reVLere (AUBUC)—(AeBaC)UANBNQO)) &
re(AUBUC)—-(AeBa(C)vee (ANBN(O)) &
re(AUBUC)N(AeBaC))Vze (ANBNC)) &
(e (AUBUC)ANz € (A BaO)))Veze (ANBN(O)).
Vi kan nu sétta upp en sanningstabell for v € VL = (AUBUC) - (A@BaC))U(ANBNCOC)):

p(execd)|qgerzeB)|r(exelC)|z2ec(AUBUC) |z€(AdBaC) |z (ANBNC)|zeVL
S S S s f S s
S S f S S f S
S f S S S f S
s f f s f f f
f S S S S f S
f s f s f f f
f f s s f f f
f f f f s f f

Vi gar vidare och sétter upp sanningstabellen fér z € HL = (AN B)U (BN C)U(ANC). Den far foljande
utseende:

p(ered)|qgexeB) | r(exel)|ze(AnB)|ze(BNC)|ze(ANC)|x€ HL
S S f s f f s
S f S f f s s
s f f f f f f
f S S f S f s
f s f f f f f
f f s f f f f
f f f f f f f

I bada tabellerna ser vi att kolumnerna for x € VL och x € HL &r identiska, det innebér att x € VL <> x €

HL vilket innebar precis att VL = HL vilket skulle visas.
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3a. Funktioner. For funktioner f : A — B infordes i kursen for alla méngder £ C A méngden f(F) genom
f(E) ={y € B:x = f(x)}. Vikallade f(F) for bilden av E genom f. I den hér uppgiften vander vi pa
riktningen och for alla méngder F' C B infor vi den inversa bilden av F' genom f som méngden
fFUF)={z € A: f(z) € F}.
Observera att den hiar méngden &ar definierad dven om funktionen sjélv inte &r inverterbar. Till exempel, for
funktionen y = f(x) = 22 dér f : R — R har vi f71([1,4]) = [-2, 1] U[1,2]. (Rita girna en figur for din egen
skull for att battre forsta vad det handlar om.)
Vi later nu f: A — B vara en funktion vilken som helst. Visa foljande pastaende:
f ar injektiv om och endast om for alla mingder F C B har vi |F|=1=|f 1(F)| < 1.

Lésning: Vi ska visa ett pastaende av typen ”om och endast om”, det ar ju en ekvivalens sa vi ska visa att
de tva pastaendena

U & f ar injektiv och ® © For alla mingder F C B vihar |F|=1=|f'(F)| <1
ar ekvivalenta. (Vi anvénder de grekiska bokstdverna ¥ och ® bara for att gora logiken sa tydlig som
mojligt.)

U = &: Vi antar att f: A — B ar injektiv. Vi ska nu for vilken mangd som helst F' C B visa implikationen
|F| =1=|f~1(F)| < 1. Vi antar dirfor motsatsen till denna implikation, det betyder att det finns en
mangd F' C B med

[Fl=1Af7HF) > 1.
Detta betyder att det finns en méngd F' C B med ett element, vi kan anta F' = {y}. Vidare har den
inversa bilden av {y} genom f mer &n ett element, det vill sdga vi har

flz) =y flz2) =y
for ndgra z1, 2 € f~1({y}). Men detta motsiiger precis att f #r injektiv och det kan alltsa inte finnas
nagon méngd F' av det slaget. Alltsa giller ® och darmed implikationen ¥ = &.
® = U: Det visar sig har vara lattare att visa kontrapositionen -V = —=® sa vi antar =W, dvs att f inte ar
injektiv. Da finns skilda z1,22 € A med f(z1) = f(z2) =y € B. Men detta innebér igen att

{y} = 1A Kz, 20t = 2 =y}l = LA {zn, 22} > 1

och med E = {x1,25} = f~}(F) och F = {y} har vi ett motexempel pa implikationen som krivs vara
sann for att ® ska vara sann, det vill sdga vi har visat att —=® géller till foljd av =¥ vilket fullbordar
beviset.

3b. Funktioner. Vi betraktar R?® som rummet av vektorer med tre komponenter, (z,y,z) och studerar
funktionen f : R® — R3 som uppfyller

£(1,0,0) = (0,1,0), f(0,1,0) = (0,0,1), £(0,0,1) = (1,0,0)

och dven f(u+v) = f(u)+ f(v), samt f(au) = af(u), for alla vektorer u,v € R? och reella tal a € R. Visa att
funktionen f ar bijektiv.

Lésning: Vi ska visa att f ar injektiv och surjektiv och antar darfor att
[, y1,21) = fla2,y2, 22)
for tva vektorer (z1,y1,21), (22,2, 22) € R3. Vi ska nu visa att (z1,y1,21) = (T2, y2,22). Vi kan skriva
(x1,91,21) = (1,0,0) + (0,91,0) + (0,0, 21) = z1 - (1,0,0) + y1 - (0,1,0) 4+ 2 - (0,0, 1)

och liknande for (z1,y1,21). Da har vi, efter upprepad anvindning av egenskaperna f(u + v) = f(u) + f(v)
och f(au) = af(u) likheten

f(xl’ylyzl) = f(JTl,0,0) + f(oaylao) + f(oaoy Zl) =T f(l,0,0) +y1 : f(0,1,0) + Zlf : (0’05 1)
som ar
xry - (07 170) +y1 . (0707 1) + 21 - (17070) = (2'179517%)-
Av detta far vi
fx1,y1,21) = f(x2,y2, 22) = (21,21,y1) = (22,22, 92) = 21 =22 AZ1 = T2 Ay1 = Y2

vilket precis ger (z1,y1,21) = (2,2, 22)-

Fér att visa surjektiviteten kan vi observera att for en godtycklig vektor (x, v, 2) € R? har vi, genom liknande
resonemang som ovan

f(y7 z? x) = (x7 y? Z)
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vi har alltsa hittat en vektor som fungerar som argument for f som avbildas pa (z,y, z), eftersom (z,y, z) var
godtyckligt vald har vi visat surjektiviteten.

Anmdrkning: 1 sjalva verket kan argumentet for surjektivitet utvidgas till att vi konstaterar att vi faktiskt
har inverterat f, eftersom f tydligen ar inverterbar méaste f dven vara bijektiv.

4. Inledande talteori. Nedan finns tva pastaenden, det ena &r sant och det andra ar falskt. Bevisa det som
ar sant och visa varfor det som ar falskt ar falskt genom att till exempel ge ett motexempel.

Om (a + b)? #r udda s kan bade a? och b? vara udda.
Om a # 0 (mod 2) och a # 0 (mod 3) sa géller a # 1 (mod 6) = a =5 (mod 6).
Lésning: Det forsta pastaendet ar falskt eftersom
(a+0b)? =a*+2ab+b* = a® + % (mod 2).
Om da bade a? och b? ér udda sa blir summan a? + b% jimn, men det gér inte eftersom a? + b* = (a + b)? och

(a +b)? var ju ett udda tal.

I det foljande antas kongruenser vara modulo 6 om inte annat anges. Det andra pastaendet stdmmer, det
finns ndmligen 6 fall da vi har kongruenser modulo 6: a =0, a=1,a=2,a=3,a=4och a=5. Om vi inte
har a = 0(mod 2) sa kan inte heller nagon av a =0, a = 2, a = 4 géilla modulo 6. Om vi dessutom inte heller
har a = 0(mod 3) sa utesluter det att a = 3(mod 6). Vi har alltsa da bara kvar fallen

a =1 (mod 6) eller a =5 (mod 6).

Men den hér disjunktionen &r av formen p V ¢ som é&r ekvivalent med —p — ¢ (sa ser sambandet ut mellan
implikationer och disjunktioner) och det som skulle visas &r precis implikationen —p — ¢, det vill séga

a#1 (mod6)=a=5 (mod 6)
vilket fullbordar beviset.

5a. Relationer. Vi har Z3 = {0,1,2}. Definiera relationen R pa Zz genom
TRy < 2 —y=y>—2.

Visa att R &r en ekvivalensrelation och ta fram ekvivalensklasserna.
Ledning: Eftersom Zs bara har tre element sa blir det mycket ldtt att ta fram ekvivalensklasserna.

Lésning: Vi ska forst visa att R ar reflexiv, symmetrisk och transitiv och vi later darfor x,y, z beteckna tre
helt godtyckliga element i Z3. Elementen x,y, z ar ju restklasser modulo 3 och vi kan darfor ocksa uppfatta
dem som heltal. Refleriviteten inses genom att studera utsagan xRz som ar sann for alla x eftersom

2

tRr < 1> —x=2? —z (mod 3) & 0=0 (mod 3) som &r sann.

Innan vi visar symmetrin och transitiviteten kan vi konstatera att vi kan skriva om definitionen av relationen
pa ett enklare ekvivalent satt:

tRye > —y=y’ -z ®+z=9>+uy.
Nu ser vi symmetrin och transitiviteten genom att konstatera att vi alltid har
2?4+ =9y*+y ey’ +y=a2+z detta ger symmetrin eftersom z,y ir godtyckliga.

4=y +yny’+y=2>4+2= 2241 =2+ 2 detta ger transitiviteten eftersom z,y, z dr godtyckliga.

Sammantaget ar relationen en ekvivalensrelation eftersom den ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.
For att finna ekvivalensklasserna kan vi bara kontrollera vilka av elementen 0, 1,2 som ér relaterade till
varandra. Vi har (minns att vi hela tiden raknar modulo 3):
24+1=2 2242=442=6=0=02+0.
Detta visar att 0R2, dessa tva ligger alltsa i samma ekvivalensklass. Men vi ser ocksa att vi inte har TR0, det
betyder att 1 inte ligger i samma ekvivalensklass som 0 och 2. Vi far alltsa tva ekvivalensklasser:

{0,2} och {1}.



5b. Relationer. Definiera relationen R pa Z genom foljande
aRb< Ik €Z:a+k*>=b.

Ge en fullstandig utredning av vilka av egenskaperna reflexivitet, symmetri, antisymmetri och transitivitet som
den hér relationen har. Om relationen har en av dessa egenskaper, bevisa detta, om relationen saknar en av
dessa egenskaper ge exempel som illustrerar att sa &r fallet. (Alla egenskaper ska forstas utredas.)

Lésning: Relationen ar reflexiv, inte symmetrisk, antisymmetrisk och inte transitiv. Vi visar detta nedan.

Reflexivitet: Om a &ar ett godtyckligt heltal sa géller
a+02=a4Ik(=0):a+k=asaRa

alla tal a ar alltsa relaterade till sig sjalva vilket precis ar reflexivitet.

Symmetri: Vi kan se att relationen inte &r symmetrisk genom att till exempel observera att OR1
eftersom 0+ 12 = 1, men samtidigt kan inte vi inte ha 1R0 eftersom det skulle innebéra att det funnes
ett heltal £ med 1 + k? = 0, men det finns inget sadant heltal. Vi har alltsa funnit ett exempel pa tva
tal a = 0, b = 1 dar vi har aRb men inte bRa vilket visar att relationen inte ar symmetrisk.

Antisymmetri: Egenskapen antisymmetri betyder att implikationen
aRbABRa = a=15b
ska vara uppfylld for alla heltal a,b sa vi antar att vi har aRb A bRa for tva godtyckligt valda heltal
a,b. Da galler
at+k*=bAb+k*=a
for nagra heltal k, k’. Men vi kan addera bada led i dessa likheter och fa

a+b+k+E?=b+as (a+b)+k2+k*=(a+b)

och om vi subtraherar a + b fran bada led sa fa vi k2 + k2 = 0. Eftersom bade k2 > 0 och k%2 > 0
sa med likhet endast for 0 maste vi alltsa ha k = k' = 0 vilket ger a = b som visar att implikationen
galler. Eftersom a, b var godtyckligt valda foljer antisymmetrin.

Transitiviteten: Vi kan se att relationen inte &r transitiv genom att konstatera att OR1 (eftersom
0+ 12 = 1) respektive 1R2 (eftersom 1+ 12 = 2). Vi har alltsi aRb respektive bRc om a = 0, b = 1,
¢ = 2. Men vi har inte aRec, vi har alltsa inte OR2 eftersom det skulle innebéra att det fanns ett heltal
k med 0+ k* = 2 < k? = 2, men 2 ir inte en jimn kvadrat (2 dr till och med ett primtal!) s& det gar
inte. Relationen ar alltsa inte transitiv.

6. Fordjupad talteori. Visa, med matematisk induktion, utan att anvinda kongruensrakning att
n
l(n+1)-) (4k—1)
k=1
for alla heltal n > 1.

Ledning: Vi uppfattar det som vélként att 2, | k = n? + n, det far alltsa anvindas i 16sningen utan
vidare motivering. Skriv forst om pastaendet utan summatecken innan du inleder induktionsbeviset.

Lésning: Vi konstaterar forst att vi kan skriva

i(4k—1):4<ikz> —n=2n%4+n)—n=2n>+n=n2n+1).

k=1 k=1
Vi infor predikatet A(n) < 3|(n + 1)n(2n + 1). Det kan dven skrivas A(n) < 3|2n3 + 3n? + n. Det vi ska visa
kan da skrivas Vn > 1: A(n). Matematisk induktion utfors i tre steg:
Steg 1. Kontrollera att A(1) &r sann. Vi har

A(l) & 32-1° + 312 + 1 & 2|6 vilket &r sant.

Steg 2. Vi ska nu visa implikationen A(p) = A(p + 1) for alla heltal p > 1. Vi antar darfor att A(p) géller for
nagot godtyckligt heltal p > 1. D& har vi alltsa 3|2p® + 3p? + p, det betyder att det finns ett heltal ¢
med 2p® + 3p? + p = 3¢. Med kraft av detta ska vi nu visa att A(p + 1) &r sann, det vill siga att

320+ 12 +3p+ 1)+ (p+1) o3 €Z:2p+1)° +3(p+ 12+ (p+1) =37



Vi studerar dérfor 2(p + 1)% + 3(p + 1)? + (p + 1) och férsdker skriva det som en multipel av 3 (alltsa
3q¢):

20+ 1% +30+ 1%+ (p+ 1) =200° + 30" + 3p+ )+ 30" + 2+ D +p+1=
23 +6p> +6p+2+3p> +6p+3+p+1=2p>+3p +p+6p> +6p+2+6p+3+1=

(2p° +3p* +p) +6p* +12p+ 6 =3q+ 3 - (2p* + 4p+2) = 3 (¢ + 2p* + 4p + 2).

Hir har vi anvint induktionsantagandet att 2p® + 3p? + p = 3¢ och med hjélp av detta och om-
skrivningarna ser vi att hela uttrycket slutligen kan skrivas som 3¢’ dér alltsa ¢/ = q + 2p? + 4p + 2.
Detta fullbordar steg 2 i induktionsbeviset.

Steg 3. Steg 1, 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.

7. Grafteori. Finn i nedanstaende viktade graf den billigaste vigen fran A till Z genom att anvénda Dijkstras
algoritm. Ange alla etiketter for alla horn men &dven alla kandidatetiketter i alla delsteg av algoritmen.

Lésning: Vi tar stegen i Dijkstras algoritm, i varje steg anges kandidater i kursiv stil och valda etiketter
anges i fet stil:

Steg 1. C(A,1), F(A,9), E(A,8)

Steg 2. B(C,3), D(C,3), E(A,8), F(A,9)

Steg 3. E(B,6), G(D,6), I'(A4,9)

Steg 4. H(E,11), F(A,9), I(E,7), J(G.9)

Steg 5. F(A,9), 3(G,9), H(E,11), K(1,9), L(L,15)
Steg 6. H(E,11), Z(K,14), L(J,11)

Steg 7. Z(L,13)

Baklanges lasning av etiketterna ger att kortaste véagen blir
A-C—-D—-G—=>J—=L—Z

och den har kostnaden 13 (som anges pa Zs etikett).
Anmdrkning: 1 den har grafen kunde flera etiketter &n en véljas i stegen 2, 3 och 5.

8. Kombinatorik. En av de mest meningsfulla aktiviteter som finns ar att placera fargade kulor i urnor och
vi ska nu, till var stora gldadje, studera en sadan aktivitet. Vi antar att vi har tre urnor, Uy, Us, Us och ska
placera tre identiska gula kulor, tre identiska bla kulor och tre identiska réda kulor i dessa urnor. Men vi ska
forst ange tva regler for hur sjilva placerandet far ga till:

1. De gula kulorna far ldggas hur som helst, hur manga gula kulor som helst i vilken urna som helst.
2. Ingen urna far innehalla bade blaa och réda kulor, men annars far ocksa de blaa och réda kulorna
laggas hur som helst.

Berdkna totala antalet sétt att placera alla kulor om bada dessa regler ska foljas.

Lésning: Vi kan se placerandet av kulorna som en slumpprocess i tva oberoende steg. Steg 1: placera de
gula kulorna — vi antar att detta kan goras pa Nj satt. Steg 2: placera de roda och bla kulorna — vi antar att
detta kan goras pa No satt. Det sokta antalet satt att placera alla kulor blir da Ny - No. Vi gar vidare och
berdknar N7 och N» var for sig.



Ni: Antal sétt att placera de gula kulorna blir enligt en formel

3+3-1 5\ 5-4-3
< 3—-1 >_<2>_ 5o o0
)

(Se bokens kapitel 8, exemplet med Tesla som matade duvor.

Ns: Vi kan ta ett annat perspektiv pa hur de blaa och réda kulorna placeras. Vi har tre urnor, inga blaa
eller roda kulor far ligga i samma urna, det innebar att nagon urna maste innehalla alla blaa kulor eller sa
maste nagon urna innehalla alla réda kulor, annars kan vi inte uppfylla kravet att ingen urna far innehalla
bade réda och bla kulor. Vi sétter nu

A = méangden av sitt att placera ut de rdoda och bla kulorna dér alla blaa kulor ligger i samma urna.
B = mangden av satt att placera ut de roda och bla kulorna dar alla réda kulor ligger i samma, urna.

Det sokta antalet No fas nu genom principen for inklusion och exklusion:
Ny =|AUB| = |A|+|B| - |AN B
och vi berdknar nu |A|, |B| och |AN B| var for sig.

|A| ar antalet sétt att placera ut de roda och bla kulorna dér alla tre roda &r tillsammans, vi kan se det
som en process i tre steg. 1: vélj forst vilken urna som ska innehalla de tre réda kulorna, det gar att
gora pa 3 satt. 2: valj sedan hur de blaa kulorna ska vara fordelade. Det finns tva urnor kvar att vélja
pa och det finns darfor 4 sétt att fordela de blaa kulorna: antingen alla tre i den ena eller den andra
urnan, eller 1 bla kula i den ena urnan (och 2 blaa i den andra) eller en bla kula i den andra urnan
(och 2 i den ena). Totalt antal sitt att utfora bade steg 1 och 2: 3 -4 = 12 sétt, alltsa har vi |A| = 12.
beréknas pa precis samma sitt som |A| men med rollerna av blaa och réda kulor omkastade, alltsa har
vi |B| = |A| =12.
|AN B| &r antalet sétt att placera de roda och de bla kulorna da alla réda ligger tillsammans i en urna och
alla blaa ligger tillsammans i en annan urna. Det antalet berdknas genom att konstatera att vi ska
forst valja vilken urna som ska innehalla alla roda kulor, det kan ske pa precis 3 sétt, darefter valjer vi
vilken urna som ska innehalla alla blaa, det blir 2 satt. Totalt antal siatt blir da alltsa 3 - 2 = 6 sétt.

Sammantaget har vi alltsa

|B

Ny =]|AUB|=|A|+|B|-|ANB|=12+12—-6 = 18.
Vi sammanstéller dessa resultat som slutligen ger oss det sokta antalet Ny - No = 30 - 18 = 540.

9. Sannolikhetslira. Vi tar en vanlig sexsidig tarning som vi kallar T" och vi betraktar en slumpprocess som
har tva steg.

1. Vi kastar T en gang och adderar resultatet till en summa S. (S = 0 fran borjan.)
2. Om forsta kastet av T' ger ett udda utfall, det vill siga nagot av resultaten 1, 3 eller 5 kastar vi T" en
gang till och lagger det nya resultatet till S.

Berakna sannolikheten att S efter dessa steg ar storre én eller lika med 6.

Lésning: Vi infor foljande handelser:

U = forsta kastet ger ett udda utfall.
J = forsta kastet ger ett jamnt utfall.
@ = slutliga tarningssumman S ar storre &n eller lika med 6.

Vi soker P(Q) och enligt satsen om total sannolikhet har vi
PQ) = P(U)-P@QIU) + P(J) - P(Q|J)

sa kan vi berdkna dessa ingaende sannolikheter sa kan vi finna P(Q).

Till att borja med kan vi konstatera att P(U) = P(J) = 1/2 eftersom det dr lika sannolikt att fa jimnt som
att fa udda utfall pa en tarning. Da det géller P(Q|.J) sa soker vi alltsa sannolikheten att summan S > 6 givet
att vi slagit 2, 4 eller 6 och inte kommer att sla igen. Det &r ett av tre utfall som ger S > 6 ndmligen om vi
fick 6 i forsta kastet, det ger oss

P(Q|J) =1/3.
For att finna P(Q|U) konstaterar vi att om vi far ett udda utfall och alltsa ska sla igen sa hénder detta om

det forsta utfallet ar 1, 3 eller 5. Vi ska alltsa till nagot av dessa resultat addera ett nytt tarningskast. Om vi
fick 1 forst sa blir slutresultatet 2-7, om vi fick 3 forst sa blir slutresultatet 4-9 och om vi fick 5 forst sa blir
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slutresultatet 6-11. Det blir total 18 lika sannolika fall varav 12 fall ger att slutsumman ar storre an eller lika
med 6:

1. Om vi fick 1 forst sa ar de 6, 7 (2 fall av 6)
2. Om vi fick 3 forst sa ar de 6, 7, 8, 9 (4 fall av 6)
3. Om vi fick 5 forst sa ar de 6, 7, 8, 9, 10, 11 (6 fall av 6)

totalt 12 fall av 18 lika sannolika fall och darfor blir
P(QIU) = 12/18 = 2/3.
Sammantaget sa far vi

P(Q) = P(U) - P(QU) + P(J)- P(Q|J) = 1/2-2/3+1/2-1/3 =1/3 +1/6 = 1/2.



