KONTROLLSKRIVNING 2 — LOSNINGAR

2. Maingdlira. Betrakta nedanstaende tva pastaenden. A, B,C betecknar godtyckliga méngder. Det ena
pastaendet ar sant och det andra &dr falskt. Bevisa det som &r sant och visa att det som &r falskt verkligen &r
falskt genom att ta fram tre méngder A, B, C som uppfyller forutsdttningarna men inte slutsatsen.

ApC=0NANBNC=0=AUuC =0 ANC=0ANBCAUC=BcCAaC.

Som vanligt far inte Venndiagram anvéndas i ett formellt bevis, men de kan anvandas i privata anteckningar for
att finna tre méngder A, B, C' som uppfyller forutsattningarna forledet i den falska utsagan men inte slutsat-
sen. Och symbolen @ betyder méngdoperationen ”symmetrisk differens” som ges av EGQF = (E—F)U(F —E).

Lésning: Det forsta pastaendet ar falskt och vi kan se det genom att vilja A = C = {1} och B = (). Da har
viAeC={1}-{1Hu({1} —{1})=0och ANBNC =0 men AUC = {1} # (. Det andra pastaendet ar

sant och vi kan se det genom att skriva
AUC=AaCU(ANCQC).
Om vida har ANC =0 A B C AUC sa kan vi konstatera att
BCAUC=AaCU(ANC)=AaCUbl=AaC
vilket visar att det andra pastaendet ar sant.

4. Inledande talteori. Finn alla heltal x som uppfyller kongruensen 11z = 73 (mod 13). Reducera ditt svar
modulo 13.

Lésning: Vi soker den multiplikativa inversen till 11 modulo 13. Euklides utokade algoritm ger
13=11-1+1,11=2-54+1,1=11-2-5=11-5-(13-11) =6-11-5-13=6-11 =1 (mod 13).

Den multiplikativa inversen till 11 modulo 13 &ar alltsa 6. Innan vi behandlar den ursprungliga kongruensen
kan vi konstatera att 73 = 8 (mod 13) och da kan vi skriva

1l =73 (mod 13) & 1lz =8 (mod 13) < 6-11x =6-8 (mod 13) & 1-2 =48 (mod 13)
och eftersom 48 = 9(mod 13) kan detta skrivas
z=9 (mod 13)
vilket ar det slutgiltiga svaret.

5. Relationer. Lat méngden A vara given av alla par av reella tal (z,y) som uppfyller z > 0, det vill siga
1at A = {(x,y) € R? : & > 0}. Definiera relationen R pa A genom
Y1 _ Y2
R(x2,y2) & — = —.
(1, 51)R(22, y2) 1 o
(a) Visa att R &r en ekvivalensrelation.
(b) Beskriv de tva olika ekvivalensklasserna som innehaller (1,1) respektive (2,1). Rita en tillhérande figur

som visar hur dessa ekvivalensklasser ser ut.

Lésning: (a) Vi ska visa att relationen ar reflexiv, symmetrisk och transitiv. Vi kan forst konstatera att
eftersom alla z-vérden alltid ar > 0 sa ar alltid alla uttryck pa formen y/z vildefinierade. I det foljande
betecknar (x1,¥1), (x2,¥y2), (x3,y3) godtyckliga element ur A.

Reflexivitet: vi ser denna genom att konstatera att

T1 T
— = — & (21,y1)R(z1, Y1)
Y1 Y1
Eftersom (x1,y1) var godtyckligt i A foljer reflexiviteten.
Symmetri: nu ska vi visa att (z1, y1)R(x2,y2) < (z2,y2)R(x1,y1). Detta foljer direkt av
Vi
I i) i) I
Vidare f6ljer transitiviteten ocksa direkt genom
Y Y2 Y2 Y3 Y _ Y3
(@1, y1)R(@2,¥2) N (w2, y2)R(w3,y3) & —— = "= N == === = — = —= & (21, 1) R (23, 3)
T x2 Z2 xs3 xr1 T3

och eftersom (z1, 1), (z2,y2), (z3,y3) alla 4r godtyckliga element ur A.

(b) Vi ska nu beskriva ekvivalensklasserna som innehaller elementen (1,1) och (2,1). De ligger i tva olika
ekvivalensklasser eftersom (1,1)R(2,1) inte géller. Vi betecknar dessa ekvivalensklasser med (1, 1) respektive

(2,1) och vi gor tva utredningar, en for varje ekvivalensklass (delméngd av A).
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(1,1) : Den hir méngden/klassen kan ocksa skrivas

{w.y) € A (@, y)ROD} = {(z.y) € Az 2 = }—{<xy>eA -1} ={@y) eA:y=a}

Har ser vi att ekvivalensklassen tydligen bestar av alla punkter pa linjen y = x for vilka > 0.
(2,1) : Lésaren far sjilv Overtyga sig om att motsvarande méngd hér blir méngden av alla punkter pa linjen
y=x/2, dar = > 0.
Vi avstar fran att ge en skiss hiir, det dr bara friga om att rita upp hoger halvplan av R? (x > 0) och rita in
tva linjer y = x respektive y = /2. Det krévs dock en sadan skiss for godként pa uppgiften.

6. Fordjupad talteori. Anvind matematisk induktion for att visa att for alla positiva heltal n > 0 géller

n

i o
k:14/<: 1 2n+1

Lésning: Vi infor predikatet A(n) < > ") Wl—l
for HL,,. Vi ska alltsa visa

Vn > 0: A(n) som ocksa kan skrivas Vn > 0: VL, = HL,.

_ _n n 1 .. . . n
= 507 och kallar Y )| ;o= for VL, respektive 5.+

(n &r underforstatt att referera till positiva heltal.)

Matematisk induktion utfors i tre steg:

Steg 1. Visa att A(1) géller, det vill sdga visa att V Ly = HLj. Vi rdknar ut dessa bada tal och finner

1
1 1 1 . 1 1
VLl - Z 4k2 -1 - 4.1 - = FeSpektlve HLl - =

“12-1 3 2-1+1 3

och eftersom de bada uppenbarligen &r lika maste A(1) vara sann vilket fullbordar steg 1.

Steg 2. Vi ska nu visa att implikationen A(p) = A(p + 1) &r sann for alla heltal p > 0 och vi antar darfor att
A(p) & VL, = HL, giller fér nagot vissat véirde pa p. Vi har da alltsa

p

Alp) & VL, =HL, @2%2_1 1

k=1

och med kraft av detta ska vi visa att
pt1

1 p+1
Ap+1) & Vi = HLy < ; yTe

-1 20p+1)+1

galler. Vi arbetar darfor med V L, 1:

p+1 /4

1 1 1 p 1
Vip1=Y —5— = —
P ;_14142—1 ];4k2—1+4(p+1)2—1 2p+1+4(p+1)2—1

dér vi for att komma till sista likheten har ersatt  7_, 4k21—1 som &r VL, med HL, som &r . Vart
mal ar att visa att detta &r V L, 1, det vill sdga vi vill komma fram till att
P . 1 _p+1
2p+1  4lp+1)2—-1 2p+3

Gaéller det da? Ja, vi har
P 1 P 1 p 1
2p+1 * 4p+1)2 -1 T op+l + 42 18p+3 2p+1 * 2p+3)(2p+1)
dér har vi faktoriserat 4p? + 8p + 3 och skrivit 4p% + 8p + 3 = (2p + 3)(2p + 1). Vi forlinger dérefter
med (2p + 3) och far att hela uttrycket blir

pris|
p(2p + 3) N 1 _ p2p+3)+1 2p2 +3p+1
Cp+1(2p+3)  @2p+3)(2p+1) (2p+3)2p+1) (2p+3)(2p+1)
och hir kan 2p% + 3p + 1 faktoriseras som (p+1)(2p+ 1) sé att hela uttrycket far det slutliga utseendet
202 4+3p+1  (p+1)2p+1)  (p+1)
2p+3)(2p+1) (2p+3)2p+1) (2p+3)
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vilket precis &r HL,41. Vi har alltsa visat att VL, = HL, medfér att VL,1 = HL,; det vill
siga implikationen A(p) = A(p + 1) géller for godtyckliga heltal p > 0. Detta fullbordar steg 2.
(Anmdérkning: vi hade inte behévt gora de hir smarta faktoriseringarna, vi skulle kunnat rent ratt bara
riknat ut rent algebraiskt att V L,11 = HLy, 1 utan att veta att till evempel (p+1)(2p+1) = 2p* +3p+1
och liknande.)

Steg 3. Steg 1 och steg 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.



