KONTROLLSKRIVNING 1, LOSNINGAR

1. Logik. Nedan finns ett svarsformuldr med fyra kolumner och ett antal rader. I de tva forsta kolumnerna
anges tva utsagor. Du ska avgbra om dessa utsagor ar ekvivalenta eller inte ekvivalenta och pa samma rad
kryssa i den ruta som anger vad som géller. De tva forsta raderna har exempel som visar mer konkret vad
som menas. Fyll i resten av raderna sa att formuldret blir ratt ifyllt. Du far ha hogst ett fel for godkant pa
uppgiften. En rad med ingen ruta ikryssad riaknas som ett fel. (p @ ¢ betyder (pV q) A (=(p Aq)).)

Utsaga 1 Utsaga 2 Svarsalternativ 1 | Svarsalternativ 2
p—q —pVq X Ekvivalenta | [ Inte ekvivalenta
p—q pVyq J Ekvivalenta | X Inte ekvivalenta

—(pA(gVr)) qVvr— -p O Ekvivalenta | O Inte ekvivalenta

—(p®q) (p— ¢ A (—p— —q) | OEkvivalenta | O Inte ekvivalenta
—(pAgA-—r) pVqgVr (1 Ekvivalenta | O Inte ekvivalenta
(r——-q) —p pV(gNT) O Ekvivalenta | O Inte ekvivalenta

Svar: Alla par av utsagor ar ekvivalenta utom —(p A ¢ A =r) och =pV qV r.

2. Mangdlara. Lat A, B,C, D beteckna vilka mangder som helst. Nedan finns tva pastaenden, det ena &r
sant och det andra &r falskt. Bevisa det som &r sant och ge exempel pa fyra konkreta méngder som visar att
det falska pastaendet ar falskt.

Antalet element 1 A® B ® C @ D ar alltid jamnt

Om ett element ligger i A® B & C @ D sa ligger det i ett udda antal av dessa méangder.

Ledning: Om E, F' ar mangder sa betyder E£ @ F' betyder den symmetriska differensen mellan E, F', det vill
siga E®F = (E—F)U(F—E). Du far utga fran att @ ar associativ, det vill sdga att AG(B&C) = (AeB)aC
for alla mojliga méngder A, B, C.

Lésning: Det forsta pastaendet ar falskt och det kan vi se genom att vélja A = B = C = {1} och D = {),
alltsa de tre mangderna A, B, C' ar desamma och dessa tas tillsammans med D som valjs till . Da har vi
AeBoCeD={1}eo{l}e{l}ed={1}o {1} {1} ={1} o0 ={1}.

Vi har alltsa att antal element i A® B@® C @ D ar 1, ett udda antal. (Det finns inget skal till varfor antalet
element 1 A@® B @ C & D alltid skulle vara jamnt.)

Det andra pastaendet maste alltsa vara sant och vi ska alltsa visa att for varje element t € A@ B® C P D
galler att detta element x ligger i ett jAmnt antal av dessa méngder, alltsa i tva av dem eller i alla fyra.
(Eftersom méngden A @ B & C' @ D bildas av element fran element ur méngderna A, B,C, D kan vi inte ha
ett fall dar ett element x € A® B @ C @ D inte ligger i nagon alls av A, B,C, D.) Vilj alltsa ett element
€ A® B®C@®D vivet att © maste finnas i nagon av méangderna A, B, C, D. Det ricker med att studera
foljande fall (médngderna kan dopas om sa att nagot av dessa fall alltid géller):

reAx¢ B¢ Cx¢D
reAxeBx¢Cx¢D
xe€ArxeBxeCx¢D
reAxrxeBxeCuxeD

Vi ska visa att andra fallet och fjarde fallet (som &r de enda dér x ingar i ett jimnt antal av méngderna) &r
orimliga.

Allmént for en symmetrisk differens £ @ F, dar y € E @ F géller foljande: y kan bara ligga i precis en av
E och F. Detta foljer av konstruktionen av @. I andra fallet har vi alltsa
reAreBr¢Cax¢D=xec(AdC)Nze(BdD)
vilket ger 2 ¢ (A® C)® (B® D) = A® B®C® D vilket dr en motséglese. Pa samma sétt, om z ligger i alla
fyra méngderna sa har vi
re€AxeBarxeCareD==c¢ADBNxz¢ CDD
vilket ger x ¢ (A@® B) ® (C® D) = A® B® C @ D vilket aterigen dr en motségelse.

Slutsatsen &r att de enda mojligheterna &ar attt fall 1 och 3 ar mojliga vilket svarar precis mot att x ligger i
ett udda antal av méngderna A, B, C, D. Resonemanget var allmangiltigt och maste darfor gilla alla element

€ ADB®C® D vilket fullbordar beviset.
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3. Funktioner. Lat E, F' vara tva dndliga mingder med precis ett gemensamt element och bilda funktionen
f definierad av
J(E,F) = |E x F| - |E| - |F| + 1.
Vi ska alltsa stoppa in mdngder som argument till den hér funktionen. Visa att
f(E.F)=|E x F'|
dir ' =E—{z}och F'=F —{z} dar {a} =ENF.

Lésning: Vi har
B, F)=|ExF|-|E|-|F|+1=|E|-|F| - |E| - |F|+ 1= (|E| = 1) ([F| - 1) = |[E'| - |F'| = |E" x I

dar vi anvant att |E'| = |E| — 1 och |F'| = |F| — 1 som géller eftersom méngderna E och F' har precis ett
gemensamt element .

5. Relationer. Studera relationen R pa Zs definerad av

TRy < 22 = y? Vv (x +1)% = o2

(I hela denna uppgift skriver vi kongruensklasser som tal utan overstreck, vi skriver alltsa 1,2,... istéallet for
1,2,....) Bevisa att R ar en ekvivalensrelation.
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Lisning: R ar reflexiv eftersom x? = 22 giller for alla x € Zy. Vidare dr R symmetrisk, eftersom i Zy giller

2 =0och 1= —1, sa vi kan skriva

Rye 2 =y’Ve+1)l2 =y o=y vil+ut+l=y o=y vil+1=y e’ =’V =y’ +1 &
P=yvet=yP 2y t+ler?=y val=(y+1) 2 ey =22vy+1)? =2 yRa.

Relationen &r alltsa bade reflexiv och symmetrisk. For att visa att relationen ocksa ar transitiv véaljer vi z, ¥, z

godtyckligt i Zo och antar att Ry A yRz. Vi ska nu visa att xRz. Att vi har xRy A yRz betyder att

x2:y2\/(9c+1)2:y2 och y2:z2\/(y+1)2:z2.

Vi kan nu dela upp i fyra fall:

1. 22 = y2 A y2 = z2, detta ger 22 = 22 som ger xRz.

2. (x+1)2 =y?2 Ay? = 22, detta ger (z + 1)? = 2% som ger 2Rz.
Det resterande tva fallen far lasaren genomfora pa egen hand. Slutsatsen &r att i alla mojliga falls om upp-
kommer sa har vi xRz vilket visar transitiviteten. Eftersom relationen har alla tre egenskaper som definierar
en ekvivalensrelation ar beviset klart.

Ett annu enklare perspektiv kan vi fa genom att observera att i Zs finns bara tva element och vi har alltid
ekvivalensen
g=qe ¢ =4
Minns att vi alltsa arbetar med restklasser har, inte tal. Detta ger oss
Rye=yyPVe+1)l=y’ecr=yve+tl=yor=yVar#y.

Vi kan séiga att z =yVa+1=y & =1y Var#uy eftersom det bara finns tva element (0 och 1) i Zs. Men
x =yVax # vy ar en tautologi, det vill sdga alltid sann. Det betyder att alla (tval) element i Zg alltid &r
relaterade till alla element i Zs, och en relation dar alla element alltid ar relaterade till alla andra element ar
definitivt en ekvivalensrelation. Och det blir bara en stor ekvivalensklass som bestar av alla element. Pa séitt
och vis en ganska 16jlig relation alltsa!



