Uppgifter till forelasning 1 om dynamisk programmering,
DD2350 adk20

Talfoljder Betrakta foljande rekursion for en talfoljd.

0 om n = 0,
1 omn=1,
Sn = 2 omn =2,

Sn,1 + Sn,Q -+ Sn,3 ommn > 2

Rékna ut de 7 forsta talen i foljden for hand. Skriv pseudokod fér en dynamisk
programmeringsalgoritm som beréknar S,,. Hur mycket av historiken behéver man
spara under berdkningens gang?

Generaliserade talfoljder - tvadimensionell rekursion Givet féljande rekursion, kon-
struera en algoritm som berdknar M/i, j] med dynamisk programmering. Argumen-
tera for att algoritmens berdkningsordning fungerar. Analysera algoritmens tidskom-
plexitet.

Mli, j] = 0 om ¢ = 0 eller 7 =0,
ST MEi—1,j]+ Mli—1,7—1]+1 annars.

Matriskedjemultiplikation Matriskedjemultiplikation dr problemet att hitta béasta sét-
tet att multiplicera ihop en kedja av matriser av varierande storlek. Genom att mul-
tiplicera ihop matriserna med varandra i en listig ordning kan antalet operationer
som kravs minimeras. Att multiplicera en a X b-matris och en b x c-matris med vanlig
matrismultiplikation tar abc talmultiplikationer.

Anta att man vill berdkna matrisprodukten A; A, - - - A,, dar matris A; har dimension
ri_1 X r;. Lat M[i, j] sta for det minimala antalet multiplikationer som behovs for att
rakna ut matrisprodukten A;A; 4 - -- A;. Rekursionsekvationen for M[i, j] ar:

Mli, j] = 0 om i =j
I = mini§k<]‘(M[i, k’] + M[l{? + 1,]] + T’i_l’/’ij) om i < j

Konstruera en berdkningsordning och en algoritm som berdknar M. Analysera algo-
ritmens tidskomplexitet.




Losningar

Losning till Talféljder
0,1,2 3,6, 11, 20

For att berdkna ett tal i foljden behdver man bara kidnna till dom tre nédrmast féregaende
talen. Berdkningsordningen blir stigande index fran basfallen och uppat.

Talfoljd(n) =
s[0] =0
s[1] =1
s[2] = 2

for i = 3 to n do
s[i] = s[i-1]+s[i-2]+s[i-3]
return s[n]




Losning till Generaliserade talféljder

Vi maste borja med ett basfall, men om vi tdnker oss en matris M som ska fyllas i med
ritt virden, sa har hela 6versta raden (dér ¢ = 0) och hela vénstra kolumnen (dar j = 0)
véardet 0, som inte berdknas rekursivt. En typisk berdkningsordning foér ett program skulle
vara en rad i taget uppifran eller en kolumn i taget fran vénster till hoger. Vi valjer rad for
rad, och sétter viardena pa forsta raden. Déarefter loopar vi 6ver alla andra rader och sétter
viardena kolumn for kolumn. Berdkningsordningen fungerar, eftersom den information vi
behdver ha for att berdkna ett nytt virde utom basfallen bara &dr vad som statt pa tidigare
rader, samt indexet for den rad vi befinner oss pa. Vi kommer att kunna berdkna hela M.
Hér ar var algoritm:

for j < 0 ton
M]I0,7] <0
fori+< 1 tom
Mli, 0] <=0
for j <1 ton
Mli,jl  M[i—1,5]+ M[i—1,j — 1] +1

Tiden domineras av den néstlade for-slingan och ar alltsd ©(nm). O




Losning till Matriskedjemultiplikation

Basfallen &r M][i, ], det vill séga diagonalen i (den trianguldra) matrisen M. Berdknings-
ordning: Berdkna elementen efter stigande avstand fran diagonalen, alltsa sa att indexen
och j skiljer sig mer och mer.

OptimalMatmul(M[1..n,1..n}, 1) =
for i <+ 1 ton do M[i,i| < 0
for len+ 1 ton—1
fori <+ 1 ton—len
] i+len
MTi, j] o0
for k< i toj—1
t%M[i,k]—i‘M[kZ—i‘l,j]—i‘mfl'T’k'Tj
if t < M[i, j] then M[i,j| <t

Det minimala antalet multiplikationer berédknas av OptimalMatmul (M, r). Svaret finns da
i M[1,n]. Algoritmen har komplexiteten O(n?). O




