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NAGOT OM GRANSVARDESBEGREPPET

1. GRANSVARDEN AV TALFOLJDER

1.1. Exempel pa talféljder och deras griansvarden. En talfoljd &r en oéndlig f6ljd av

tal, till exempel
17171717"'
2°'3°4

dér prickarna antyder féljden fortsétter utan slut enligt samma monster.
Pa ett mer precist och samtidigt mer kortfattat sitt kan samma talfoljd skrivas som

{3 dvs

1 > betyder 111
1 - 2D S T
» G, )

Observera att vi anvinder samma symboler som fér méngder, { och }, men till skillnad

fran mangder sa ordningsfoljden visentlig nér det géller talféljder. Det far framga av sam-

manhanget om vi tdnker pa méngder eller talfoljder, det brukar inte vara nagot problem.
Andra exempel pa talféljder &r

(2) {n*} =, =1{0,1,4,9,16,...}
(3) {(=D)", ={1,-1,1,-1,1...}

o (-0 ~fozsz )

Om vi tittar pa talfoljderna ovan ser vi att talféljden i f6ljden (1) tycks ndrma sig 0 och
talen i foljden (4) tycks nédrma sig 1. Vi sdger att dessa foljder ar konvergenta, att fojden
(1) har gransvdirdet 0 da n gar mot oéndligheten, och att f6ljden (4) har gréansvirdet 1 da
n gar mot odndligheten, och skriver

1
lim — =0 och
n—oo N

. 1
lim (1 — —) =1.
n—00 3n

Talfoljderna (2) och (3) ddremot ndrmar sig inte nagot bestamt virde, vi séger att de ar

divergenta eller att de saknar gransvdrden nér n gar mot oéndligheten.
1
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Hér foljer ytterligare ett exempel pa en konvergent talfoljd: talféljden

COS(%) = B 1 1 1 1 1
(5) { n }_1_{07 27074707 67078707 107"'}

har gransvérdet

jim < E)

n—oo n

1.2. Gransvirdet av en talf6ljd — den precisa defintionen. Vad menar vi nér vi

sager t ex att
1
lim (1 — —) =17
n—00 3n

Visserligen ar (1 — 3%) # 1 ,Vn € N, men (1 — 3%) kommer narmare och ndrmare 1 ju
storre n vi véljer. Vi kan i sjilva verket fa uttrycket (1 — 3%) att ligga sa néra 1 som vi
onskar genom att vilja ett tillrackligt stora viarden pa n .

Att séiga att virdet pa (1 — 3%) kan fas att ligga sa néra 1 som vi 6nskar dr det samma

som att saga att
1
7avstandet mellan (1 — 3—n) och 1 kan fas godtyckligt litet”

om n &r tillrdckligt stort.

Lat oss forsoka uttrycka detta pa ett mer precist sétt:

7 Avstandet mellan ( — Sin) och 1”7 skriver vi som ‘(1 — Sin) — 1!.

"Kan fas godtyckligt litet” kan uttryckas mer precist som ”"kan fas mindre &n varje givet
positivt tal "eller "mindre &n varje litet € > 0”.

Att det ”godyckligt lilla positiva talet” kallas e ("epsilon”; grekiskans motsvarighet till bokstaven ”e”) har historiska skil.
Tiank pa talet som en ”felgrins” som ska underskridas, och fel heter pa latin errata (jfr engelskans error), och betecknas

darfor naturligt med e.

Frasen "Pastaendet dr sant for n tillrdckligt stort”kan mer precist uttryckas som ”det
finns nagot tal NV sa att pastaendet ar sant for alla n > N 7

Detta resonemang leder fram till den precisa definitionen

Definition. Talf6ljden {a,} -, = {ai1,a2,as,...} har grinsviardet L nir n gar mot
oandligheten,
lim a, = L,
n—oo

om det till varje givet € > 0 finns ett naturligt tal N = N(e) sadant att

n>N = |a,— L| <e

Vi visar nu att de gransvérden vi tyckte oss se hiir ovan verkligen har dessa vérden enligt
den givna definitionen.
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Exempel. Vi visar att forst att

. 1
lim (1 — —) =1
n—00 3n

Lat € > 0 var ett givet (litet) tal. Vi ska visa att vi kan hitta ett (stort) heltal N = N(e)
sadant

(6) ‘(1—3%)—1’«

for alla n > N (e).
Vi undersoker nu villkoret (6).
oLy

(-5)- 3n

Lat nu N = N(e) vara ett heltal sadant att N > log, % Da galler att, givet ett godtyckligt
e > 0, s dr villkoret (6) uppfyllt om n > N > logs . Vi har visat att lim,_, (1 — 5+) = 1.

€

1 1
<€ <= 3"> - <= n>logyg

1
< € <— <€ < |— —.
3n € €

Exempel. Som andra exempel visar vi att talféljden (5) ovan har gransvirdet 0. Vi ska
visa att

7) cos (%) _0

n

<€

for varje givet € > 0, om bara n ar storre dn eller lika med nagot lampligt tal N (e).
Vi ser att

cos (%)

n

Jeos ()] _ Jeos (3] _
n] no

S|

)
n

cos (%) B 0| _

dér den sista olikheten foljer av att —1 < cosv < 1 for alla v € R.
Fran detta ser vi att, givet ¢ > 0, ricker det att vélja N(e) som ett tal sadant att
N(e) > 1, ty da giller att om n > N(e) sa ir

COS(%) 0 <1< 1 <1
- &7 — — =€
n ~n = N() 1
Alltsa ar
im S 0E)
n—oo

Observera att

e det inte finns nagonting i gransvardesdefinitionen som forbjuder att ett eller flera
tal i talfoljden &r lika med foljdens gransvirde. 1 talfoljden (6) till exempel ar ju
vart annat tal lika med foljdens gransvirde 0. Eller betrakta foljden {a,} -, dér

a, = 1 for alla n, dvs
{a,},, =41, 1,1,... }
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for vilken géller att

lim a, = 1.
n—0o0

e det inte finns nagonting i gransvirdesdefinitionen som kraver att talen i talféljden
ska komma nérmare gransvérdet i varje steg, det enda som krévs &r att foljden for
varje avstand € > 0 forr eller senare haller sig inom ett e-avstand fran gransvérdet.
Foljden (6) ar ett exempel ocksa pa detta.

e det inte finns nagonting i gransvardesdefinitionen som kraver att foljden ska ndrma
sig gransvirdet ifran bara ett hall, se aterigen talfoljden (6) for ett exempel pa en
foljd som "zick-zackar” in mot grénsvardet.

2. SERIER OCH DERAS GRANSVARDE - ETT EXEMPEL

En serie dr en summa med odndligt manga termer. Det kan lata som ett meningslost
begrepp (man kan ju aldrig ldgga ihop odndligt manga termer, hur linge man #n haller
pal), men det finns sitt att gora detta meningsfullt. Har foljer ett exempel.

Exempel. Betrakta serien

.1 1 1 1
= =1t = —+...
S ng ottt

Vi kdnner igen .S,, som en geometrisk summa med forsta term 1 och kvot %, och kan berdkna

1
— 3 3 1
Sp=—"r=-(1-=).
1—3 2( 3n>

Vi vet att lim,, o (1 — 3%) =1, dvs att uttrycket ( — Ln) antar varden godtyckligt néra

1 om vi véljer n tillrdckligt stort. Av det foljer att

S L
2 3n

antar virden godtyckligt néra 3 3 for tillrickligt stora tal n, dvs att

2
lim S, = =

n—00 3
Vi definierar summan av serien .S som gransvérdet av partilasummor néir antalet termer
n gar mot odndligheten
00 —1

Ziﬁ‘ef ,}5&27 lim §, = 2
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Vi séger att serien » .-, 3% ar konvergent med gransvardet %, eller, att serien >, , 3% har
summa, 2.

En serie kallas divergent om talféljden bestaende av dess partialsummor &r en divergent
talfoljd.

3. GRANSVARDET AV FUNKTIONER f(x) NAR z — 00, z € R

Om f : I — R ar en funktion definierad pa ett reellt intervall I av typ I = (a,0)
kan vi fraga oss om f(x) ndrmar sig nagot speciellt viarde da z blir storre och storre utan
begriansning, det vill sdga om f(x) har nagot grénsviarde da x — oo. Detta paminner
mycket om griansvirden av talféljder {a,}°, ndr n — oo, skillnaden &r den att i fallet
for en funktion f(z) som ovan ténks z l6pa kontinuerligt lings reella axeln och vi maste
ta hénsyn till alla funktionsvirden som da dyker upp, medan vi i fallet med en talfoljd
{a,}22, endast behover ta hdnsyn till uttrycket a,:s véirden for heltal n.

Definition. f : I = (a,00) — R ségs ha har gransvérdet L ndr x gar mot oéndligheten,

lim f(z) =1L

T—00

om det till varje givet € > 0 finns ett reellt tal R = R(e) sadant att
r>R = |f(z)—L|<e
Vi séger da ocksa att linjen y = L &r en horisontell asymptot till grafen y = f(z).

Exempel. Visa med hjilp av gransvirdesdefinitionen att

li 1 =0
xggox3_ )

Bestam ocksa det minsta tal 7 som ar sadant

1
> — < —.
=T @) < 1500000
Vi har att
1 1l 1
peikt e e

dér den sista likheten géller om x > 0, speciellt géller den da x — oo.
Lat nu € > 0 vara ett givet litet positivt tal. Vi vill hitta tal R sadant att om z > R sa
ar avstandet mellan =; och 0 siikert mindre #n det givna talet e:

T

1 1 1
= =<€ <= T >— < > —5.
x3 € €l/3

Givet € > 0 kan vi alltsa vilja R = R(e) = ¢~ '/3 for att uppfylla att
r>R = |(f(x) — L| <e,

alltsa ar lim, o x—lg =0, och linjen y = 0 &r en horisontell asymptot till grafen y = w—lg
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Vi ser speciellt att
1 - 1
3 1000000

Exempel. Funktionen y = cosx saknar gransvirde da  — oo. Eftersom y = cosx
dr periodisk och oscillerar mellan +1 och —1 pa varje intervall av langd 27, sa kan f(x)
inte ndrma sig nagot bestamt virde L nir x — oo. Vi visar nu detta intuitivt uppenbara
pastaende med hjilp av gransvérdesdefintionen.

Antag att gransvérdet existerar och att lim, ., f(z) = L. Déar ska vi for varje € > 0
kunna hitta ett R(e) sadant |cosx — L| < e for alla x € (R(e), 00).

Tag t ex € = 1/2 och antag att vi har funnit motsvarande R(1/2). Da ska gélla att for
x € (R(1/2),00) att

— 22 >1000000 < x> 100.

lcosz — L| < 1/2
Men lat nu N var vara ett naturligt tal sa stort 27N > R(1/2), da &r ocksa m + 27N >
R(1/2), och vi skulle ha att
lcos(2nN)—L|=|1—-L| <1/2
lcos (T +27N) - Ll =|-1—-L|<1/2
vilket &r orimligt, inget tal L kan ha avstand mindre &n en 1/2 till bade —1 och +1.

Definition. Vi sidger att grafen y = f(z) har en sned asymptot y = kx +m da x — oo
om f(z) ar definierad pa interval av typ (a,o0) och

lim | (z) = (ke +m)| = 0.

Informellt uttryckt betyder detta att grafen y = f(x) ndrmar sig den réta linjen y =
kxz 4+ m mer och mer ju stérre x blir. Specialfallet £ = 0 ger oss en horisontell asymptot.

Exempel Visa att den rationella funktionen
203 — 322 4 22 — 2
fz) = 2
¢+ 1
har en sned asymptot da x — oo. Bestdm denna sneda asymptot.

Polynomdivision ger att

f(z) =22 -3+ (kontrollera dettal).

x? +
Termen x%ﬂ — 0 nir z — oo, sa foljaktligen géller att
. . . 1
B 5000 = o) = i (203 52y ) - e 9) = i || =0

Alltsa &r linjen y = 2x — 3 en sned asymptot till kurvan y = f(z) nér x — oo.

b(z)
Q(z)
e [ har en horisontell asymptot om grad(P) = grad(Q);

[ sjilva verket géller for rationella funktioner F(z) = , dar P och ) ar polynom, att
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e F har en sned, icke-horisontell, asymptot om grad(P) = grad(Q) + 1;

Vi avslutar detta avsnitt med att ndmna att man kan pa ett helt likartat sidtt defniera
gransvarden och asymptoter nir r — —oo.

4. GRANSVARDET AV FUNKTIONER f(z) NAR z — a, x € R

Det finns ocksa ett behov att tala om griansvirden av funktioner f(x) , x € R, nir x
ndrmar sig ett speciellt virde.

sin

Exempel. Hur ser grafen ut till funktionen y = *>* nér x dr néra 07 Uppenbarligen &r
funktionen inte definierade for just x = 0, vi far ett meningslost uttryck med 0 i ndmnaren
nar x = 0, men for alla andra = &r funktionen definierad, och vi kan fraga oss vad som
hénder med funtionsvirdet nir x ndrmar sig 0, vi studerar da gransvéirdet

. sinz
lim
x—0

Exempel. Derivatan f'(zo) av en funktion f(x) i en punkt x = zy definineras som

f(@) — (o) f(@o+h) — flo)
- :

T—x0 T — xo

= {som genom att sitta h = x — z( kan skrivas} = ,llir%
—

Till exempel definieras derivatan av g(x) = 23 i punkten z = 2 av

—g(2 323 58
g’(2):limM:hmx—:hmx .
r—2 Qj—2 r—2 1‘—2 x—2 x—2

Att sédtt in x = 2 ger det meningslosa uttrycket %, vi maste verkligen undersoka vad som
hénder nédr  ndrmar sig 2.

For just de griansviarden som kommer fran derivator av vara vanligaste funktioner, sa
har man gjort de undersokningarna en gang for alla, och hérlett de derivieringsregler vi
anvinder oss av, som att i detta fall ir ¢’ (z) = 322 for alla xg, sa ¢/(2) = 12, men det
bygger pa att man har bevisat det allmédnna resultatet

_ 3 _ .3
§(zo) = Tim ) =90 T T ga
T—T0 xr — X T=2 T — X

For att defininera grénsvirden av denna typ anvinder man sig av en idé som liknar den
som anvands for att definiera grinsvérden nér © — oo. Vi kréver dven i detta fall att f(z)
ska halla sig inom ett godtyckligt lite avstand e fran det tdnkta grinsvirdet, men nu for
alla z som ligger tillrackligt néra xq (istdllet for, som tidigare, for alla tillrackligt stora x).
Ett mer precis sétt att sdga ”for alla  som ligger tillrackligt ndra xy” ar att sdga ”for alla
x som ligger pa avstand mindre 0 fran zy” dér 6 > 0 &r ett lampligt litet positivt tal.

Definition. Vi sdger att funktion f(z) har gransviardet L da x gar mot z,
lim f(z) =L,

Tr—T0
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om det for varje € > 0 finns ett 6 = d(e) > 0 sadant att
O0<|z—m| <d = |f(x)—L| <e

Att vi véljer just den grekiska bokstaven § , som motsvarar var bokstav d , har historiska
skal och beror formodligen pa att man ténker att 0 betecknar en ”avstandsbegrinsning”
(jfr t ex engelskans "distance”). I enlighet med detta, och om vi ténker pa e som ”felgrins”,
skulle vi kunna formulera gransvérdes defnintionen som

Funktion y = f(x) har gransvirdet L da z gar mot zo, om vi till varje
felgréns i y-led kan hitta ett avstand i z-led sadant att om x ligger inom

detta avstand fran zo, x # xg, sa ligger sikert f(z) inom denna felgréns
fran L.

Observera att grinsvirdesdefinitionen inte tar hénsyn till funktionens varde i punkten
xg, vi krdver bara | f(z) — L| < e for alla x sadana att |x — x| < § och |[x — 2| > 0. Det vill
sdga, gransvirdet sdger ingenting om funktionsvérdet f(xg), funktionen &r ju ofta inte ens
definierad i zo. Om funktionen f &r defininierad i zy och gransvérdet lim, ., f(z) = f(zo)
sags f vara kontinuerlig i punkten zg.

Exempel. Funktionen h(z) = xsin (1) &r definierad fér alla z # 0. Funktionen &r inte
definierad for = 0, men vi kan studera gransvirdet nédr x — 0 och visa att

. ) 1
lim z sin <—) = 0.
x—0 €x

Tag ett € > 0. Vi ska visa att funktionsvérdet h(x) haller sig inom ett e-avstand fran y = 0
for alla z som ligger inom ett lampligt d-avstand fran = = 0. Vi har att

(1 (1 (1
x sin <—> — O‘ = |zsin (—) sin <—>‘ < ||
T T T

eftersom [sint| <1 for alla ¢.
Sa givet ett € > 0 kan vi ta till exempel § = §(e) = e. Da géller att

|h(x) = 0] = = ||

O0<|z—0]<d=€ = |h(z)—0] <|z| <e.
Vi har visat att lim,_,o h(z) = 0.
Nyckeln till beviset &r olikheten |x sin (%) ’ < |z|. Vi kan visualisera detta med att grafen
y = zsin (1

T

) &r instingd mellan de tva graferna y = |z| och y = —|z] .

Exempel. Vi hiirleder derivatan ¢’(2) till funktionen g(z) = .

g(2+h) —g(2) (24 h)3—23 _hm23+3-22h+3-2h2+h3—23

/ T T
g(2) = lim h =i h s h
_22 ‘22 3
i 2 ER S 2T g (3092 4390 4 12) = tim (12 1 6+ ?)
h—0 h h—0 h—0

For att visa att ¢/(2) = 12 maste vi nu visa att det sista uttrycket 12 + 6h + h? kan fas
godtyckligt ndra 12 genom att vélja h tillrackligt litet. Det &r intuitivt uppenbart, och nér
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man genomfor detta resonmang i senare kurser gér man det i sammanhang dar man redan
kan stodja sig pa andra resultat som ocksa gor det mycket enkelt att visa. Men man kan
ocksa visa detta direkt ifran gransvirdesdefinitionen:

Vi maste visa att det till varje ¢ > 0 finns ett 6 = 0(¢) sadant om |h| < § sa &r
(124 6h + h*) — 12| < e. Om € < 7 gar det bra att ta d(e) = £. Vi far nimligen da att
0 < |h| < £ implicerar att

|(12+ 6h + 1) — 12| = |[6h + h?| < [6h + ||| =< |6h] + |h| < T|h| <
dér vi har utnyttjat triangelolikheten och att h* < |h| eftersom |h| < d(e) = £ < 1 da
e<T.

Observera att det alltid racker med att visa att gransvérdesdefintionen ar uppfylld for
tillrdckligt sma vérden pa e > 0; i fallet ndrmast ovan till exempel behover vi inte bekymra
oss om att vi antog att € < 7; om vi till exempel skulle vilja finna ett viarde pa o som
garanterar |(12 + 6h + h?) — 12| < 8, kan vi ju till exempel § = §(7) = 1 som kommer att
garantera att |(12 + 6h + h%) — 12| < 7 < 8 for alla h sddan att 0 < h < 1.

5. UPPGIFTER
Alla nedanstaende uppgifter ska 16sas med hjilp av relevant gransvérdesdefinition.

Notation. En variabel n forutsitts i dessa uppgifter alltid vara en helstalsvariabel, medan
en variabel x alltid &r en reell variabel.

1. Visa att talfljden {£}°2 har grinsvéirdet
1

lim — =0.
n—oo N,

2. (a) Bestdm gransvérdet L,

2
L= lim 221
n—oo 4n? 4+ 3

Visa att gransvirdet L verkligen ar det som du pastar.

(b) Finn ett sa litet heltal N som du kan som &r sadant n > N —

2n2+1 1
4n2+3 L‘ < 100

3. Visa att om —1 < g < 1 sa ar

= a

Z aqk - 1—qg

k=0 q
Ge ocksa exempel med numeriska viarden pa a och q.

4. Visa att lim, 0 152 = 0.
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5. Bestdam gransvardet
. 102% + 15z + sinx + cos 2z
lim
z— x4+ 2x
och anvénd relevant gransvirdesdefintion for att verifiera ditt pastaende.

6. Till en funktion f : [0,00) — R, kan man associera en talfsljd {F,} ~ genom att
sitta F, = f(n).

(a) Ge exempel pa en funktion f sadan att lim, . f(x) inte existerar, medan diaremot
lim,, o, F), existerar, eller forklara varfor detta inte ar mojligt.

(b) Ge exempel pa en funktion f sadan att lim, ., F, inte existerar, medan ddremot
lim, ., f(z) existerar, eller forklara varfor detta inte dr mojligt.

7. Bestdm talen a och b sadan att linjen y = ax + b blir en sned asymptot till kurvan
.732
y = 2243
Bestdm sedan det minsta tal A som &r sadant att vi kan approximera f(z) =
med den linjara funktionen /(x) = ax + b med approximationsfel mindre &n 1/100 for alla

x> A.

22243
2

8. Funktionen
x? —4

fay =12
ar definierad for alla z € R\ {2}. Bestdm gréansvirdet
lim f(z).
T—2

9. Anvéand derivtans definition och relevant griansvardesdefintion for att bestimma och
verifiera f~/(—2) = =32 om f(z) = 2" + 1.



