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SF1661 Perspektiv pa matematik

Definition 1. En funktion f :S — T ar en regel som till varje element x € S associerar
precis ett element y = f(z) € T. Mangden S utgor funktionens definitionsmdngd och
betecknas ocksa Dy. Méangden T kallas for funktionens malmdngd (den méngd funktionen
"siktar pa”).

Pa sidan 153 i laroboken Introduktion till hogre studier i matematik ges en annan de-
finition av vad en funktion &r. Den definitionen &r ofullstdndig som den star, en béttre
formulering &r

En funktion f fran méngden A till médngden B &ar en delméngd av den
kartesiska produkten A x B, som uppfyller att
(1) for varje a € A finns ett element (a,b) € f;
(2) om bade (a,b;) € f och (a,bs) € f sa giller att by = bs.
En alternativ formulering vore ocksa

En funktion f fran mingden A till médngden B ar en delméngd av den
kartesiska produkten A x B, som uppfyller att for varje a € A finns precis
ett element (a,b) € f;
Overtyga dig sjilv om att Definition 1 ovan och lirobokens definition i korrigerad form
ar ekvivalenta.

Exempel 1. Lat f vara den vanliga sinusfunktionen f(z) = sinz. Eftersom den &r
definierad for alla reella tal &r D; = R. Malméngden kan ocksa tas som hela reella axeln
R, eftersom sinz ar ett reellt tal for varje reellt viarde pa x. Vi skriver detta som att
f:R—=R

Vi hade ocksa kunnat ha en mindre malméangd, eftersom sin z bara antar vérden i inter-
vallet [—1, 1].

For att komma bort fran otydligheten med begreppet malméngd infér vi begeppet
vérdemdngden till f, Vi, som &r den delméngd av malméngden, V; C T, som bestar
av precis de y € T som "traffas” av nagot x nér f "skjuter ivag” = € Dy till f(x) € T.

Definition 2. Virdemédngden V; till en funktion f : S — T &r den delméingd av
malméangden T som ges av

Vi={yeT:y= f(x) for ndgot x € S = D;}.
For funktionen i Exempel 1 &r alltsa Vy = [—1, 1].

Att man dnda behaller begreppet malméngd beror bland annat pa att det ibland &r
svart att precisera precis vilken virdeméngden ér.

Exempel 2. Lat S = {0, 1,2,3} och lat T = {a, b, ¢, d}. Vi definierar : S — T genom
f(0)=a, f(1) =0, f(2) = ¢, f(3) = a.
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S =1{0,1,2,3} dr da definitionsméngd, T' = {a, b, ¢, d} & malméngd och V; = {a,b,c} &r
virdeméngd ( d # f(x) for alla z 1 Dy).

I definitionen av begreppet funktion ingar att varje x ska avbildas pa ett och endast ett
funktionsvarde y, det vill sdga, det géller alltid att

f(a) # f(b) = a b
Omviindingen géller inte alls alltid, ténk till exempel pa funktionen f(x) = x?. Om

omvéandingen faktiskt giller for en viss funktion &r det en viktig egenskap hos funktio-
nen.

Definition 3. En funktion f : S — T sdgs vara injektiv (eng. injective, one-to-one)
om olika element i definitionsméngden D = S avbildas pa olika element i virdeméngden
Vi C T, det vill siga om

a#b = f(a) # f(b),Va,b € Dy.

Vi séger i detta fall ocksa att funktionen f &r en injektion.

Ett annat viktigt begrepp ges av foljande definition:

Definition 4. En funktion f : S — T sédgs vara surjektiv ( eng.onto, surjective) om
varje element i malméngden 7" &r bilden av nagot element i definitionsméngden Dy = S,
det vill sdga om

VyeT,Jz e S:y= f(x).
Med andra ord &r en funktion surjektiv precis nér 7' = V, det vill sdga nér malméngd och
vardeméangd sammanfaller.
Vi séiger i detta fall ocksa att funktionen f &r en surjektion.

Definition 5. En funktion som &r bade injektiv och surjektiv ségs vara bijektiv (eng.
bijective); funktionen kallas i detta fall ocksa for en bijektion

Exempel 3. Lat X = {Studenter registrerade pa CLGYM ak 1 hosttermein 2020 }, lat
Y =N, de naturliga talen och definera

f: X =Y, y= f(xr) ="ux:s tiosiffriga personnummer”.

Denna funktion &r injektiv (eftersom alla har olika personnummer) men inte surjektiv
(eftersom det finns naturliga tal som inte dr nagons personnummer). Virdeménden bestar
av av de tio-siffriga tal som &r nagon students personummer.

Exempel 4. Funktionen i Exempel 2 &r inte injektiv ty f(0) = ¢ = f(3). Den &r inte
heller surjektiv eftersom f(z) # d for alla x € Dy.

Exempel 5. Funktionen f : R — [—1,1], y = sinz dr surjektiv, eftersom varje tal i
intervallet [—1, 1] &r sinusvérdet f6r nagon vinkel z, men den &r inte injektiv eftersom som

. ST i 3T
till exempel sin § = sin =F.
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Exempel 6. Lat ¢ : R — [0,00] ges av ¢(z) = 2% Denna funktion ¢ &r inte injektiv
eftersom ¢(—a) = ¢(a), men déremot &r ¢ surjektiv eftersom det till varje y € Y = [0, o]
finns minst ett € X = R sadant att y = g(z) = 22, till exempel z = |/y (eller x = —/y).

Exempel 7. Funktionen h: R — R, y = h(z) = 2z, ar bade

e injektiv, eftersom om a # b sa ér ocksa 2a # 2b , och

e surjektiv, eftersom till varje y i malméngden finns ett x i definitionsméngden sadant
y = 2x, och

e didrmed ocksa bijektiv.

Observera att om vi dndrar definitionsméngd eller malméngden sa betraktar vi det
som en ny funktion, &ven om den ges av samma regel eller formel. Vi kan till exem-
pel gora om funktionen f i Exempel 3 till en surjektiv funktion g genom att helt en-
kelt definera om malméngden till att besta av precis virdeméngden, g : X — V,, y =
"x:s tiosiffriga personnummer”, dér

V, = {Forekommande personummer i CLGYM &k 1 hostermien 2015}.
Alla funktioner kan pa detta sétt definieras om sa att de blir surjektiva genom att vilja
“ratt” malméngd (= viardeméngden).
Vi kan ocksa gora om funktionen ¢ i Exempel 6 till en injektiv funktion p genom att
inskridnka definitionsméngden,
p:10,00] = [0,00], p(x) =t

Funktionen p &r ocksa surjektiv och déarmed alltsa bijektiv.

Vi har tidigare i kursen talat om méangders kardinalitet. Vi sa da lite informellt att tva
méangder har samma kardinatlitet om elementen i méngderna kan paras ihop sa att inget
element blev 6ver. For éndliga méngder betydde det precis att de hade lika manga element.
Med de begrepp vi nu har kan vi mer precist formulera definitionen pa foljande sétt.

Definition 6. Tva méngder S och T har samma kardinalitet om det finns en bijektiv
funktion f: S —T.

Exempel 8. Den bijektiva funktionen g : N — {2,4,6,8,10,...} som ges av g(n) = 2n
visar att méngden av de jdmna naturliga talen har samma kardinalitet som hela N. Det
klassiska beviset for att de rationella talen Q ocksa har samma kardinalitet som N, utgors
som vi nu kan se av att konstruera en bijektiv funktion mellan mangderna — varje tal i Q
tilldelas precis ett naturligt tal.

Inverterbara funktioner och deras inverser

En bijektiv funktion f : S — T parar ihop elementen i S och T parvis, sa att varje
element i den ena méangden kopplas ihop med precis ett element i den andra méangden. Mer
precist har vi att



(1) till varje z € S finns precis ett y € T sadant att y = f(z) (f &r en funktion);
(2) till varje y € T finns precis ett = € S sadant y = f(x) (f ar bijektiv), ty
(a) till varje y € T finns minst ett € S sadant y = f(x) (f ar surjektiv);
(b) till varje y € T finns hogst ett € S sadant y = f(x) (f ar injektiv);

Exempel 9 Vi modifierar nu funktionen i Exempel 2 till en funktion g : S = {0, 1,2,3} —
T = {a,b,c,d} som &r bijektiv,

9(0) =a,g(1) =b,9(2) = ¢,9(3) = d.

Vi kan beskriva g med hjélp av diagrammet

Att g ar injektiv betyder att inget element i T = {a, b, ¢, d} har mer &n en pil som pekar
pa sig. Att g ar surjektiv betyder att varje element i T' = {a, b, ¢, d} har minst en pil som
pekar pa sig. Att g dr bijektiv innebér att bédgge dessa villkor &r uppfyllda, dvs att det
pekar precis en pil pa varje element i T'. Att det utgar precis en pil fran varje element i S
foljer redan av att g ér en funktion.

Vi kan nu vénda pa pilarna och fa en ny funktion A som gar at andra hallet, h: T'— S.
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Eftersom g var surjektiv blir inget element i 7" utan pil, det vill séga h &r definierad for
alla y € T; eftersom g ar injektiv startar det precis en pil i varje element i 7', sa h &r en
regel som associerar precis ett funktionsvirde till varje element i T. Observera att g och
h ”tar ut” varandra , till exempel h(g(1)) = 1 och g(h(b) = b, och motsvarande for 6vriga
par av element.

Definition 7. En funktion f : S — T kallas inverterbar om man kan ”vénda pa pilarna”
pa detta sitt, mer precist om det finns en funktion h : T"— S sadan att

h(f(zx)=z,Yr €S och f(h(y)=y,VyeT.

h kallas f:s invers, och betecknas vanligen h = f~!, och f &r da ocksa h:s invers, f = h™1L.
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En funktion ar bijektiv om och endast om den &r inverterbar. Sambanden mellan en
bjektiv funktion f : S — T och dess invers f~1 : T — S kan ocksa skrivas.

y=[f(z) = z=["(y).
Det foljer ocksa direkt att Dy =V} och att V-1 = Dy.

Exempel 10. Funktionen h : R — R, y = h(xz) = 2z i Exempel 7, sag vi var bijektiv och
dérmed inverterbar. Vi kan bestdmma dess invers genom att 1osa ut z = %, sa h™'(y) = £.
Zz

Genom att byta namn pa variablerna kan vi skriva y = h™!(x) = 5

For att visa en att en funktion &r inverterbar ska vi alltsa visa att den &r bijektiv. Ett
nagot mer kompakt sitt att visa det pa ar att visa att ekvationen y = f(x) har en och
endast en 16sning x for varje y i malméangden. Lyckas vi 16sa ut = entydig for ett godtycklig
y i malméingden #r funktionen inverterbar och vi har pa képet fatt en formel for f=1.

Exempel 11. Vi visar att f : R — R, y = 22 — 1 ar inverterbar och bestdmmer den
inversa funktionen f~1.

1
y=f(r)=2x—-1 << y+1=21r — x:%:f_l(y).
1
Alltsa dr f~(y) = % Vi kan sedan byta namn pa variabeln, sa att vi som vanligt far
1
x som oberoende variabel, och skriva f~!(z) = x;— .

For funktioner f : Dy C R — R finns ett villkor som garanterar att funktionen ar
injektiv: Funktionen f ségs vara strikt vixande om z7 > zo = f(x1) > f(z) for alla
Tq, Ty € Dy och f ségs vara strikt avtagande om z1 > x9 = f(z1) < f(xq) for alla
T,y € Dy . Om f &r strikt avtagande eller strikt viixande foljer att f &r injektiv (varfor
da? ). Sa om f ocksa ar surjektiv, vilket vi alltid kan astadkomma genom att inskridnka
malméangden, ar f ocksa inverterbar.

Exempel 12. Vi konstaterade tidigare att funktionen

p:[0,00] = [0,00], p(x)=2?

ar injektiv, men att injektiviteten gar forlorad om vi utstricker definitionsméngden till
att omfatta negativa tal: [0, 00| #r det storsta intervall pa vilket funktionsuttrycket z? &r
véixande.

Eftersom p ocksa &r surjektiv dr p bijektiv och alltsa inverterbar. Dess invers ges av

y= V.

Exempel 13. Funktionen g : R — R, g(x) = 23 #ir en strikt viixande funktion och
dirmed bijektiv och alltsa inverterbar. Dess invers ges av g~ !(z) = /.



