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Man erhaller tydligen kurvan y = f(z) utgdende fran kurvan y = Ag?
genom att flytta den senare % enheter At hoger och 4 enheter nedét. O

1.4.3 Allmin teori for polynom

Metoden med kvadratkomplettering reducerar i princip undersdkningen
av ett andragradspolynom till undersdkning av monomet ax?. Monomen
av hogre grad
f(z) = ax™

spelar inte samma huvuadroll i teorin for n-tegradspolynom. Det finns
némligen ingen metod som i likhet med kvadratkomplettering for andra-
gradspolynom &terfor undersdkningen av ett polynom av hogre grad &n 2
ph motsvarande monom. Graferna nedan ger dirfér ingen fullstdndig bild
av hur en allmén tredje- eller fjirdegradskurva kan se ut. Polynom av
higre grad &n 2 méste behandlas med andra metoder.

Nollstillen

Det ar av speciellt intresse att finna nollstillena till ett polynom f(z),
dvs. att finna rétierna (l'ofsningarna) till ekvationen

flz) = 0.

Ritterna till en andragradsekvation ges av den enkla formeln (0.11),
sidan 18. Aven for tredje- och fjirdegradsekvationer finns allménna 10s-
ningsalgoritmer, som dock &r betydligt mer komplicerade. Vi gir inte
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in p& dem har. — Det dr déremot kéint sedan boérjan av 1800-talet att
del inte gar att finna nigra allminna lésningsformler for ekvationer vars
grad #r storre &n 4. Detta faktum ska inte forvixlas med mojligheten
att med numeriska metoder bestdmma l0sningarna approzémativi med
all 6nskvird noggrannhet.

Polynomdivision

Nér man dividerar tvd heltal, sig 67 med 5, brukar man arrangera rik-
ningarna pa féljande sitt:
13
6715
—5
17
—15

2

Det matematiska innehdllet i denna formaliserade uppstallning framgar
av likheterna

67=10-5+17=10-54+3-5+2 .
och kan sammanfattas som
67 0

Vi giger att vi har fatt kvoten 13 och resten 2.

P& analogt sitt utfér man division av tvd polynom. Vi illustrerar
- principen med ett konkret exempel. Den formella uppstéllningen vid di-
vision av f(x) = 2% + 622 + 2 med g(z) = 2? + z + 1 blir som fsljer:

< 244 +62%2 +2 2tr+1 =

—(2z* + 223 + 22%) nimnare
—2z3+42? +2

— (=223 — 222 — 22)

632 + 2z + 2

— (62® 4 62 4 6) 5 rest
—4r—4
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Det forsta steget i rékningarna ger termen 222 1 kvoten och betyder att
vi gjort omskrivningen

(8) 9zt 1 632 4 2 = 202 (z* +x + 1)+ (—22° + 43 4 2).
Dirvid har den sista parentesen erhallits genom subtraktionen
9t 622 +2— 222" +z+ 1),

och faktorn 2z2 har valts sh att z4-termerna, forsvinner vid denna ope-
ration. Likheten (8) kan skrivas som

2z + 627 + 2 _2$2+—~2333+4a:2+2
2 rerl 2 +z+l

Hir ir graden av det sista brakets téljare lédgre an graden av den ur-
gprungliga. tiljaren. Med samma 1dé reducerar vi gradtalet ytterligare.

Innebirden av det andra steget 1 uppstéllningen ovan ar att

—2g% + 4z% +2 6x? + 2z + 2
M:f2$+ﬂ—“—”.
w2 4at1 2 +z+1

Annu en upprepning ger

2 +22+2 o 4z —4
Paiarl . 24ztl

men darefter maste proceduren avbrytas eftersom i det sist erhalina bra-
ket taljarens gradtal ar ljgre An nimnarens.

Sammanfaténingsvis innebar ovanstaende divisionsalgoritm att vi har
gjort omskrivningen

flz) 2zt 462 +2 9 —4g — 4
_————-ﬂﬂ__ﬂ—-—————'::Z —2 6 T
g{(z) 22 +z+1 A |

Polynomet 972 — 2 + 6 kallas kvoten och —4x — 4 kallas resten vid
division av f(z) med g(z), helt 1 analogi med heltalsdivisionen g =
13+ 2. |

Med detta exempel som forebild kan man visa foljande allménna
resultat om division av polynom.
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Sars 2. (OM DIVISION AV POLYNOM) Lat f(x) och g(z) vara givna

polynom med gradg > 1. D4 finns tvé polynom g(z) och r(z) sidana
att
gradr < grad g
och 1)
T
g(z) )

Den sista relationen kan ockss skrivas
f(z} = g(@)q(z) -+ r(z).

Om resten r(z) blir noll vid en polynomdivision séger vi att divisio-
nen gér jémni ul. Detta betyder att

f(z) = g(z)q(=),
dvs. att g(z) (och &ven g(z)) &r en faktor i f(x).

r(@)
glz)’

Falktorsatsen
Vi atervinder nu till den allminna polynomekvationen
f(z)=0.

Om man har lyckats hitta en faktor av formen z—« i f(z), dvs. om man
kan skriva

flz) = (= — a)q(=),

s& har man ocks funnit en rot till ekvationen f(z) = 0, nimligen talet a.
Ty sjélvklart géller d& até

fla) = (a—a)g(e) = 0.

~Omvant ska vi nu se att varje rot o till f(z) = 0 svarar mot en faktor
“av formen x—a i polynomet f(z).

SATs 3. (FAKTORSATSEN) Antag att talet o &r en rot till polynomekva-
ionen f(x) = 0. D4 ir polynomet x—« en faktor i f(x), dvs.

f(z) = (z — a)q(z)
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BEvis. Vér forutsitining dr alltsa att f (@) = 0. Om vi dividerar f(z)
med x--o far vi enligt sats 2 en rest r(z) sadan att

gradr < grad(z—a) = 1.

Resten har dérfor graden noll, dvs. den &r ett konstant polynom. Med
andra ord &r

flw) = (@ - a)g(e) + C

f6r ndgon konstant C. Genom att hir vilja z = « far vi
flo) = (@ —a)gla)+C =C.

Men enligt forutsétiningen &r f(a) = 0. Alltsa har vi visat att C=0
och dérmed att
Flz) = (2 — a)g(a).

Beviset dr klart. ]

Faktorsatsen kan bland annat anvindas i situationer nér man genom
gissning eller p4 annat sitt lyckats hitta en rot o ill en polynomekvation
fz) = 0. Genom att d& dividera f (z) med motsvarande faktor z—a
dstadkommer man en minskning av ekvationens gradtal med en enhet
och skaffar sig dirmed ett gynnsammare lige for fortsatt behandling av
ekvationen.

Exempel 13. Till ekvationen

23 4
3 24 40 4
-+ 6 + 3%~ 3 0
har man lyckats hitta roten = —4. Lis ekvationen fullstindigt.

Lésning: Division med faktorn z—(—4) = z+4 ger faktoriseringen
2+ 60+ g L= (@ (e? + 20— 3

(Observera att enligt faktorsatsen maste divisionen g& jimnt ut.) De
dterstiende rotterna ges alltsd av andragradsekvationen

:c2—|—29:—§:0.

2,

Losning av denna ger z = —1 + 7 Var tredjegradsekvation har allts

w 2 2
de tre rdtterna —4, —1-ﬁ och —1+~\/§. d
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I de flesta fall &r det naturlighvis helt omdéjligh att gissa en rot till
exempelvis en tredjegradsekvation. For att detta ska lyckas bor ekvatio-
nen vara av relativt enkelt slag, till exempel ha heltalskoefficienter, och
dven om sd skulle vara fallet &r det inte realistiskt att gissa pd annat &n
eventuella rationella rétter. For just denna situation finns det ett resul-
tat som visar, att det faktiskt inte r friga om ren gissning utan snarare
om en systematisk genomging av ett begrinsat antal mdjligheter.

SATS 4. Antag att

flr) = apz™ + ap_12™ 1+ ... +arz+ag
dr ett polynom med heltalskoefficienter. Lat

a="E

aq

vara ett rationellt tal skrivet si att heltalen p och ¢ saknar gemensamma
faktorer (utom £1). Om « 4r en rot till ekvationen f(z) = 0 sf méste p
vara en faktor i ag och q en faktor i ay,.

Bevis. Vi antar alltsd att

72 7— 1
f(o:)=an%+an_1%+...+alg+ag=0.

'_: Multiplikation med ¢" och &verflyttning av den sista termen till higra
. sidan ger

anp” + an_lp”_lq ot apg™ Tt = —agg™.

Eftersom p &r en faktor i var och en av termerna i vansterledet, och dér-
‘med i hela vinsterledet (bryt ut p), sd méste p ocksd vara en faktor i

hégerledet —agg™. Meri enligt forutsittningen saknar p och g gemensam-
‘ma faktorer. Alltsd méste p vara en faktor i ao.

" P& motsvarande séitt visas att ¢ &r en faktor i ay,. o

:}Fempel 14. Gor ett fullstdndigt underlag for "gissning” av rationella
6tte_,1_: i exempel 13 ovan.

Osning: For att fa bort ndmnarna multiplicerar vi ekvationen med 3
ch erhaller

3z 4+ 182z% + 23z — 4 = 0.
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Nu kan sats 4 anviindas. Fér en eventuell rot a = P maste darfor galla

oy

ndgot av alternativen
p=+1, £2, +4 respektive g¢= kI, +3.

De enda rationella tal som det kan 16na sig att testa &r allish

1 2 4
H, dg, 42, 5 H g

1

Fér sikerhets skull papekar vi att gissningssatsen ovan inte ger né-
gon allmin metod att finna losningar till polynomekvationer. Inte ens
ckvationer med heltalskoefficienter behover ha négon rationell rot. Ett
enkelt exempel pd detta dr ekvationen

72— 2=0.
Denna har ju rotterna ++/2, som inte ar rationella.

Faktorsatsen siger att om talet o &r en rot till ekvationen flz) =0
¢4 &r z—a en faktor i f(z). Det ar naturligtvis fullt mojligt att f (z)
innehaller flere likadana faktorer z—c. Antalet sadana, faktorer kallar vi
multipliciteten av roten a. I fallet da multipliciteten &r 2 talar man
om en dubbelrot, d& multipliciteten &r 1 om en enkelrot. Till exempel
har ekvationen '
(z— 7 +4)>(@@*+1)=0

de reella rétterna 7 och —4, dér 7 har multipliciteten 3 och —4 &r en
dubbelrot. '
Betrakta en tredjegradsekvation

(9) fl@) =23+ apz® + aaz + a9 =0

dir hogstagradskoefficienten &r 1. Antag att denna har tre reella rétter
raknade med multiplicitet, oy, ag, as. Vi kan dé faktorisera polynomet
f(z) fullstéindigt:

f@) = (z — a1)(® — e2)(z — o).
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Hopmultiplicering av dessa faktorer ger
f(z) = s — (051+C1!2+053)$2 + (o taias +opag)s — o

(genomfor sjilv rikningen). En jimforelse med koefficienterna i (9) leder

il att
ey + g g = —ag,

a0 + (03 + Qe = a1,
o epy = —ag.

Detta resultat brukar kallas sambandet mellan rotter och koefficienter i
en tredjegradsekvation. Lisaren kan sjalv verifiera att resultatet stammer
i exempel 13 ovan. '
Motsvarande rikningar kan goras for ekvationer av godtycklig grad.
Det viktigaste resultatet &r:
Om en ekvation av n:te graden

mn+an_1mn‘1+...+alw+agx0

med hégstagradskoefiicienten 1 har n reella rotter (rdknade med multi-
plicitet) s& ar deras summa lika med —an—1 och deras produkt Jika med

(-fl)na()-
" For en andragradsekvation
z? -+ pr4+qg=0
in_ed rétterna aq och o har vi speciellt
o +og = P, - ajog = ¢q.
44 Geometrisk s-umma‘

a.fje polynom av formen

t med z—1. Till exempel &r ju

?—1=(z—-L{x+1) (konjugatregeln)

2 —1=(z—1)="+z+1).
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Lésning: Om vi sitter z = re® ar ekvationen ekvivalent med
et = 8i = 86/,

Alltsa &r

3 =§ r=2
LT
{39:%%%, ke zféw%’f, keZ.
De olika 15sningarna blir slltsi

z =25 p—q 109

z =276 = /344, o \i
25 = 2e07/6 = — /3 41,

23 = 2ei3w/2 = 9. &y
z3

A.10 Allmanna polynomekvationer

dvs.

21

Vi ska nu diskutera allménna polynomekvationer, dvs. ekvationer av for-
men

p(2) = a2 + ay_12" 1+ ... b a1z + ag = 0.
Vi foérutsétter att polynomkoefficienterna ay ir komplexa tal.

1 avsnitt 1.4.3 studerade vi polynom med reella koefficienter. Manga
begrepp och satser dér blir oférdndrade d& koefficienterna tillats vara
komplexa. Salunda definierar vi &ven i det komplexa fallet graden av p(z)
som talet n om koefficienten a, 4r skild frin noll. Med en lésning eller
rot till ekvationen p(z) == 0, alternativt ett nollstdlle till polynomet p(z),
menas ett komplext tal o som satisfierar p{a) = 0. Satsen om division av
polynom och faktorsatsen, sh som de 3r framstéllda i satserna 1.2 och 1.3,
sidan 53, géller med of6rdndrade bevis dven for komplexa polynom, och
vi upprepar dem inte hér. Detsamma giller sambandet mellan rétter och
koefficienter i en n-tegradsekvation (se sidan 57). Begreppet multiplicitet
av rot eller nollstalle definieras som i det reella fallet.

I andra avseenden déremot skiljer sig den reella och den komplexa
teorin. Vi ska nu utveckla den senare.
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Faktorisering av komplexa polynom

Vi utgar fran foljande grundliggande sats, vars bevis kriver mer avan-
cerade hjslpmedel &n de som behandlas i denna lirobok.

SATS 8. (ALGEBRANS FUNDAMENTALSATS)  Varje komplex polynom-
ekvation p(z) = 0, dir grad p > 1, har minst en komplex rot.

Med hjilp av faktorsatsen kan algebrans fundamentalsats skirpas
ytterligare.

SaTs 9. Om gradp = n s& har ekvationen p(z) = 0 precis n rotter, om
varje rot riknas s& manga génger som dess multiplicitet anger.

Bevis. Enligt algebrans fundamentalsats har p(z) atminstone ett noll-
stille o, varfor enligt faktorsatsen

p(z) = (z —ai)pi(z),  dér gradp; =n-L

Av samma anledning har polynemet p; ett nollstille ag (eventuellt lika
med «), och faktorsatsen ger da aft :

p(z) = (2 — o1) (z — az)pa(2), dir  gradpy = n—2.
Vi kan fortsitta pa detta sitt tills vi far
p(2) = (z —a1) (z —ag) ... (z—an)pn(z), dir gradp, =0.

D4 &r py, en konstant o # 0, och vi ser att p(z) har precis nollstéllena
&, ..., 0p. Dirmed &r satsen bevisad. O

Vart resultat kan ocksa formuleras pd foljande sitt.

FOLIDSATS 1. Varje komplext polynom kan delas upp i komplexa fakto-
rer av forsta graden enligt '

p(x) =5z — ) (z — ) .. (2 aw),

ddr n = gradp, talen o, . .., oy, dr nollstllena till p(z) och v # 0 &r en
konstant (nimligen koefficienten for higstagradstermen i D).

Problemet att faktorisera reella polynom i reella faktorer ar nagot
mer komplicerat.
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Faktorisering av reella polynom

Vi betraktar i fortsittningen polynom med reelle koefficienter. Sddana
polynom kan ha icke-reclla nollstéllen, till exermpel har polynomet x241
nollstillena 3 och —i. Nista sats visar emellertid att nollstillena till reella
polynom inte kan ligga utspridda hur som helst i det komplexa talplanet
utan méste upptréda parvis.

SATS 10. Antag att polynomet p(2) = ap2™ + ap-12"" " +... + a1z +ao

har reella koefficienter ai. Om d& « = o+ ib dr en rot ill ekvationen
p(2) = 0 58 dr dven & = a — b en rot till denna.

\ o

Bevis. Enligt forutsittningen ir p(c) = 0. Eftersom koefficienterna ar
reella dr G = ay. Alltsd ger reglerna. for konjugering att

1

p(a):an“&%ran_la“‘ + .. Fatag =

= a0 +ap o™l L Faatap =

= gpo +a, 10"V 4 L et ag =

— 00" + Gna™ T+ ... Faga+ag =pla) =0=0.

Beviset dr klart. |

~ Anmirkning. Vi har hér inte bevisat att om o dr ett icke-reellt noll-
stille av en viss multiplicitet s& #r & ett nollstille av precis samma
multiplicitet. Detta iir dock fallet och foljer av vir utredning om reell
faktorisering av p(z) nedan.

Exempel 20. Antag att vi rikar veta att ekvationen

plzy =22 -2 +42—4=0
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har roten z; = 1+4. Vi onskar 16sa ekvationen fullstdndigt. Eftersom
polynomet p(z) har reella koefficienter s& kéinner vi enligt sats 10 auto-
matiskt &nnu en rot, nimligen z = 1—4. Enligt faktorsatsen innehéaller
polynomet darfor faktorn

(35) (z— (144 (2 — (1—i)) = 2" — 2z + 2.

Division av p(z) med detta polynom ger kvoten 2% — 2, varfér vi har
faktoriseringen

A28 4 dr—d= (2% —2242) (% - 2).
Ovriga nollstillen till p(2) ges alltsé av
P2-2=0 <= z2=%V2
Sammanfattningsvis har ekvationen de fyra rétterna

21 =144, zg=1-—1, zsm\/é, 7= —V2.
. .
Som en viss kontroll av rikningarna observerar vi att rotternas sum-

ma Ar 21+29+23+24 = 2, dvs. lika med koefficienten for 23 med ombytt

tecken, och deras produkt #r z1z32324 = —4, lika med den konstanta
termen, allt i Sverensstiimmelse med sambandet mellan rétter och koeffi-
cienter pa sidan 57. i

Att produkten av de tva komplexa polynomen i (35) ovan blir ett
polynom med reella koefficienter ar ingen tillfillighet. Allméint giller att

(36) (z—a)(z—a)=2>—(o+a)z + ot = 2" — 2(Re ) z+ lef®.

Denna observation utnyttjas i beviset av nasta sats. {

SATS 11. Varje polynom med reella koefficienter kan delas upp i reella
faktorer vars grad dr lika med 1 eller 2.

BEVIS. Lt p vara ett polynom av graden n med reella koefficienter. Om
p har enbart reella nollstillen &r saken klar enligt sats 9. Antag att p har
ett icke-reellt nollstille o Enligt sats 10 &r da &ven o ett nollstélle och
det reelio polynomet

1(z) = (z—a)(z-@)
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ar en faktor i p(z). Division av p med ¢ méste ge en reell kvot py, dvs.
vi har

p(2) = q(2)p1(2),

dér alla polynom har reella koefficienter och gradg = 2, gradp; = n—2.
Vi kan upprepa resonemanget pé pi. Efter ett dndligt antal steg far vi
den sokta faktoriseringen i reella férsta- och andragradstermer. (W

Exempel 21. Det reella polynomet
p(z) =2 -2% 142 -4
i exempel 20 har den fullstindiga komplexa faktoriseringen
p(2) = (2 — (14) (2 — (1=9)) (2 = V2) (2 + V),
och den reelia faktoriseringen

p(z) = (2 — 22 +2) (z — V) (2 + V).
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