Hemligheterna forklarade

1.1 Varfoér man riknar

Matematiken kan delas in i tv stora omrdden: aritmetiken och geometrin.

Enkelt uttryckt dr aritmetiken riknandet med siffror. Geometrin ar det som
har med uppmitning av avstdnd, ytor och volymer att gora. ‘

Hur det gick till historiskt vet vi inte, men mycket tyder pi att denna
uppdelning har en naturlig grund i de tidiga manskliga kulturernas behov.
S& snart minniskor bérjade bli bofasta eller i vart fall bérjade samla pé sig
dgodelar uppstod troligen ett behov att halla reda pa dem, att riikna, dem. De
som brukade jorden hade eft behov av att kunna mita upp markomraden.
De som héll djur ville forstis kunna halla reda pa att inga forsvann eller stals.
Lt oss fantisera om hur det kan ha gatt till,

Herden slipper ut sina djur pa bete pd morgonen och himtar hem dem pa
kvillen. Han, eller hon', vill hilla reda pa att alla djur kommer med hem. En

dag fir hen en idé. Om man f6r varje djur som stipps ut i hagarna plockar upp

en sten och ligger den i en sirskild hijg, kan man sedan pd kvillen plocka bort
en sten frin hogen for varje djur som aterfinns. Om alla #r med, ska hisgen
vara borta nér sista djuret 4r infangat. Idén #r genial, men den har en brist:
Ténk om ndgon, djur eller ménniska, sparkar till hégen under dagen? Eller om
nigon listig men oérlig buse stjil nigra djur och samtidigt plockar bort lika
ménga stenar? DA kanske néista idé uppstod: att ligga stenarna i en skinnpase.

Men é&ven skinnpdsen kan trixas med om man inte bir med sig den hela
dagen, och den kan vara ritt s3 tung med manga stenar i. Béttre da att lagga
stenarna i en kruka som man forsluter med ett lock av lera som far stelna,

1 1 fortsdttningen anviinder vi - i sann matematisk anda att vara allméngiltiga - det nya
prenomet ke,
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Eftersom krukan maste krossas for att man ska kunna plocka ur nigra stenar
ser herden om ndgon varit framme och forsokt luras.

P4 detta sitt kan det ha héllit p4 i drhundraden énda tills nigon kom pa
nista smarta steg. Aven agaren till djuren var ju tvungen att krossa krukan
for att komma it stenarna. Varfor inte i stillet hitta p& ndgra symboler att
pressa in i den vita leran pa utsidan av krukan innan man forsluter den och
lita dessa symboler std for hur manga stenar det finns i krukan? Sa linge
krukan &r hel kan ingen ha plockat ur stenar, och man kan vara helt siker
pa att symbolerna svarar mot det riktiga antalet stenar.

S4 hir lAngt kunde nog vem som helst komma pa detta. Men nista steg

* kriivde kanske ett geni. Om man nu &nda har symboler utanpd krukan s&
behover man ju inga stenar i den. Och man behover ingen kruka heller, man
kan ha en lertavla eller nigot annat fast att skriva pd. Man behbver inte
ens det. Man kan komma ihag antalet. De abstrakta talen - skrivna med
siffersymboler - dr uppfunna!

Men detta ir trots allt spekulationer.” Kunskaperna om matematikens tidi-
ga historia mycket osikra. Troligen utvecklades en praltisk anvéndbar mate-
matik parallelit med spriket langt tillbaka i manniskans historia. Nedtecknad,
eller skriven matematik, utvecklades tillsammans med skriftspraken i de
forsta hégkulturerna i Egypten, Mellanostern, Indien och Kina. I och med
den grekiska civilisationens framvixt under mitten av forsta drtusendet fore
var tiderikning utvecklades sedan en mer abstrakt matematik. Den borjade
leva ett eget liv, dir begrepp och metoder utforskades for dess egna inne-
boende tjusning, och inte enbart for tillampningarnas behov. Den grekiska
kulturen kom att prigla matematiken pa ett sitt som lever kvar dnda in i
nutid. Den var pi en ging frikopplad frin vardagens strdvan, men samtidigt
tillimpad inom exempelvis astronomin. Aven de andra hogkulturerna har
ldmnat spér i dmnet.

1.2 Hur man riaknar

De symboler vi i dag anvinder for att rikna, siffrorna, har sitt ursprung
lingt tillbaka i tiden. De kan sparas till Brahmiskriften frin Indusdalen for

2 Viliste en variant av denna pihittade historia p4 bloggen The n-category café. Ussprunget
till historian kan vara i G. Ifah, From Oune fo Zero, A Universal History on Nuribers.
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[
¢vitusentrehundra dr sedan. I dag skriver vi siffrorna pa foljande sitt:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Med dessa siffror kan vi uttrycka tal, eller antal, upp till nio. Men hur gor
man for att uttrycka storre tal? Tio, elva, elfer tolv? Vi vet forstas svaret: man
skriver tio som 10, elva som 11, tolv som 12 och sd vidare. Ingen tinker vél till
vardags djupare p detta, men det ska vi gora nu. Vi ska gora det eftersom
det kommer att visa oss lite av matematikens maskineri, och det &r just detta
maskineri som man maste bli bekant med for att kunna studera matematik
p4 hogskolan. Vi kommer ocksi att se att maskineriet inte dr perfekt.

Vad #r egentligen 12?2 Frigan dr inte sérskilt precis, men det svar vi ar ute
cfter iir att tolv dr tio plus tva, eller 12 = 10 + 2. P4 samma sattar 17 =10+47
och 11 = 10 +1L

Men vad ir 107 Ja, vad &r tio? Ar svaret att tio &r tio plus noll, alltsé att
10 = 10 + 0% Det verkar inte riktigt.

Vi har redan nu, innan vi ens borjat rikna pa allvar, hittat nagot kons-
tigt i rdknekonstens grunder. Det fattas en siffral Vi glantar pé\‘dijrren till
matematikens maskinrum ser att maskinen ar ett minskligt bygge, den ar
inte perfekt. Lit oss ratta till detta och lagga till en siffra for tio. Vi skriver
den som Y (den grekiska bokstaven “ypsilon’, men vi kaflar den fér "tio”).
Vara siffror borde vara

0,1,2,3,4,56,7,8,9,Y

N ser det mycket bittre ut, Vi har exempelvis 17 = Y+7,12=Y+2,ll=Y+1
och forstds

10=Y+0

Talet tio skrivs som 10 och 4 lika med den tionde siffran plus noll, precis som
exempelvis talet elva skrivs som 11 och uttrycks som den tionde siffran plus
ett. $& kan man halla pa tills man kommer upp till talet nitton som skrivs
som 19 och ar lika med den tionde siffran plus nio, det vill saga 19 = Y +9.

Sedan kommer tjugo. Hur uttrycker man 207 Vi anvinder samma logik.
Tjugo ér lika med den tionde siffran plus tio. Men tio dr den tionde siffran.

20=Y+10=Y+Y=2"Y
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Nu gdr det undan! Hur uttrycker man 242 Jo,som 24 =Y +Y +4=2-Y + 4.
Hur uttrycker man 297 Jo, som 29 = Y+ Y +9 = 2. Y + 9. Hur uttrycker
man 30¢ Jo,som 30 =Y +Y¥Y+¥Y =3Y

Inga problem dyker upp innan man kommer upp till hundra, Vi uttrycker
nittionio som 99 = 9-Y + 9. Men hur uttrycker vi hundra? LAt oss understlka
om ménstret haller i sig: .

00=9-Y+Y=(9+1)Y=10-Y=Y Y

Négon kanske nu gissar att man kan gora ett hopp och skriva ett stort tal
som exempelvis ettusen som Y Y Y. Det dr forstas helt riktigt. Men samtidigt
gor man det bekvimt for sig, sa att man slipper att skriva ut sd manga Y ganger
sig sjilv. Man skriver exempelvis Y+-Y = Y2 och Y- Y - Y = Y. Nir man
har en produkt av ett tal ghnger sig sjélvt ett visst antal génger, det behover
inte vara just Y, fdrenklar man i allmanhet skrivsittet pd detta vis. Det kallas
for potenser. *

Oversittningen mellan dessa potenser av Y och det vanliga sittet att
skriva dr

Y = 10
Y = 100
Y? = 1000
Y* = 10000

Lat oss ta ett exempel till. Nér vi skriver talet 3724 menar vi alltsd
3724=3-Y+7. Y2 +2-Y +4

Poangen med detta dr att siffrorna i talet 3724 har olika vérde, beroende
pa var i talet de stdr. Man bérjar rikna frin hoger. Den forsta siffran dr
dd 4. Den kallas entalssiffra och den har sitt viirde 4 - 1 = 4. Den andra
sifiran (fortfarande fran hoger) ar 2. Den kallas tiotalssiffra och den har virdet
2+ Y =2-10 = 20. Nésta siffra dr 7. Den kallas hundratalssiffra och den har
virdet 7+ Y* = 7.100 = 700. Till sist: siffran 3 kallas tusentalssiffra och har
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virdet 3+ Y3 = 3.1000 = 3000. Vi har alltsi 4 ental, 2 tiotal, 7 hundratal och
3 tusental. Skriver man ut detta i detalj fir man

3.Y347. Y242, Y+4=
3.1000+7-100+2-10+4 =
30004+700+20+4=3724

Detta satt att skriva tal som ir storre dn 9 dr alla bekanta med fran skolan.
Hiir har vi sett hur man kan rikna med det. Det kallas {6r positionssystemet
eller platsvirdessystemet eftersom siffrorna far viirde efter sin position eller
plats i talet, Man siiger att systemet har basen tio. Basen tio dr precis den
dolda siffran Y.

Varf6r ser man inte symbolen Y {or tio i andra matematikbécker? Varfor
har man inte sett den under tolv ir i skolan? Férklaringen &r rent historisk.
Det gér lika bra att anvinda 10 som symbol f6r den dolda elfte siffran. Nér
man val har forstatt att 10 = 1- Y + 0 behdver man inte anvinda Y mer. Ndr
en ging i tiden denna del av matematikens maskineri konstruerades gjordes
detta speciella val av symboler och sitt att rakna. Vi ska dock se att ndr man
riknar i positionssystem med andra baser &n 10 (exempelvis det bindra med
basen 2) anvinds faktiskt en sddan extra siffra,

OVNINGAR

Ovning 1. Skriv om foljande tal, skrivna med den elfte siffran, till vanlig form.

a Y3 b. 3Y2+7Y
c. 7Y3+3Y+Y d. 2Y°+3Y*+9 O

Ovning 2. Hur kan talen nedan uttryckas med hjilp av den elfte siffran?

a 74 b, 319 c. 6705 ©d. 50014 O
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