5. POTENSER

Négra av de vanligaste potenserna har egna namn. a® kallas ofta for a i
kvadrat eller kvadraten Pé a, eftersom uttrycket motsvarar berdkningen
av arean pd en kvadrat med sidlingden a. P4 samma sitt lallas a
kubik eller kubiken Pa a eftersom det
lingd a.

3 for a i
ger volymen pa en kub med sid-

Nir man infor ett réknessitt maste man ocksi b

estdmma dess prioritet relativt
andra riknesitt:

Definition 5.2: Prioritet hos potenser Man har bestimt att potenser
prioritetsméssigt gar fore alla de fyra riknesitten. S8 g-b® tolkas som a-(b7).

Vill man att exponenten ska kopplas till bada talen méste man skriva (a-b)™.
Sa

23" =281=162  medan (2:3)' = 6% = 1296

Detta giller fiven unira minus: —3% ska tolkas som —(3%) = 81, och ska inte
torviixlas med (—3)* = 81.

Det #r ocksa nodviindigt att bestimma prioritet for potens av potens, for
resultatet beror av vilken potens man berdknar férst:

480 =4~ 962144 men  (43)% = 64 — 409
1

Man har bestamt att 4% {utan parenteser) ska tolkas som 4(3%),

Ur definitionen pgar det att hirleda ett anfal rdkneregler:

Understkning 5.1: Rikneregler fér potenser Eftersom potensrikning
ar baserad pd multiplikation verkar det motiverat

ati se vad som hinder
om man kombinerar riknesitten:

Vad blir potensen av en produkt?

(@)™ =ab-ab-...cab=qaa... q bb.  b=g". p"
—_——— S——— N

n par n 56 n st

Samma effekt blir det pa kvoter:
a\™ g"
G) =4

Potenser av summor och differenser blir mycket mer komplicerade, se av-
05.1 ] snitt 6.1.1. Normalt giller att (a4 b)" # a™ 4+ b

I det forsta fallet som vi undersékte fick vi potenser med samma exponent,
men olika baser. Vad hinder om det &r tvirtom: om man har tvi potenser
med samma bas, men olika exponenter?

m st n st ‘ f
m n o . M
a’q =00 .. G Q... A=

|

m -+ n st
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5.1. POTENSBEGREPPET

Multiplicerar man potenserna si adderas exponenterna.

Motsatsen till multiplikation &r division, och det ger motsatsen till addition,
det vill siga subtraktion, av exponenterna:

= a™ ™ forutsatt att m > n
la

(Reservationen m > n dr till for att vi inte ska f& en negativ exponent, for
det vet vi Annu inte vad det betyder.)

Slutligen ser vi vad som hinder om man tar en potens av en potens:

(@) == 0@ G QGG B GO = GG =
N .

- ~

i w o~
m st m st m 5t we - st
-

e
n grupper

Hir multipliceras exponenterna.

Riknereglerna kommer att sammanfattas i sats 5.1 pi sidan 106. ]

For att f& en uppfattning av vad potensberdkning innebér uttryckt i siffror

kan det vara givande ati tabellera upp ett antal potenser: .

4
0

32
243
1024
3125

Alla tal i en viss rad har samma bas, alla tal i en viss kolumn har samma
exponent. I tvians rad har vi dérfor tvApotenser och i tvlans kolumn jamna
kvadrater.

Tabellen kan ge inspiration till funderingar pa generalisering av potensbe-
greppet:

Undersdkning 5.2: Icke-posiliva exponenter Genom att definiera o”
som " stycken a:n hopmultiplicerade” har vi begrénsat n till de positiva hel-
talen. (Det &r ju lite svrt att siiga vad minus tv stycken a eller ett halvt a
eller inget o alls "hopmultiplicerat” konkret skulle innebéira). Men genom att
titta pd pa virdena och rdknereglerna kan man hitta vettiga tolkningar &ven
for andra sorters tal.

Ezponent noll Rad 2 i tabellen 6ver potenser innehaller 21, 22, 23 och 53
vidare. Varje tal &r dubbelt s3 stort som det innan, eller annorlunda uttryckt:
varje tal &r hilften av det som stir efter. Om man liser raden &% vinster
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5. POTENSER

ser det ut som att talet fore 2:an borde vara 1. Det stimmer ocksi med
rikuereglerna:

2 21 1-1 0
1:525:2 =9

om rikneregeln for division av potenser gar att anvinda dven i den hir situ-
ationen.

Negativa exponenter Om man fortsitter att lisa &t viinster sa bor man
halvera igen, s3 27! bér vara hilften av 2° = 1, vilket blir 1/2. Och fortsitter
man s4 finner man att den rimliga tolkningen &r att a™™ = 1/a".

Basen noll Det & dock ett tal som detta inte
fungerar for: talet 0. Multiplicerar man ett antal
nollor s& far man noll som resultat, sa rad noli i ta-
bellen innchéller enbart nollor. Men i s4 fall passar
en etta daligt in i positionen som motsvarar 0°. For
tillféllet 16ser vi det problemet genom att sitta att
0% f&x vara odefinierat; det gir inte att siga vad det
blir!. .

Lo b = O

el S| e
O BD = O b
HeRTE R e ] N
=7 00 =t D W

gregativé tal bliy enligt definitionen division med noll, vilket definitivt ir ode-
finierat (nigot sidant tal finns inte). 8

Vi bygger ut definitionen med detta:

Definition 5.3: Potens (version 2)

e a’=1 oma#0

1
oa“”mzﬁ omn€ 4y ochas0 ]

Nu kan vi hantera alla sorters heltalsexponenter: positiva, negativa och noll.

Finns det nagot vettigt sitt att definiera potenser dir exponenten inte Ar eti
heltal ocksa?

Undersékning 5.83: Heltalsreciprok Som exponent tar vi det enklaste
icke-heltalet som finns: 1/2, och som bas provar vi med 4. Finns det nagot

satt ath tilidela 41/? en mnebdrd som passar ihop med det som vi redan har
tagit fram?

YDet finns fler situationer diir virdet I verlar ritt in vad det finns situationer dir 0
verkar riit, si manga definierar av praktiska skiil 0% som 1. Men det 4r inte aila som haller

med. Kontrollera vad man fir pA din miniriknare om man slar in 0% — det blir olika pa
olika mirken.
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5.1. POTENSBEGREPIET

Vi kan testa vad som borde hénda om vi upphijer det hir talet 1 2:
(41/%)? = {om riiknereglerna galler} = 4022 — gl =4

3 41/2 ska vara ett tal som upphdjt till 2 ger 4.

Olyckligtvis finns det tvd tal som upphéjda till 2 ger 4: 22 = 4 och (—2)? = 4.
Vill vi att det hiir rikneséttet ska vara en funktion far det bara finnas ett
svar. Eftersom man oftare rdknar med positiva tal &n med negativa verkar
det praktiskt att bestdmma att det dr det, positiva alternativet som avses. 5&
vi sAger att

ai/7 sr det reella tal som upphdijt i n ger a som resultat. Finns det
flera sddana tal s menar vi det positiva av dem.

Tyvérr visar det sig nu att réknereglerna inte langre fungerar or alla tak:

((—10)2)1/ 2_10072=10 men (—10)*{/P =(-10)' = -10

(100%™ # (102

Detta var opraktiskt. Men allt annat vi har hittat ph verkar s& pa,ss‘bra att vi
bestutar att leva med det hiir problemet, som bara uppkommer med negativa
baser: vi siger att riknereglerna bara &r garanterade fér positiva baser och
far anvindas pa egen risk i Svriga situationer. H

Detta var heltalsreciprok som exponent. Med hjalp av detta och riknereglerna
ir det nu mdjligh att berdkna potenser med vilken rationell exponent som
helst:

43/2 — 4(1/2)-3 — (41/2)3 — 23 —8
Observera dock att vi inte har rett ut vad det innebir att upphdja nhgot 1 ett
icke-rationellt tal, som #. Att t&ppa till denna sista lucka #r forvAnansvart
komplicerat, och ligger utanfor ramarna for denna bok. (Det visar sig att det
inte hinder nigot ovintat, utan o™ rs a>1#189%%, vilket formodligen r det
man tyckte att det borde bli.)
5.1.2 Sammanfattning av potensbegreppet
Det som utvecklades i foregdende avsnitt kan sammanfattas sé hér:

Definition 5.4: Potens (version 3)

e a”
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5. POTENSER

ea’=1 omaz0

1
® a_”:a—n omn € Zy ocha#0

o a'/™ = det reella tal som upphdjt i n ger a. Finns det flera tal som passar

in s menas det positiva av dem.
Talet o kallas f6r bas, talet n for exponent och konstruktionen som helhet
for potens, Uttrycket nttalas "o upphojt i »”.

Prioritetsmissigt gir potenser fore de fyra rilknesitten, och a® ska tolkas
som a7, B

Sats 5.1: Rikneregler for potenser

(a_b)n N L a™.q" = g™t ﬁ = g™ " (am)n .
a

Reglerna ér garanterade att giilla for positiva baser; anvinds pa. egen risk

i Bvrigt. .

Exempel 5.1: Anvdndning av potensreglerna Atskilh'ga. potensuttryck
kan bli littare att beriikna med hjilp av riknereglerns:

2%.5% = olth5t — 9l.ot5% — 9.(2.5)1 = 2.10* = 20000
6" (23)7 2737 o7 , B
3 34T T 3137 3

Vanliga misstag

e Att anviinda regler som "kinns bra” i stéllet for reglerna som de fak-
tiskt ser ut; som att multiplicera exponenterna i stillet for att addera
dem d& man multiplicerar tvi potenser.

e Att ta fel pi effekterna av prioritet, och utgd fran att exponenten
géller for mer &n vad den gor. —2* betyder "upph&j 2 i 4 och byt
sedan tecken™; vill man upphéja minus 2 i 4 méste man ha parentes
och skriva (—2)%.

e Att "bryta ut” tal frin exponentuttryck s3 att exponenten blir kopp-
lad till andra tal &n fore omskrivningen (se sidan 118).

e Att tillimpa potensreglerna for produkt och kvot pa summor och
differenser. {a + b)" blir inte samma sak som & + %, annat &n i
nigra & undantagsfall.
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5.2. ROTTER

5.2 Rotter

Detta avsnitt fordrar att man behdrskar potensbegreppet och riknereglerna for
potenser.

Det finns en alternativ notation fér "upphdit i brak™

Definition 5.5: Ritter

o a/? betecknas ocksi /o och utlises kvadratroten ur a {ofta siger

man bara "roten ur a”). I programmering brukar kvadratrot betecknas
sqrt(x), square root.

e a'/3 betecknas ocksa ¢a och utlises kubikroten ur « eller tredjeroten
ur a.

e a'/" betecknas ocksé {/a och utldses nie-roten ur a. {n miste vara ett
positivt heltal.)

Sjélva symbolen v/ kallas ett rottecken. B

L]
Normalt géller att notationen med rottecken Ar littare att lisa, medan den

med exponenter dr littare att anvinda i berikningar. Man behidver d&rfor
kunna byta mellan beteckningssitten.

Rétter anvinds mycket, och det #r dérfor viktigt att kiinna til deras egen-
skaper.

Undersikning 5.4: Egenskaper hos kvedratrot Bade 2° och (-2)?
blir 4, men /4 = 2 och inget annaft, eftersom “upphdjt i brak” av entydig-
hetsskiil & definierat som “finns det flera tal som passar in, ta det som &r
positivt”. Man kan heskriva kvadratrotens innebérd som

v dr det icke-negativa® tal som i kvadrat blir a.

I situationer dér man vill ha tag pd bide de tal som i kvadrat blir o far man
ligga till tecknen manuellt, och skriva ++/a.

Det iir inte alla tal som har nagon kvadratrot. ”+/—4” skulle betyda "det icke-
negativa som i kvadrat blir —4” och n&got sddant tal finns inte pa tallinjen.
Positiva tal i kvadrat blir positiva, negativa tal i kvadrat blir positiva {"minus
ganger minus blir plus”) och noll i kvadrat blir noll. Uttrycket far klassas
somn odefinierat. (Mer om den hiir problematiken kommer i kapitel 13, som
behandlar kompleza tal.)

For positiva, tal giller att rot och kvadrat tar ut varandra; om a > 0 blir
va? = a och (ya)? = a. For negativa tal dr det mer komplicerat. T.ex &r

V(~4)? = V16 = 4 £ —4, och (v/—4)? ghr inte ens att rikna ut. [

2Att man siger icke-negativ och inte positiv ir for att definitionen ocksa ska Licka upp
talet 0, '
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5. POTENSER

Déremot ar det inga problem att berikna en kubikrot for negativa tal; /8 =
—2 eftersom (—2)% = (=2)-(—2)-(—2) = —8 (och det finns inget annat reellt
tal som har samma kubik). Samma sak giller for alla andra udda ritter.

Néagra av rédknereglerna fér potenser ser uttryckta med rottecken ut si hir:

Sats 5.2: Rikneregler fir rétter

Va b v/a- ¥ \/E _ e
Ya b Wi
foratsatt att alla inghende uttryck fir definierade. B

Kommentaren om att uttrycken méste vara definierade #r nddvindig eftersom

det gar utmirkt att berikna 1/(—2)-(—8) = /16 = 4, medan /~2-+/—8 blir

“odefinierat ganger odefinierat”, vilket inte &r samma sak.

Vanliga misstag

o Att &ven rikma det negativa svaret till frigan "vad ska vi kvadrera for
att f& ¢ som rot. .

o Att utgd frin aik rot och kvadrat tar ut varandra.

e Och alla de fel som &r vanliga vid annan potensrikning; rotter &r ju
ett specialfall av potenser och foljer samma rikneregler.

Med hjéllp av réknereglerna kan man skriva om rotuttryck pa ménga, olika
former.

Exempel 5.2: Omskrivningar av roluitryck Det ir ofta en fordel att
uttrycka rotuttryck i rétter av s sma heltal som mojligt:

VB = Vi2=Vivi-2v3

{Observera att man inte kan "bryta ut” 4:an ur rotuttrycket; den ingér 1 det
som man ska ta roten ur.) Det kan underlitta forenklingar, som till exempel

VB—V2=2v2 - V2=1/2
Det ar ocksd ofta en fordel att infe ha rotuttryck i ndimnaren pa ett brik:

N R R

V2 VEA T (Ve 2

Om man vet att +/2 & 1,4 dr det l&tt att se att det hir uttrycket blir unge-
far 0,7,

108
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5.3. POTENS- OCH EXPONENTIALFUNKTIONER

Exempel 6.4 pa sidan 121 innehéller ytterligare en intressant forenkling. Rot-
uttryck brukar kunna skrivas om pé ungefir hur ménga sitt som helst, si
om ens svar inte liknar facit ska man inte omedelbart utgd frin att man har
gjort fel; det kan vara olika sitt att skriva samma sak. ]

P4 miniriknare brukar det finnas en knapp for rotberikning, men det &r
inte alltid man har en riknare tiliginglig. Och det &r relativt vanligt att
man behdver ha tag pa ett ungeférligt vérde pa en rot (till exempel d& man
okn sortera tal i storleksordning eller skissa en kurva). Det brukar inte vara
speciellt svirt att uppskatta en 1ot med en eller tvA virdesiffror, vilket i
sidana sammanhang &r fullt tillrickligt.

Metod 5.1: Approxzimation av rétter Vi vill uppskatta V2 p4 ett unge-
fir.

Vi kan forstka "sikta in” ogs. 17 = 1, vilket &r mindre &n 2. 22 = 4, vilket &r
stérre An 2. Vill vi f4 2 bor vi ligga oss ndgonstans melian 1 och 2, s4 vi kan
prova 1,5: 1,5% = 2,25, vilket &r for stort men ganska nira. Vi backar lite:
1,4% = 1,96, vilket &r for lite men mycket néra. 5a vi har nu att V2 14

Vill man ha tag i hundradelssiffran ocksa far man upprepa processen, men det
 héir svaret #r ofta tilleiickligt bra. (Minirdknare ger approximationen V2 =
- 1,414213562.) B

5.3 Potens- och exponentialfunktioner

" Della avsnitt fordrar att man behdrskar potensdefinitionen och funktionsbe-
greppet.

. Det ar bra att veta pa ett ungefir hur graferna for de vanligaste sorternas
- potensuttryck ser ut.

5.3.1 Potensfunktioner

En funktion med en formel som 3r ett potensuttryck dir man varierar ba-
sen och haller exponenten konstant kallas en potensfunkiion. I figur 5.1a
p4 niista sida visas négra potensfunktioner med positiv heltalsexponent. Ur
bilden ser man ett monster:

e 3 = gismnt positive heltal gop 1t som en U-kurva med kroken nerdt. Ju hégre
exponenten 3r, ju trubbigare & kroken och ju brantare blir sidorna.

Definitionsméangden ir de reella talen R, eftersom utirycket gar att rakna
ut f8r vilket z som helst. Virdemingden blir talen fran noll och uppat,
[0,00), eftersom vi inte far ut nigra negativa y-viirden.

Funktionerna ir infe injektiva, eftersom samma y-virden antas for posi-
tiva och negativa z.
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5. POTENSER

y =z

(a) Positiv hellalsezponent: z',

Y

2

y=1"

(b) Negativ heltalsezponent: z~*, z 77, »~% och 2~%.

Figur 5.1: Potensfunkiioner.

e g = gidda positivt heltal gor yt 5om en S-kurva som kommer nerifrdn och

fortsitter uppat. Ju hidgre exponenten &r, j
och ju brantare blir sidorna.

Bade definitions- och virdemé#ngd ér R.

Funktionerna #r injektiva, {61 inget y-virde
kurvan.

I figur 5.1b ovan finns graferna for nagra potensfunktioner med negativ hel-

talsexponent uppritade. Sammanfaténing:

o y — gnesative heltal bl en kurva som bestir

vardera sidan y-axeln. D3 karvan niirmar sig £ = 0 sviinger den in mot

y-axeln; d& den aviigsnar sig frén z = 0

Skillnaden &r att for jimna exponenter ligger bada kurvdelarna ovan{or
z-axeln, medan for udda den vinstra delen ligger under. Detta gor att
de med udda exponent #r injektiva medan de med jimn exponent inte &r

det.

110 i

4

u plattare blir det vid z = 0

finns med mer dn en gang pd

av tvd separata bitar, en pi

svanger den in mot z-axeln.
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5.3. POTENS- OCH EXPONENTIALFUNKTIONER

Fér bade udda och jimna negativa exponenter r definitionsméngden allé
utom 0, vilket blir unionen av de tvi intervallen (—o0,0) och (0, c0). For
udda exponenter & virdemiingden allt utom noll, medan den fér jamna
dr allt dver noll.

I figur 5.2 nedan ser vi exempel p3 négra rotfunktioner, potensfunktioner
diir exponenten ar en heltalsreciprok. Dér &r det en visentlig skillnad p& udda
och jimna tal.

e y = F/z = xl/", diir n dr ett jémnt tal, borjar vid ¢ = 0. Bade definitions-
och virdemingd #r de icke-negativa talen: intervailet [0, co). Kurvan ser
ut som en liggande variant av hégerhalvan av y = z™.

o y = ¥z = gl/? diir n 8r ebt udda tal, 8r definierad for alla tal och kan
ge alla tal som resultat. Definitions- och vardeméingd 8r bida R. Kurvan
ser ut som en liggande variant av y = =™,

e

'y: 2173 y:a}us

Figur 5.2: Rotfunktionerna @ = z'/?, Yz =", Yz = 24 och Fz = 2M°.

y: 'ml/z

5.3.2 Exponentialfunktioner

En funktion av typen f(z) = a®, dir man haller basen konstant och varierar
exponenten, kallas en exponentialfanktion. Eftersom det kan bii problem
med potenser med negativ bas brukar man i de hir sammanhangen alltid
anvinda positiva baser.

I figur 5.3 nedan avbildas ndgra exponentialfunktioner med olika baser.

e y = 1% (ej med i bild) blir ett horisontellt streck pa hdjden y = L.

Figur 5.3: Esponentialfunktionerna (#10)%, (1/2)*, 2% och 107,
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