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Laboration 2

Laborationen skall 16sas i grupper om tva till tre och redovisas individuellt genom en lappskrivning
den 5/10. Utskrifter av kod och resultat &r tillatet hjalpmedel pa skrivningen.

1 Icke-linjar ekvation

Funktionen
fz) =2ze ' — (22 + 22— 1) (1)
ar given. Er uppgift &r att bestdmma funktionens rétter, med hjélp av tre olika metoder:
— bisektionsmetoden,
— Newtons metod, och
— fixpunktsmetoden med
_ 2 —1 9
g($) - 2(61_1 _ 1) . ( )

Lat e beteckna felet efter k iterationer. Eftersom rotterna inte dr kéinda, anvénder vi approximationen
lex| = |xp — xx—1|, dér ) &r losningen efter k iterationer.

a) Plotta funktionen pa intervallet [—3, 3] och uppskatta rotternas lage. Motivera varfor funktionen
inte kan ha fler rétter &n de funna.

b) For vilken/vilka rotter konvergerar bisektionsmetoden? Motivera ditt svar.

c) Bestdm med vardera metod roten nira —2.5. Anviind stoppvillkor |ex| < 1076 och startgissning
xo = —2.5 fér Newtons metod och fixpunktsmetoden, samt intervallet [—2.5, —2.25] for bisektions-
metoden. Ange hur méanga iterationer som krévs for konvergens:

Metod k

Bisektionsmetoden
Newtons metod

Fixpunktsmetoden

d) Harled pa papper varfor fixpunktsmetoden ej konvergerar for denna rot.

e) Visa att z = 1 dr en rot. Tillimpa Newtons metod och fixpunktsmetoden fér denna rot, med start-
gissning xy = 1.25 och samma tolerans som tidigare. Hur manga iterationer kravs for konvergens?

Metod k
Newtons metod
Fixpunktsmetoden
f) Skriv kod for att skapa en tabell &ver |ex|/|ex—1| och |ex|/|ex—1|%, k = 1,2,.... For vardera metod,

anvand tabellen for att bestdmma om den konvergerar linjart eller kvadratiskt for roten x = 1.

g) Visa pa papper varfor Newtons metod konvergerar langsammare &n fixpunktsmetoden f6r denna
rot.
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2 Interpolation

Er uppgift ar att bestdmma hur olika interpolationsmetoder beter sig for funktionen

[0 PE—— 3)
1+8(z — §)?

Undersok RMS-felet

RMSE = (4)

el
—lle|s,
NI
dir e = [e1 e -+ en] och e = y; — f(x;),i = 1,...,n. Hir &r n &r antalet punkter och y; &r
4G=1)  Notera att h =

n—1 "

interpolantens varde i punkten x;. Lat punkterna vara givna av z; = —2 +

_ 4
Tit1 — T = -

a) Skriv MATLAB-kod for att bestdimma ett interpolerande polynom av hogsta gradtal for ett givet n,
genom att stdlla upp Vandermondematrisen och 16sa ekvationssystemet for polynomets koefficien-
ter. Tips: Se help vander.

b) Anvénd interpl, spline och din kod fran a) for att bestdmma tre interpolanter med n = 7 och
plotta dessa tillsammans med funktionen och interpolationspunkterna.

¢) For de tre metoderna i b), berikna interpolanter for n = 6, n = 11 och n = 21. Utvérdera vardera
interpolant i 100 eller 200 jamnt férdelade punkter och berdkna RMS-felet. Notera: Lingden pa
vektorn bestdmmer n i formeln for RMS-felet. Ange felet i tabellen nedan:

Metod RMSE (n=6) RMSE (n=11) RMSE (n = 21)
Polynom av hogsta gradtal

Linjar interpolation

Kubisk spline

d) For vardera metod, plotta felet som en funktion av h med lamplig skala pa axlarna.
e) Forklara varfor felet vid interpolation med polynom av hogsta gradtal 6kar nér A minskar.

f) Linjir interpolation och kubiska splines bor ge ett fel som foljer RMSE ~ Ch?, diar C och p &r
konstanter och h ar avstandet mellan interpolationspunkterna. Foér vardera metod, anvand véarden
pa n fran 6 till 30 for att uppskatta p med en lamplig linjir anpassning, eller genom en grafisk
skattning. Utnyttja samma fina ndt som tidigare fér att berdkna felet i interpolanten. Stdmmer
konvergensordningen med teorin?

3 Integration

Integralen
5
I= /esmzdx (5)
0
ska bestimmas. Lat z; = 555:11)7 i=1,...,n, och notera att h = —>.

a) Implementera trapetsmetoden och Simpsons metod (fér udda n) i MATLAB.
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Metod |1 — 1] Iy — I Ly — I|

Trapetsmetoden

Simpsons metod

b) Anvind integral for att berdkna ett referensvirde I for integralen, och bestam absolutfelet for de
bada metoderna for n = 11,21,41. Ange felen i tabellen nedan:

¢) Beréikna Richardsonextrapolationen fran trapetsmetoden med h = 1/2 och h = 1/4, och verifiera
att den ger samma resultat som Simpsons metod for h = 1/2.

d) Absolutfelet bor f6lja e = ChP. For vardera metod, anvind n = 11,21,41,81 for att uppskatta p
med en lamplig linjar anpassning, eller genom en grafisk skattning. Stdmmer konvergensordningen
med teorin?

For att berdkna generaliserade integraler av formen
I= /f(w) dex, (6)

med vanliga numeriska metoder, kan man anvinda den trigonometriska substitutionen

/2

T f(tanx)
a arctan(a)

Detta kréver dock metoder som inte evaluerar integranden i &ndpunkterna av intervallet (Varfir?). En
sadan metod &r mittpunktsformeln

b

I= /f(x) dz ~ hz fs), (8)

a
dir h="%ochw; =a+(i—1/2)h,i=1,...,n.
e) Implementera mittpunktsformeln i MATLAB.

f) Berikna med denna formel
T dx
I )
1

for a = %, 2,3 med n = 10, 20,40, . ... Jamfor med det exakta virdet ﬁ For vilka o konvergerar
metoden snabbt?

g) Forklara varfor den trigonometriska substitutionen endast fungerar vél for o > 2. Tips: Sétt in
substitutionen i f(x) = -1 och férenkla integranden. Vad hinder i nirheten 7/2 for olika viirden

IO{.
av a?

h) Bestdm metodens konvergensordning for oo = 2.



