NUMERISKA METODER, SF1544, BE3003, LA 21/22

Laboration 1, differentialekvationslosning for en modell
med forarlosa bilar

Labben redovisas vid redovisningstillfillet torsdagen 9:e december. Kom vdl forberedd och med véilordnade
papper till redovisningen. Numeriska resultat ska finnas noterade. Bada i laborationsgruppen ska kunna
redogdra for teori och algoritmer!

Hiftet “MATLAB 8 i korthet” ger en steguis introduktion till MATLAB som kan vara anvindbar. Flitigt
utnyttjande av MATLABs help-kommando rekommenderas ocksa.

Vi ska se pa en modell med ett antal forarlosa bilar som anvinder samma styrsystem. Antag att M
bilar kor efter varandra pa en vég. Positionen till bil ¢ vid tiden ¢ bendmns xz;(t). Bilarna dr ordnade s&
att

l‘l(t) <Ii+1(t), fori=1,...,M —1. (1)

Varje bil anpassar sin hastighet med hénsyn till avstandet till framfoérvarande bil. Positionerna till bil
1,...,M — 1 ges darfor av differentialekvationer

() = fleia(t) —zi(t), i=1,...,M—1 (2)

Bil M, som ligger framst i ledet av bilar och darfor inte har ndgon annan bil framfor sig, l6ser differen-
tialekvationen

T

ay(t) = g(en(t)). ®3)
Funktionen g kommer att senare att specificeras nér de bada fallen inbromsning respektive acceleration
behandlas.

a) I figuren nedan visas grafen y = f(z) till funktionen f.
Yy A

il

Konstanten vy, betecknar bilarnas maxhastighet (hastighetsbegransningen), och konstanten d &r
det avstand till framférvarande bil vid vilket bilarnas styrsystem borjar latta pa gasen. Vi kan hér
lata vpy = 25 m/s och d = 75 m. (Bilarna &r alltsd programmerade att lyda “tresekundersregeln”.)
Skapa funktionen f i Matlab, dvs. en Matlab-funktion som givet indata x returnerar f(x). Skriv
ut grafen till din Matlab-funktion.

b) Implementera Eulers metod for att 16sa systemet av differentialekvationer (2), (3):

et =l b2l —al), i=1,...,M—1,

it =+ hg(ahy).



NUMERISKA METODER, SF1544, BE3003, LA 21/22

Hér betecknar 2 Euler-approximationen efter n steg, dvs. en approximation av x;(t,), dir ¢, =
nh. Los Euler-systemet (4) for foljande tva fall. For varje fall, plotta losningskurvorna z;(t) pa
tidsintervallet 0 < ¢ < 40 for alla bilarna i samma figur (en figur f6r varje fall). Valj lampligt
tidssteg h och antal bilar M, t.ex. M = 10.

(i) Inbromsning. Lat bilarnas positioner vid tiden ¢t = 0 ges av z,;,(0) =d-i,i=1,..., M. Bil M,
som kor ldngst fram, kor langsamt med hastighet g =5 m/s.

(ii) Acceleration. Lat bilarnas positioner vid tiden ¢t = 0 ges av z;(0) = 10é, i =1,..., M. Bil M
har fri vag framfor sig, s& g = vyy.

Skriv en kod som genererar en film av bilarnas framfart. Om t.ex. bilarnas positioner sparas i en
matris x med dimension Nsteg x M, dar varje rad i matrisen &r positionen av bilarna vid en viss
tidpunkt, och tidssteget i Eulers metod &r h, sd kan féljande kod anvéndas:

for n=1:Nsteg
plot(x(n,:),zeros(1,Ncars),'r*');
axis([0 1000 -1 1])
drawnow
pause (h)

end

Koden ovan ger en film som visar bilarnas framfart i realtid, forutsatt att tidssteget h inte &r for
litet. Ett tidssteg h=0.1 bor t.ex. fungera vél. Ta en film av skirmen med en mobiltelefon som ni
kan visa pa redovisningen.

Denna deluppgift 16ses med papper och penna. Om tidssteget h &r for stort kan det hénda att
bilarna “kor forbi varandra” i Euler-16sningen, dvs. zf* > x|, for ngot tidssteg n. Bestim en 6vre
grans for tidssteget h siddan att det ar sikert att detta inte sker.

Denna deluppgift 16ses med papper och penna. Skriv upp iterationsformeln fér metoden bakéat
Euler (implicit Euler) tillimpad pa systemet av differentialekvationer (2), (3). Om vi betraktar
fallen inbromsning eller acceleration, dvs. om ¢ ar konstant, géller det att givet en bakat Euler-
16sning vid tidssteg n, 7', ¢ = 1,..., M, det for varje tidssteg h existerar en bakat Euler-16sning i
nista tidssteg 27?7 Om det finns en 16sning i tidssteg n + 1, ir denna entydig?

Kan det ske nagra forbikérningar i bakat Euler-modellen, eller kommer det att gélla att =3 <z},
for alla tidssteg h?

Om tidssteget A ar tillrackligt litet kan fixpunktsmetoden anvéndas for att bestdmma bakat Euler-
16sningen x* 1! givet x™, dar
xn
1
Ty

T
Skriv ett MATLAB-program som med hjélp av fixpunktsmetoden berdknar en bakat Euler-16sning
till systemet av differentialekvationer (2), (3).

Om tidssteget h ar for stort fungerar inte fixpunktsmetoden (dtminstone inte i sin mest uppenbara
form) for att berikna bakat Euler-16sningen. For véart system av differentialekvationer ar det dock
mojligt att hitta ett uttryck med papper och penna som bestdmmer bakat Euler-16sningen x”*1
givet x". Finn detta uttryck med papper och penna, for fallet inbromsning. Skriv ett MATLAB-
program som anvander det exakta uttrycket for bakéat Euler-16sningen. Kontrollera att programmet
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kan berdkna 16sningen dven med stort tidssteg h. Med denna 16sning som referens, visa grafiskt
hur fixpunktsiterations-felet beror av antalet fixpunktsiterationer. Gor detta genom att vélja en
steglangd saddan att fixpunktsiterationerna konvergerar. Plotta sedan absolutbeloppet av skillnaden
mellan bakat Euler-approximationen av z1(40) berdknad med hjilp av fixpunktsiterationer och den
exakta bakat Euler-16sningen, mot antalet fixpunktsiterationssteg. Anvand logaritmisk skala i y-led,
dvs. anvind MATLAB-kommandot semilogy.

i) Diskutera huruvida systemet av differentialekvationer (2), (3) &r en rimlig modell for trafikflden.



