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Fusionsplasmatysik

f :,.%.., g%égy Elektrotekenik och datavetenskap

% verensiar KTH, Teknikringen 29
°%ZCH KON s: i Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel
TS

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys
kl. 8.00 - 12.00 tisdagen den 22 oktober 2021
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Tentamen bestar av atta uppgifter:

= sex grundlidggande uppgifter, ett problem for varje lairandemal (ILO)

® tva mer avancerade uppgifter.
Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.
For att na betyget E pa tentamen maste studenten uppfylla alla sex lirandemal (ILO). Ett lirandemal
uppfylls om studenten far minst 1,5 poing pa motsvarande uppgift pa tentamen (eller blivit godkand pa
motsvarande moment i den l6pande examinationen).

BETYG POANG

1.5 podng for varje larandemal (frin motsvarande uppgifter i tentamen eller frin l6pande
examination), svarande mot 9 poang

D som “E” men minst 12 podng (=3 poang mer an E) fran valfria uppgifter i tentamen
C som “E” men minst 15 (=6 podang mer dn E) poang fran valfria uppgifter i tentamen
B som “E” men minst 18 (=9 podang mer dn E) podng fran valfria uppgifter i tentamen
varav minst 2 podng fran ett av de avancerade problemen

som “E” men minst 21 (=12 poang mer an E) poang fran valfria uppgifter i
tentamen varav minst 2 podng fran varje avancerat problem

E

A

Minirdknare ar ¢ #2llaten.
Tillater.
® ”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rdde och B. Westergren)
=  “BETA Mathematics Handbooks for Science and Engineering” (L. Ride och B. Westergren)
= vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.
* mobiltelefon: endast som kamera eller f6r att skanna l6sningen
= PC: bara for att lidsa texten av tentamen frin CANVAS eller ladda upp dina skannade l6sningar

till CANVAS
* dukan ldsa de detaljerade instruktionerna pa denna linken i CANVAS.
Larare:
=  Lotrenzo Frassinetti
= Erik Saad

=  Bjorn Ljungberg
* Hampus Nystrom
* Laura Dittrich


https://canvas.kth.se/courses/26752/files/4687047?module_item_id=384697
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(1) UPPGIFT 1: Ldarandemal 1 (ILO 1)

E(F) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor dr 7. Fdltets kélla ar en yta, S,
med konstant laddningstdthet o,,. Under dessa férutsattningar berdknas E(¥) som:

1 ((F-7")o,dS'

|3

EF)=

dre, < 77"
dar
= dS’ &r ett infinitesimalt ytelement
pa S (skalart, ej riktat)
= 7' &r en vektor fran origo till dS’,
= 7 dr positionsvektorn (fran origo
till punkten dar vi vill berdkna E).

Betrakta den ytan S som definieras som en
del av en cirkel som ligger i xy-planet och
y <0, med centrum i origo och definieras
mellan radier Rj och Ro.

Se figur.

(a) Betrakta det elektriska faltet E langs y-axeln.
Uttryck dessa storheter till det givna problemets geometri:

ds' (0,20p)
7 (0,20p)
7 (0,20p)
F—7r"|3 (0,40p)

(b) Berakna elektriska faltet E i origo. (2,0p)



(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

Betrakta vektorfiltet A:
T — 24 25
A=x%é, +y“é,

och kurvan L:

( 5 5 37?2
+y?———=4
x4y 2
L: y=z
l y=0
fran punkten A: (—2,0,0) till punkten B: (2,0,0)

(a) Skriv en parametrisering av kurvan L

(b) Berdkna linjeintegralen foT- dar .

(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)

(a) Bevisa Gauss sats

(b) Betrakta foljande vektorfalt:
A =xé, + (x* + z%)é, + zé,
och den 6ppna ytan S som definieras av:

X+ @y+1D2+2z2=1
Siy<-—1
n-e, =11ipunkten P:(0,—2,0)

Berdkna

fz-ds

N
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(1,0p)

(2,0p)

(1,0p)

(2,0p)
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(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

Elliptiska koordinater u,v,z definieras av:

( x =coshucosv
y = sinh usinv
z=12z

medu >00ch0<v<2nm

\

dar cosh u och sinh u ar hyperboliska cosinus och sinus och definieras av

et +e
coshy = ———
et —e H
sinhu =
# 2
(a) Berdkna basvektorerna é,, é,, &, i ett elliptiskt koordinatsystem. (1p)
(b) Visa om det elliptiska koordinatsystemet dr ortonormerat (0,5p)
(c) Uttryck gradienten av ett skalarfalt ¢ i ett elliptiskt koordinatsystem. (0,75p)
(d) Berdkna gradienten av skalarfiltet
¢ = uw?
i ett elliptiskt koordinatsystem. (0,75p)
(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)
(a) Visa med nablardkning eller indexrdakning att
V-AxB)=B-(VxA) —-A-(VxB) (1,0p)

(b) Betrakta vektorfaltet
A= Aysin(k-7)
dar A4, och k ar tva konstanta vektorer och 7 ar ortsvektorn.

Visaatt V-(7FxA) =7-(4yxk)cos(k-T) (2,0p)
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(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

Betrakta ett tjockt och odndligt langt cylindriskt skal med axeln langs z-axeln, inre radie R,
och yttre radie R,. Se figur. Skalet har en konstant volymladdningstdthet p, = k. Det finns
ingen laddning i p < R; och p > R,.

s

y.ll

3D-vy tvarsnitt i xy planet

Antag att:
(1) den elektrostatiska potentialen langs z-axeln ar V,
Fran teoretisk elektroteknik och symmetri vet vi att:
(2) det elektrostatiska faltet langs z-axeln ar noll
(3) det elektrostatiska faltet ar kontinuerligt pa den inre ytan av skalet (i p = R;) och pa
den yttre ytan av skalet (i p = R,)
(4) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalet (i p = R;)
och pa den yttre ytan av skalet (i p = R,)

Betrakta Poissons ekvation:

vy =—Pe (dir g, dr en konstant)

&
(a) Skriv ner Poissons ekvation i ett lampligt koordinatsystem. (0,2p)
(b) Utnyttja problemets symmetri for att forenkla ekvationen. (0,2p)
(c) Skriv ner de matematiska uttrycken for alla randvillkor. (0,2p)

(d) Anvand ekvationen fran (b) och randvillkoren fran (c) for att berdakna den elektrostatiska
potentialen V och det elektrostatiska filtet £ =—V ¥ i omradena:

" p<Rk
= R, <p<R,
= p>R, (2,0p)

(e) Rita ut potentialen och det elektriska faltet. (0,4p)
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(7) UPPGIFT 7

Betrakta vektorfaltet A som definieras i ett cylindriskt koordinatsystem:

_ 241
A=<p >a¢,
p

och den 6ppna kurvan L dr som definieras av:

( x? +1)2
A R

a? b2
y=-1
z=0
b>1

orientering definieras som +€, ipunktenP:x =0,y =b—1,z=0

\
Berdkna linjeintegralen:

(8) UPPGIFT 8
Berdkna 6kningen per langdenhet i riktningen é, + é(p av skalarfaltet ¢ som definieras av:
p=zV-((@xv)xr)

ddr a ar en konstant vektor, 7 dr ortsvektorn, &, och &, dr basvektorerna i ett sfariskt
koordinatsystem och X, y, z ar variablerna i ett kartesiskt koordinatsystem.

Gp)
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(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

@
dSl — p,dp,d(p,
' =p'e,
r = yéy
F—7 =yé, —p'e,
|r—7'| = \/y +p'2 = 2yp'e, &, =y* + p'> — 2yp'sing
|7 —7']° = (y* + p'? — 2yp'sing)3/?
2T 2m
J- é,do' = f (cosg'e, + sing’é,) do’ = —26,
T Y
(b)

Ry
_ 1 (F—7")o,dS’ 2w — o me,
E(T) = p'de'dp’ —de'dp’
™) 4me, ff |7 =713 47‘[80 f f ’3 ¢ap = " 4ne, f _L p' pap
N Ry

R, Ry
o cosp'é, + singp’'é o é 0,8 R,
___9% ff p'é, (pydgo'dp'z 0 J'_yd %08y 11
4me, - p' 2meg ) p’ T 2me, R1
Ry Ry

(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

(a) Skriv en parametrisering av kurvan L

x2 y2 3y2 x2 y2
e T I T
x = 2cos@
y = 4sing
z = 4sing

fran punkten A: (—2,0,0) = ¢ = —
till punkten B: (2,0,0) = ¢ =0
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Parametrisering:

(@) = (2cosy, 4sing, 4sing)
Med ¢:m - 0

(b) Berdkna linjeintegralen fLAT- ar .

A=x%e, +y*e, = A(p) = 4cos’pé, + 16sin°@é,

ar
% = (=2sing, 4cos@, 4cos)

f fﬁ(qo) —d<p

= f(4cos @, 16sin?@,0) - (—2sing, 4cos, 4cosp)de

0

64 0
= f(—8singocoszrp + 64cospsinp)de = 3 —cos3¢p + ?sm )
s
s
16
K

(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)
(a) See theorem 8.1 in the book

(b) We cannot apply the Gauss’'theorem directly, because the surface is open. But we can close
the surface adding a surface S, which would be a circle parallel to the xz-plane with radius
1 and centered in (0,-1,0).

ff A-dS= fff(v Adv

—-5+Syp

ffA ds = - ffA d5+fA ds

—-5+Sp

Note that we are using -S, not S because we want that the normal of -5+S, to point
“outwards”

ﬂA ds = ﬂA ds - ﬂA ds = ﬂA ds - fﬂ(v A)dv

—S+So
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Let’s calculate the two integrals:

First integral:

ngf?l.dseSfole.@yd5=SfofAyd5=Sfof(szrZz)dS:gpzdS:
[ Jpan=afio] =
Second integral

(v-A)=2

fvf (v-Z)dV:fo zdv=zfvﬂdv=§n

(the volume V is the volume of half sphere with radius 1. So v =§ )

So, the final integral is

gil-d§=sffﬁ-d§—fvﬂ(v-/_l)dV=g—gn :

I
|
|
3

(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

( x =coshucosv
y = sinh usinv
z=12z

medu>0o0ch0<v<2nm

\

(@

é = hil(:—;) with h; =

or

aui

7 = coshucosv é, + sinhusinvé, + zé,

or
a = sinh i cosv é, + coshusinveé,



or
= h, = |$| = \/(sinhu cosv)? + (coshusinv)? = \/sinh2 U+ sin?v

or RN . 5
Ez—cosh,usmvex+smhucosvey

B or

= = |z

v lov
or P i
—_— = = |—] =
9z & “ oz

. sinhpucosveé, + coshyusinve,
e =
u

. 2 .
sinh® y + sin® v
—coshyusinve, + sinhpucosve,

€y

Jsinhz i+ sin®v

. sinhucosve, + coshusinvey.—coshusinvex + sinhpcosve, _

= \/(— cosh usinv)? + (sinh u cosv)? = \/sinh2 U+ sin?v

é, e =

12 . 12 :
J51nh i+ sin®v J51nh (i + sin®v
. . sinhucosvé,+ coshusinve,
é, €, = - -é,=0
\/sinh ,u+sin2v
. . . —coshusinve,+sinhucosve,
é,"é,=¢,- =0
.12 .2
sinh® u + sin“v
|éu| =1
|év|=1
e, =1

It is orthonormal.

(9]
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Cdgapy . 1y, 1 a¢>A
V¢"h#(ay)e“4'hv<av>eV4'hZ<az 6z

1 d 1 d d
= (—d)) é'u + <_¢> é, + (_d)) é;
.2 . o \OU .2 . o N0V 0z
sinh® u + sin“v sinh® u + sin“ v
(d)
¢ = uv?
Ve — 1 a(wv?)\ | 1 a(uv?)\ . . (a(wv?),
¢ = o é,+ povaml K% + oy )&=
\/sinhz i+ sin®v Jsinhz (i + sin®v
v? 2uv
= 6, + s é,
\/sinhz u+ sin®v \/sinhz u+ sin?v

(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)

(@) For nablardkning, see page 221 in the book.
For indexrdkning, see problem 12.4 in the book.
(b) A = A, sin(k - T)

Note that k-7 = (kyx + kyy + k,z)

V- FxA)=A-(Vx7)—7-(VxA)

VXF=0

VxA=Yx(dsin(k-7)) = (V x o) sin(k - ) + (V(sin(k - 7)) ) x A
= (k x A,) cos(k - 7)

V x A, = 0 because 4, is a constant vector.
V(sin(l? . F)) =k cos(E . f)

So, we have:
V-(FxA) =7 (4, xk)cos(k-T)
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vy =L
80
@
w2y - 19 ( av)+ 1 82V+62V_ Pe
“pap\"op) Tp2og? T 922 T g

(b) due to the symmetry of the problem the derivatives in ¢ and z are zero. So, the equation can
be simplified to

€o

16( HV)_ De
pap\"op

(c) there are three regions: p < R,, R, < p <R, p > R,.We can label the solutions to the
Poisson’s equation as
Vi, for p < R,
V,, forR, < p <R,
Vs, forp > R,
and the corresponding electric field Ej, E,, E;.

The boundary conditions are:

M) (0) =V,
(2) det elektrostatiska faltet langst z-axeln ar noll
E(0)=0
(3) det elektrostatiska faltet ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i p = R;) och pa
den yttre ytan av skalen (i p = R,)
Ei(Ry) = E;(Ry)
Ez(Rz) = E3(R;)

(4) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i p = R;)
och pa den yttre ytan av skalen (i p = R,)
Vi(Ry) = V5(Ry)
Vz(Rz) = Vs(Rz)

(d) First of the, the electric field can be calculated from the gradient:

E=-VV= v,
= = apep

The phi and z components are zero due to symmetry.

Inside the inner radius, p < R,
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Here there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose general
solution is:

Vi=alnp+b

Then, the corresponding electric field is
_ vV a

E1 = —a—pep :[_)ép

From boundary condition (2), E;(0) = 0, we obtain a=0.
From boundary condition (1), V,(0) = V,, we obtain b = V.
So, inside the inner radius:

Vi (p) = Vo
Ei(p) =0

Inside the shell, R, <p <R,
The charge density is constant. We have to solve the equation:

10 av k . .. y _ _k
Zﬁ(pﬁ) =~ for simplicity, let’s call k, = o

By integrating, we obtain:

_k0 2
VZ_Zp +clnp+d

B OVZA_( ko C)A
2= apep— 5P pep

From boundary conditions at p = R;, we obtain:

ko Cc ko

ER)=E®R)=0 = -2k —g 0= c= — R
k k k k
V,(R) = Vi(R) =V, = TORi —%’R%lan +d=Vv, = d=V, —TORf +7°R%lnR1
So, field and potential in this region are:
V, =V, —ZR% +7Rlzl7’lR1 +Z,02 —7R12lnp =V, +Z(p2 _R12) +7R%l7’l?

B = aVzﬂ_ko Rf —p?\
) = apep_z ) é,

Outside the outer radius, r>R,
there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose general solution
is:



V;=elnp+f

Due to the boundary condition p = R,, we obtain:

E3(R2) = Ez (R,)
Vs (Rz) = Vz(Rz)

e ko(R?—R3 ko
——=— = e=—(R5—R?
R, 2< R, e 2(2 1)

k k k R
2 (RZ—R®)InR, + f = Vo + — (RZ2 - R}) + —~R%In— = f
2 4 2 R,

R, k

> (R3 — R?)InR,

ko ko
=V, +I(R§ - R}) +7Rfln R 2

So, field and potential in this region are:

k
Vs == (RS = RDInp + f

_ ko
E,=—— RZ _ RZ 5
3 Zp( 2 1)€p
(e)
assuming positive charge (k>0)
Vi E
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(7) UPPGIFT 7

The integral cannot be solved easily
with the parameterization of the
curve, since the curve is an ellipsis.
Moreover, we cannot use the
Stokes’ theorem, because the curve
is open.

We can consider the closed curve
defined as —L + L, (see figure) and
apply the Stokes’ theorem. Note we
use —L, to have the curve oriented
anti-clockwise when looking down
from the positive z-axis.

The field is not continuous on the
z-axis, so we need to re-arrange the
vector field in order to apply
theorem 16.2 and then the Stokes
theorem:

f A-dr = f (pz;l

—L+Lg

So we have that:

Jou-

1

—L+Lg

—L+Lg

=271
theroem 16.2

Lf?l-d77=+L[21-d?—2n—g(v><pé(p)-d3‘

To calculate the first integral, L, can be parameterized by

L,{?=(x,—1,0) = dr =
"l x:—a—>a

_ 241 241
fA-d?=f<p i )%'@xdx=—f<p i
Lo —sing Lo

Lo

e, dx

)Sin(pdx =

From the geometry of the curve, we get that:

d?=2n+ﬂ(v><pé¢,)-d§
N



sing = ——
p

and p? =1+ x2. So the integral is

0+ 1 0+ 1 1 h 1
=—f Sin(pdx=f dx f<1+—>dx=](1+ )dx=
p p? p? 14 x2
L

Lo 0 0 -a
= [x + atanx]?, = 2a + 2atana

To calculate the second integral:
(Vxpe,) =28,

ff(preq,) ds = ﬂZez e,dS = Zﬂds—zs_z—_nab

So, the integral is:

ff_l dr = + fA dr —2m — ff(VXpe(p) dS = 2a + 2atana — 21 — mab
L

Lo

(8) UPPGIFT 8

First, let’s simplify the divergence:

V-((@axm)x7)=+7-Vx(@xr)—(@xr) - (Vxr)=r-Vx(@xr)
=0

V)a—(a-V)r+ a(V r)—r(V a)|=2r-a

=0 =a 3 —0

=7-|(

ﬁl

So, since z = rcos@, we obtain:

¢p=zV-((@x7)X7)= 2rcosd7-a
€9 + €, av skalarfaltet ¢ som definieras av:

The increase per unit length is given by the directional derivative:

d¢
ds =Vo-a

The gradient can be calculated as follows:

16/20
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Vo =V(2rcos@r-a)= V(Q2rcos8) (r-a)+ 2rcosfv(r-a)=
2cosBe,—2sinf ey =a

= 2c0s0é,.(7-a) — 2sinf é,( 7 - @) + 2rcosba

Because:
V(T-a) =V(xay+ya,+za,)=a
and
02rcosO . 1092rcosf _ 1 0d2rcosf . N PN
V(2rcos0O) = —&r +? 50 o + rsind g e, = 2cosbe, — 2sinf &g

The normalized direction is

e +e,

V2

So, the increase per unit length is

dp . oo _ e te

i Vo -7 = (2cos0e,.(T-a) — 2sinf ey( 7 - a) + 2rcosfa) 7
=2(cos6(7-a) +rcosfe,-a+rcosba-e,)
=V2(cosO(7 @)+ cosO(T-a) +rcosba-e,) =

=V2(2cosO(T-a)+rcosba-e,)



