% VETENSKAP ﬁ}
3 ocH KONST 9%

e

an Fusionsplasmatysik

WFF T, Elektrotekenik och datavetenskap
FKTHYL

KTH, Teknikringen 29
Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys
kl. 14.00 - 18.00 tisdagen den 20 oktober 2020

Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Tentamen bestar av atta uppgifter:

sex grundliggande uppgifter, ett problem for varje lirandemal (ILO)
tvd mer avancerade uppgifter.

Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.

For att na betyget E pa tentamen maste studenten uppfylla alla sex lirandemal (ILO). Ett lirandemal
uppfylls om studenten far minst 1,5 poing pa motsvarande uppgift pa tentamen (eller blivit godkand
pa motsvarande moment i den l6pande examinationen).

BETYG POANG

E
D
C
B

A

1.5 podng for varje larandemal (frin motsvarande uppgifter i tentamen eller frin l6pande
examination), svarande mot 9 poang

som “E” men minst 12 poang (=3 poang mer an E) fran valfria uppgifter i tentamen
som “E” men minst 15 (=6 poang mer an E) poang fran valfria uppgifter i tentamen
som “E” men minst 18 (=9 poang mer dn E) poang fran valfria uppgifter i tentamen
varav minst 2 podng fran ett av de avancerade problemen

som “E” men minst 21 (=12 poang mer an E) poang fran valfria uppgifter i
tentamen varav minst 2 podng fran varje avancerat problem

Minirdknare ar ¢ #2/laten.

Tilldtet:

Larare:

”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rade och B. Westergren)
“BETA Mathematics Handbooks for Science and Engineering” (L. Rdde och B.
Westergren)

vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.

mobiltelefon: endast som kamera eller f6r att skanna 16sningen

PC: bara fOr att ldsa texten av tentamen frain CANVAS eller ladda upp dina skannade
16sningar till CANVAS

du kan ldsa de detaljerade instruktionerna pa denna linken i CANVAS.

Lotenzo Frassinetti
Erik Saad

Bjorn Ljungberg
Hampus Nystréom
Kristoffer Lindvall


https://canvas.kth.se/courses/20060/files/3336580?module_item_id=261870

(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

E(7) ar det elektriska filtet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Filtets kalla ar en yta, S,

med konstant laddningstdthet o,. Under dessa forutsattningar berdaknas E(7) som:
1 ((F-7")o,dS"

E 7)=
(r) 472'80 S |?_71|3

dar
= dS'ar ett infinitesimalt ytelement
pa S (skalart, ej riktat)
= 7' 4r en vektor fran origo till dS’,
= 7 ar positionsvektorn (fran origo
till punkten dar vi vill berdkna E).

Betrakta den dppna ytan S som definieras
som sidan av en cylinder med radie R,
axeln riktad langs z-axeln, centrum i origo
och mellan planet z=—L och planet
z=+L.
Se figur.

Beridkna elektriska filtet E lings z-axeln genom att utféra féljande steg:
(@) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem anpassat till det givna

problemets geometri:
ds'’

|7 —7"|? (1.0p)

(b) Berakna:

L 2w é
N 1l
J-—L J-o (R2+zr2)3/2 d@ dz (0.5p)
(c) Berakna elektriska filtet E lings z-axeln. (1.5p)
Tips: xdx 1
P T R O
(a +x ) a +x



(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

Betrakta foljande vektorfalt:

_ Inye*?  e*7  xlnye™/*
A= e, + e, — > e,
z y zZ
(a) Verifiera att A ar rotationsfritt. (0.5p)
(b) Berdkna linjeintegralen fLE- dr dar L definieras av: (2.5p)
xz 0, _ 1)2
_ . 2_-72
5 + 1 +z
L:4z=1
y=0

fran punkten A: (3,1,1) till punkten B:(0,3,1)

(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)

(a) Bevisa Stokes sats for en sluten kurva L som ligger pa xy-planet. Anvdnd inte Greens

formel i planet. (1.5p)
(b) Betrakta foljande vektorfalt:

i=3%7, + 3+Z3 6, + 3y + z%y)é
=3 e, }13 3 ey Vv + zey)es

(b1) ge ett exempel av en sluten kurva for vilken Stokes sats ej kan anvandas for

att berdkna § A- d7 . (0.25p)
(b2) ge ett exempel av en sluten kurva for vilken Stokes sats kan anvandas for
att berakna ¢ A- d7.
Tips: valj en kurva for vilken integralen i (b3) ar enkel. (0.25p)
(b3) Berékna §, A- d7 genom kurvan du har definierat i (b2).
For full podng, maste du berdkna integralen.
(1.0p)



(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

Hyperboliska koordinater 1,17,z definieras av:

(a) Berdkna basvektorerna é,, é,, €, i ett hyperboliskt koordinatsystem. (1p)
(b) Uttryck gradienterna av ett skalarfdlt ¢ i ett hyperboliskt koordinatsystem.

(0.75p)
(c) Berdkna gradienten av skalarfiltet

¢ — euv
i ett hyperboliskt koordinatsystem. (0.75p)
(d) Berdkna vinkeln mellan vektorn é, — 2é, + 2é, och vektorn V¢

i punktenu=1v=2, z =1. (0.50p)

(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)
Vektorlaplacianen dr i kartesiska koordinater definierad som: V24 = (V?4,,V?4,,V*4, )
(a) Visa med nablardkning eller indexrdkning att
VEA=V(V-4)—-Vx(Vx A4) (1.5p)
(b) Betrakta vektorfaltet

A= Aysin(k-7)
dar 4, och k ar tva konstanta vektorer och 7 &r ortsvektorn.

(b1) Visaatt ~ V-A=A,-kcos(k-7) (0.5p)
(b2) Visaatt  Vx A= —A, x kcos(k-7) (0.5p)
(b3) Med hjilp av uttrycket i 5(a) visa att V%A = —|;_C|2[{0 sin(ﬁ_c - F) (0.5p)



(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

Betrakta ett tjockt sfariskt skal med centrum i origo och med inre radie @ och yttre
radie b. Se figur. Skalet har en konstant volymladdningstathet p. = k. Det finns ingen
laddning i r < a och r = b.

3D-vy tvarsnitt i xy planet

Fran teoretisk elektroteknik vet vi att:
(1) det elektrostatiska faltet i origo ar noll
(2) det elektrostatiska faltet ar kontinuerligt pa den inre ytan av skalet (i ¥ = a) och
pa den yttre ytan av skalet (i r = b)
(3) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalet (i
r = @) och pa den yttre ytan av skalet (i r = b)
(4) den elektrostatiska potentialen gar mot 0 da r — co.

Betrakta Poissons ekvation:

vy =—Fe (dar &, ar en konstant)

)
(a) Skriv ner Poissons ekvation i ett lampligt koordinatsystem. (0.2p)
(b) Utnyttja problemets symmetri for att forenkla ekvationen. (0.2p)
(c) Skriv ner de matematiska uttrycken for alla randvillkor. (0.6p)

(d) Anvand ekvationen fran (b) och randvillkorna fran (c) for att berdakna den
elektrostatiska potentialen V och det elektrostatiska filtet £ =—VV i omradena:

" r<a
= a<r<b
= r>Dh (1.5p)
(e) Extra podng om losning (d) ar perfekt och om du ritar ut potentialen och det
elektriska faltet. (0.5p)



(7) UPPGIFT 7

Betrakta vektorfiltet

a l ?‘3 -~ -~ -~
A= 5 e, trsinfsinge, +rsin2fcospe,
r2

Berdakna flodet

ﬂfq‘-ds‘

dar S ar en 6ppen yta som definieras av:

X2 y? g2
- =1
4 +16+4

g- y==:0

A

n-ey>0

(8) UPPGIFT 8

Visa att:

f[v (Fxa) x7)](GF-V)F) xdr = —4R3*(a- &,)é,
L

dar @ ar en konstant vektor, 7 ortsvektorn och dar kurvan L definieras av

x*+y? +z*=R?

z=20

x=0

i punktenx =0,y =R,z = 0 har L tangentvektor é,

Gp)



(1) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

(@)

dS' = Rdz'dg’

7 = Ré, + 7,

7 =zé,

=7 —Re +(z—2z0eé,

lF—7
|7 — 7" (R2+(z zh%)3/2

(b)

L L
m é Z’Tcosqo é,+ sing'é
[ — ¥
L
T cosg'e, , i sing'é, e =
= IL (R2+Z,2)3fzdgodz+ff [R2+z’2)3f2dquz =0
)

because:

f:ncosqo’éx dqo’=éxfnzﬁ cos@'de’ =0
m . - - p2m . N

[ sing'a.de'=é, [~ sing’dp’ =0

1 (f—7")ogdS"  Roy ([—Ré+(z—z)é, |
1 f F—7]F  4me H 3 dz'dg’ =
0§ °F e
L 2w L 2w
=Rg°ff (dz'de’ +— ff (z-20%
Mol o (R f)zz-z neo ) w2 4 @ -2y

sdz'de’ =

+ [z

due ta parr ()
L 2w x=z—z'

_ Rog 5 Jf (z—z' dz'de’ = dx = —dz' -~
= z 3 - r_ _ o -
RN CRUE )

R z—L 2w R z—L
o, x o, x

—— s, f figdxdgo’=—2—uéz f T dx=
"0 " b (R 42 L (R 4222

Ro, [ 1 1 ]
=_e I - I
20 | RZ+(z—1? JRP+(z+L)?



(2) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

The vector field is too complicated to calculate the integral using a parameterization of
the curve.

The curve is open, so we cannot apply the Stokes theorem (not directly at least.

However, the vector field has a potential, so we can calculate the line integral by using the
potential (see theorem 6.4 in the book).

@) V x A = 0. So, the field is irrotational.
®) /- / /
_ lnye*/® e*/z xInye*'®
i AR s Ay
A y z

If the potential is ¢, then

We have

a 1 x/z
9o _myer = ¢ =Inye*’? +F(y,z)

ax z
x
d¢ ez OF
— = —
dy 'y Oy
/z
But also %:i =T =0=F=6() = ¢=Inye’ +G(2)

dp xInye™? a6

= — = - —
dz 7?2 dz
£ x
a Iny a x
But 2o= 5% =2 -0=6@) =c = ¢=Inye+c

where c is a constant.

So, we have:

f?l dr = ¢(rg)— P(ry) = [lnyez] 051 —[lnyeg]@m) =1In(3)



(3) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)

(a) See theorem 9.1 in the book

(b)

_ 3e¥? 3z, s
A= Pl “v‘_3+? é,+ 3y +z°y)e,
The field is not continuous on the planes x =0 and y = 0.
(b1). The theorem cannot be used for any closed curve that crosses the plane x =0 or

the plane y = 0.

Example:

2 4,2
L. {x +y 1
z=10

(b2). The theorem can be used for any closed curve that does not cross the plane x =0

and the plane y = 0.

Example:
L_{(y -2 +z2 =1
x=2

Which is a circle on the plane x=2, with normal i = +é_, center in (2,2,0) and

radius 1. For simplicity, we can choose 7i = +&,.

(b3).

3€ﬁ-dr=ﬂ(vxﬁ)-d§

RS 2,
a a a !
_ = - _ - Fyel® 3z .
VX A=|ox ay 0z :391 3 Sy~ .3 =
X E X
3e¥* 3 23) 5
— 4 — Iv+zov
= (},3 + 3 ( v+ 3)

From (b2): dS =&,dS

3521-d?=ﬂ(vxﬁj-d§=ﬂ(3éx+3j; éy_az; éz)'éxd5=ﬂ-3d5=3n
L s 5 5

(4) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)



= = —u
v =xy y=ve
z=2z zZ=z
(a)
. 1[é&F . aF
6, == (—) with h; = |-—
h[ ﬁ:e[ aui

- ua —us ~
T =ve'e, +ve Ve, + ze,

Scale factors:

ar G} . . . . . P YR—

h, = |ﬁ = |ﬁ(ve“ex +ve Ve, + zé.)| = |(ves, — veT e, )| = v/eX + e
ar d . " . " " TR

v =350 = |% (ve'e, +ve e, +z&.)| =|(e"e, + e e,)| = Vet + e
ar d
— UsE —UuUs a5 — |a —
hz= o5 = |E(ve é, tve Ve, +zé, )| =18|=1
e'é, —e 1é,

1/ 1 /d 1 /d
v¢=—(—¢)@u+—(—¢)@v+—(—¢)@z
h, \8u h, \av h, \az

1 agy 1 agy agy
Vo = —(—) é, + 7(—) é, + (—) é;
v\;ezu 1 e—2u du et 4 g—2u av dz

N
(©)

¢=€HU

Vo 1 ge*vy N 1 ge'’y N ge*vy

= e [ — | E

v\;ezu 1 e—2u du u \I,FEZu 1 e—2u v v 0z z
euv Heuv euv

é, + g, = e, +ué,
\I,FEEu + E—Zu u \;ezu + E—Eu v \I,FEZu + E—Zu[: u v)

(d)

€2

[v';b] u=ly=2z=1 — —— (
' ' Jel+e?

10



a=¢,—26,+ 26,
V-a é,+é,)-(é, —26,+ 2é 1
V¢ -a=|Vp|la|lcose = cosa= ¢ — =(u v) (6 u Z)=—
[Ve||al 3V2 3V2

(5) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)

(@) For nablardkning, see page 221 in the book.
For indexrdakning:
VEA=V(V-4)-Vx (Vx4
We can rewrite it as:

VX (VxA4)=V(V-4) - VA

and we start working with the i-component of the left term:
(VX (VXAD) = &0 (EmdiAn) = & Eram® 014 = (518m — 6:m8:1)0; 0,14,

= 010 0; 01 Ay — 6051 0; 014, = 0;0;4; — 3;0;4; = 0 % - ﬂii A;
VA vz

= 8,7 D) - V4, = (V- D), - (72,

So we have Vx (Vx d)=V(V-4) — V24

(b) 4= A,sin(k-T)
Note that k-7 = (k,x+k,y +k,z)
VEA=V(V-4)—-Vx(Vx A4)
V-A=V-(Aysin(k-7)) = (V- 4y)sin(k -7) + 4, - V(sin(k - 7))

V-4, = 0 because 4, is a constant vector.

V{Sill(.’; . ?_)) _ (a sin (&7} ’ 8 sin(k ) ’ a sin(E-F]) _ COS(E ] ?__} (G(E-f] ’ ak-F) ’ a(E.,:]) _

dx dy dz dx dy gz
COS(E ] ?_) a{kxx+kyy+kzz)’ a{kxx+kyy+kzz)’ a{kxx+kyy+kzz]) _ COS[E ]
dx dy oz
7) (ky ky ky) = k cos(k - T)

So, we have: V-4 =4, kcos(k-F)

V(V-A) =V(4, kcos(k 7)) =V(A, k)cos(k-F)+ (A, k)V(cos(k - 7))

11



V(4,-k) =0 because 4, and k are constant vectors

V(cos(k - 7))=

dcos(k-+) 8coslkr) 8cos(k) k- r] Ak-r) (k) T
%y " oz ) = —sm(k T }( oy ' oz ) —sm(k
) (a{kxx+k} vk z) a{kxx+k} v+kzz)’ a{kxx+k} 1:+Iczz}) - SiIl(E ] ?_)
dy oz

So, we have: V(V-4) =—(4,-k)ksin(k-7)

VxA=Vx(Adysin(k-7)) = (Vx A,)sin(k-7) — Ay x V(sin(k - 7))

V x 4, = 0 because 4, is a constant vector.
V(sin(k-7)) = kcos(k-¥)  see above

So, we have: ~
VxA=—A, xkcos(k-F)

Vx(VxA)=—-Vx (4, x kcos(k-7))
- ('\7’ x (A x .IE)) cos(k -7) + (Ay x k) x V(cos(k - 7))
V x (4, x k) = 0 because 4, and k are constant vectors.
V(cos(k-7)) = —ksin(k-7)  see above
Vx (VxA)=—(4dyxk)x ksin(k-7)
With the bac-cab rule, we get: (4, x k) x k = (4, - k)k — |k|°4,

So, we have:
Vx(VxA)=—(4y-k)ksin(k-F) + |E|2.§0 sin(k - 7)

Adding all the terms together, we obtain:

V2A=V(V-A) -V x (VxA)
= —(4y-k)ksin(k-7)+ (4, k)ksin(k - F7) — |E|2,§0 sin(k - F)
= —|k|* 4, sin(k - 7)

12



(6) UPPGIFT 6: Larandemal 6 (ILO 6)

vy =L
80
@
w2y — 19 (‘EHV)_F 1 d ( ) ﬂav’)_'_ 1 vV  p
S rZor ar) " resing aa \°'"" 96/ " rsinZe dp? &

(b) due to the symmetry of the problem the derivatives in theta and phi are zero. So, the
equation can be simplified to

19 ( 2 a_V) - _F
r2or ar &g

(c) there are three regions: r<a, a<r<h, r=5b.We can label the solutions to the
Poisson’s equation as
V,forr<a
V,,fora<r<b
W, forr=h
and the corresponding electric field E,, E,, E;.

The boundary conditions are:

(1) det elektrostatiska faltet i origo ar noll
E;(0)=0

(2) det elektrostatiska faltet ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i r = a) och
pa den yttre ytan av skalen (i » = b)
E_l (a) = E_z (a)
E,(b) = E4(b)

(3) den elektrostatiska potentialen ar kontinuerlig pa den inre ytan av skalen (i
r = a) och pa den yttre ytan av skalen (i r = b)
Vi(a) = W(a)
V; (b) = V3(b)

(4) den elektrostatiska potentialen ar noll i limit r — oo.
lim¥(r) =0
00

(d) First of the, the electric field can be calculated from the gradient:
av

E=—-VW=-—¢
ar "

The theta and phi component are zero due to symmetry.

13



Inside the inner radius, r<a

there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose
general solution is:

v, =—S44
1= 73

Then, the corresponding electric field is
_ av c .

! ar " rz’

Due to the boundary condition (1), £,(0) = 0 we obtain c=0. So:

1
1

Iy, =
[l
=] =¥

Outside the outer radius, r>b

there is no charge, so we have to solve the Laplace equation whose
general solution is:

e
¥

Then, the corresponding electric field is
_ av e .

3 T T
?.2

Due to the boundary condition (4), lim¥;(r) = 0 we obtain f=0. So:

Inside the shell, a<r<b
The charge density is constant. We have to solve the equation:

1 a(_zavz)_ k
rzar\" ar )~ £

By integrating, we obtain:

6g, r

E _ v, . kg,
2= o= 5" T a)*

Apply boundary conditions at r=a and r=b
From the conditions (2) and (3), we obtain:

k 2

14



k
BB =hk) = —g b -7 ’
£y b

E(a) = Ey(a) = o—(—a—%)

E_Z(b) = 5_3(5) = (—b - —7)

So we have a system of four equations in the four variables d,e,g, h

If we solve the system, we obtain:

=— (b2 —
250( a)

k
e =-—(a® - b%)
35,
_ k
9= 380a
k
h=—~»0°
2e,

Inserting these expressions into the general solutions, we obtain:

k (b®—ad
LN G
35, 7
_k (b? — a®)
®3g, 12 "

(e)

15



assuming positive charge (k>0)

V‘ En

v

Vs

(7) UPPGIFT 7

The surface is half an ellipsoid and the field is rather complicated. So if we use the
parameterization of the surface, we will end up with a very complicated integral.
Moroever, we cannot use the Gauss’ theorem directly, because the surface is open.

However, we can choose a new surface S,, to close S, then apply the Gauss theorem (and

theorem 16.1) and subtract the flux over S,.

X

A possibility is to choose S, as half a sphere centered in the origin, with radius 2 and
with y>0. The surface S,=-S+S,, is closed, see the figure. In this case, the field is not

continuous in the origin, so we have to be careful (see later). Another, perhaps wiser,
choice is to use the half sphere at y<0. In this case, the origin is not inside S,, so the

solution would be simpler.

A choice not very wise would be to use the circle on the xz-plane, with radius 2 and
centered in the origin. In this case, the field is not continuous on the surface, so you

cannot apply at all the Gauss theorem.

Note that | have used -S, because | want that the normal to S, points outwards, in order

to apply correctly the Gauss theorem and theorem 16.1. So, we have that S, is closed

and that S=S,-S,. So, the flux over S is:

16



It is important to choose S, in a way that the flux _]"f,j_ A -dS is an easy integral. For
o |

example, if S, is half a circle centered in the origin, its normal is in the radial direction,

so when we calculate the scalar product 4 - dS the theta and phi components disappear.
Now we start to calculate the two integrals:

_ 1+7° _
ﬂggﬂ-d.s:jgg = €, +rsingsinpé; +rsin26 cospe, |-dS

1 - -
= T—z'é,.- dS + (T'é,,+?'sinﬂsin§u’ég + rsin 26 coscp'éfp) -dS
o B B
=dm Iy G th
due to stats 16.1 we can apply Gauss eorem
=47 + ﬂ]? : (?"é,, + rsin@sing é; + rsin26 cos rp”éq;,)’dV
VU =
=4n+ﬂ]3dl’=4n+3vﬂ =4 + 3V + 3V,
Vo
V is the volume of half the ellipsoid with radii 2, 4, 2: V =%%’T2 -4-2=?
14w lem

Vis the volume of half the sphere with radius 2: |} =55222=—

ﬁA_-d.ST:-‘-IE—I-BZH + 16w = 52w

Sa
For the second integral, we have:
_ 1+73) N . _
A-dS = s— |, + rsinfsin pé; + rsin 26 cospe, |- ds
-2 ——t
54 5 ! =R?Z sin 8dBd g&,

1
1+ R? 5 5
:ﬂ R2sin6dede = (1 +R )ﬂ sing dédp = 2n(1 + R*) = 18w
51 Sl

R2

So, the final integral is:

ﬂa‘-ds‘:—jgﬁg-dmﬂg-dg:—sznﬂanz 34
s

SCI 51

17



(8) UPPGIFT 8

First, let’s simplify the integrand:

_ - i i i ) . 8(xya) d(xy.z) a(.r.y.z])=
F-vr = (l 6x+y6y+zaz) (x,y,z) N (l ax +ty ay tz dz

(x,y.2) =T
v-((an)xf) :+F-v><(F><&)—(F><&)-‘_(v><F):F-?x(an)
jﬂ_/

:F-[‘(&-E—‘(F-?)&—FF(?-&)—&(?-F}l:—ZF-&
i i

So, we obtain:

f[v-((fxa)xf)] (G7-w)r) xdfzf[—?f-&]ﬁx di =
L

L

{dr = —Rdge, = 7xdr =—RRdge.xe,=—R'dge.}=

—mwf2
= [[EF- al R*dpe, = 2R%e, f('éP - &) do = 2R%e, [ (axcosqa + aj_.sinqa) do
L L /2
- —2ay,

— —4R%a 2. = —4R*(a-@,)e,

18
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e

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys
kl. 14.00 - 17.00 onsdagen den 23 oktober 2019
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Tentamen bestar av atta uppgifter:

= sex grundlidggande uppgifter, ett problem for varje lairandemal (ILO)

= tva mer avancerade uppgifter.
Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.
For att na betyget E pa tentamen maste studenten uppfylla alla sex lirandemal (ILO). Ett lirandemal
uppfylls om studenten far minst 1,5 poing pa motsvarande uppgift pa tentamen (eller blivit godkand
pa motsvarande moment 1 den 16pande examinationen).

BETYG POANG

E 1.5 podng for varje larandemal (frin motsvarande uppgifter i tentamen eller frin l6pande
examination), svarande mot 9 poang

D som “E” men minst 12 podng (=3 podng mer dn E) fran valfria uppgifter i tentamen

C som “E” men minst 15 (=6 poang mer an E) poang fran valfria uppgifter i tentamen

B som “E” men minst 18 (=9 poang mer dn E) poang fran valfria uppgifter i tentamen
varav minst 2 poang fran ett av de avancerade problemen

A som “E” men minst 21 (=12 podng mer an E) podng fran valfria uppgifter i
tentamen varav minst 2 podng fran varje avancerat problem

Miniraknare ar ¢ tillaten.
Tillater.
® ”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rdde och B. Westergren)
=  “BETA Mathematics Handbooks for Science and Engineering” (L. Rade och B.
Westergren)
= vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.

Lirare:
= Lotrenzo Frassinetti
= Kiristoffer Lindvall
= FErik Saad
* Bjorn Ljungberg
= Pablo Vallejos Olivares
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(9) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

E(7) ar det elektriska filtet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kalla 4r en yta, S,

med konstant laddningstdthet o,,. Under dessa férutsattningar berdknas E(F) som:

B(F)= 1 (7 —_7 )_O'gdS
472'80 S |r -7 '|

dar

= dS' 4r ett infinitesimalt ytelement pa S (skalart, ej riktat)
= 7' &r en vektor fran origo till ds’, _
= 7 &r positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdkna E).

Betrakta den dppna ytan S som definieras som en halv sfar (¢ <0) med radie R och som
har centrum i origo. Se figur.

Berdkna elektriska filtet E i origo genom att utféra féljande steg:

(d) Uttryck dessa storheter i ett sfariskt koordinatsystem anpassat till det givna
problemets geometri:

ds'
13

r—r (1.0p)

(e) Berakna elektriska filtet E i origo. (2.0p)

20



(10) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)

Betrakta foljande vektorfalt: A = —xé, +xé + 9xzé_
(a) Berdkna linjeintegralen fo-T- dir dar L definieras av: (2.7p)
4x*+9z7 =1
y=x
x=0
z=0
(b) Ar integralen positiv eller negativ? Motivera (0.3p)
11) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)
(a) Bevisa Gauss sats med matematiska formler (1.5p)

(b) Betrakta foljande vektorfalt:
— | . 2xy+
A= o+ (2xy+y)
X +x-6 (x2+x—6)

se, +3ze,

(b1) ge ett exempel av en sluten yta for vilken Gauss sats ej kan anvandas for
att berdkna ¢, A4 - dS (0.25p)

(b2) ge ett exempel av en sluten yta for vilken Gauss sats kan anvandas for
att berdkna ¢, A - dS (0.25p)

(c) Berdkna flodet genom ytan du har definierat i (b2) av vektorfaltet A med Gauss sats.

(1p)
(12) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

Paraboliska koordinater &, T,¢¢ definieras av:

X = JT COsSg

¥y = o1 sing

z=(r—o?)
(a) Berdkna basvektorerna &, €., €, i ett paraboliskt koordinatsystem (1p)
(b) Uttryck gradienterna av ett skalarfalt ¢ i ett paraboliskt koordinatsystem (1p)

(c) Berdkna gradienten av skalarfédltet ¢¢ = T cosg i ett paraboliskt koordinatsystem (1p)

21



(13) UPPGIFT 5: Larandemal 5 (ILO 5)
(c) Visa med nablardkning eller indexrdkning att

v-(ZxE):E-(VxZ)—Z-(sz?) (1.5p)

(b) Anvand 5(a) for att visa att (dar & ar en konstant vektor och 7 ortsvektorn)

V-((Fxa)xr¥)=-2a-r (1.5 p)

En odndligt lang cylinder med radie R har laddningstadtheten g,:

P
pc ZPO(I_EJ

dar g, ar en konstant och péar avstandet fran cylinderaxeln. Anta att potentialen pa
cylinderytan ar ¥ och att det elektrostatiska faltet pa cylinderaxeln ar noll.
Betrakta Poissons ekvation:

VW =—L< (dar e, aren konstant)

80
(a) Skriv ner Poissons ekvation genom att anvanda ett lampligt
koordinatsystem. (0.3p)
(b) Utnyttja problemets symmetri for att forenkla ekvationen. (0.5p)

(c) Anvand ekvationen ovan for att berdkna den elektrostatiska potentialen ¥ och
det elektrostatiska faltet £ =-V/JV :

= innanfoér cylindern, (1.0p)
= utanfor cylindern. (1.0p)

(d) Rita ut potentialen och det elektriska faltet innanfor och utanfor cylindern.  (0.2p)
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AVANCERADE UPPGIFTER

(15) UPPGIFT 7

Betrakta vektorfaltet
ln(x2 +y° —2x+1) A
e

A=Vx 3
2

Berdkna linjeintegralen

1.0

L
dar L ar en ellips som ligger i xy-planet, med centrum i origo, storradie 3 langs y-axeln

och lillradie 2 ldngs x-axeln. | punkten x=0, y=3, z=0 har L tangentvektor ¢_.
(3p)

(16) UPPGIFT 8

Visa att:
ﬂvx((&xfj xE) x d§ = 2RLé, x (@ x b)
5

dar @ och b ar tva konstanta vektorer, ¥ ortsvektorn och dar 5 ar en halv cylinder med
radie R och hojd L. Halvcylindern har axeln riktad ldngs z-axeln och star pa xy-planet.

Halvcylindern definieras som y>0. Normalen ar riktad som i figuren.
p)
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(7) UPPGIFT 1: Larandemal 1 (ILO 1)

First we can rotate the coordinate system to have the base of the surface on the xy leave at
z>0 (at the end we need to remember to go back to the original coordinate system)
(a)

BFy= ) (F-7")o,dS"
— W2 r)=
ri_rs-r _r;r': sinfdBdg 472'80 d |7_7,|3

EG)= J] F—7") r:.r[,n’.S' J‘f E s.nﬁ‘n’ﬁ'n’lp J‘ J‘ sd6d
’ 4z, F—7'1F T 4me, " 4ms, érsin ¢

In g pis &
) L& sinfd6d =T L sing sinfcosy é, + sinfsingé,, + cosfé; )dOdp=
o Jgg fr =l Jg, 3
i 9_1_ _ - . n B - B -
=T sin-Bcos@é, + sin-Bsingé, + sinfrosf é; JdBdy=
o Jdy ¥

w8 . w8 . . pzm B
=é, [, fg;sfn'ﬁ‘cusmdﬁ‘d@+§}.fn fg; sin*Bsingdfdp+é; [ f9;55ﬂ35059d9ﬁ¢=

=0 =0

g . . .
= 2??9"3]'.3; s:'nﬁ‘.::'tzlsE‘n’ﬁ‘:wéx[s:‘n‘ﬁ‘]gl'1 = né,(sin"8, —sin"8,)

(b)
- Op T -.L B, o n?— - d
E(F)= _MED! !ersmﬁ'ﬂﬁd@ = —‘hTED:lmz(sm' — 5in U) _‘PJTED?TEE

Finally, we need to go back to the original coordinate system. The final result is:

= O
E(F)= -
)= 45[, 4,

24



(8) UPPGIFT 2: Larandemal 2 (ILO 2)
P
[ :a5= [ awon- Ea
r= (7()) o 7
L Fp

First, we need to find a parameterization:

r 1
x =5 cos@
1 -
{ z =3 sing
1
y =3 cosg
T
,\fp:l:l — +§

(@) = (1 Cﬂsqﬂr% EDS@,§55n$) med :0— —|—§

Note that the orientation of the curve is not specified, so the angle phi can also be from
pi/2 to 0.

d:F_( 1 1 1 )
dg[:l_ —zs.nqu, ?s.mp,acusqu

A=—xe, +xe, + 9xze;

_ 1 1 1
H[:F[cp]) = (—; cusfp,; cos{, ‘S‘E cusgﬂs:’ngﬂ)

ffr-mr:
L

1 1 3 ) 1 1 1 do =
(—Emsfp,gmsfp,gms@stmp) (—;slnfp,—;slmp,gmsfp) @ =

O e )

(s:‘nqucus:gu]dqu =

1 1 1 .
(; sin @eosE — n sin @cosE + 3 singg cus‘fp) dp =

G“_—‘":l:q;q
[T B
';"-—____!I_.ll;__‘

i
Bl
2
o

= %[—icusggu]

ol

Since orientation is not defined, the result could also be -1/6
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(9) UPPGIFT 3: Larandemal 3 (ILO 3)

(c) See theorem 8.1

(b)

>

PR N SO €. 5 ) BP S Y
X +x-6 (x2+x—6)

The field is not continuous when x* +x —6 =10
Since x* + x — 6 = (x — 2){x + 3) the field is not continuous at x=2 and x=-3

(b1)
For example, a sphere S1 with radius 1 and centered at (2,0,0)

(b2)
For example, a sphere S2 with radius 1 and centered at (0,0,0)

84, 84, 84, @ 1 d dxy +y dz
_+_+_=_(I..—)+_(fjl+3_=
g dy 8z Ax'xi+x—6/ 3y \Mxl+x—6)° dz

x+1 N ix +1
P r -6 (kP x—6)7

ﬁﬁ-df=ﬂ[?-§dl’=ﬂ] 3dV =3V

52 2

+3=3

(10) UPPGIFT 4: Larandemal 4 (ILO 4)

X =0T cos5p

YV = o7 sing

z=—(1?—g*
(12— ?)

(@)
€;

187 . ar
= ._( ) with k; = |—|
Ry W, duj

1 ¥ )
F= (r:rr COSE, 0T simp,i{r- - a-})



Scale factors:

ar a —
hy = = 35(‘” COS@,aT sm:p,z )‘ I(t cose,T sing, —cg )l = o2+ 12
E".‘F a { = I , | 'ﬁ
r = |57 = |37 oF cos@. o7 sing, = 5 o o cose,o sing, )| = o T
hy = ol |2 OT cOSE,dT Sing —{IE —a?) || = l{(—oT sing, etcosg, 0)| = ot
|;ﬂ| ﬂ‘gl_') ﬂfp ¥ ’2 ¥ ¥
. 1 .
é, = :(I €0s@,T sing, —o )
Ve 2 _|_ I_.Z
. 1 .
é. = I,:(LT cos@,o sing, T)
o 2 _|_ IZ

é, = (—sing,cosp,0)

(b)

=2 (e (2o (e

h
1 b 1 (e 1 (3¢
e B D )
grad Joit2'\2 ¢ Jo2 42\ i e %o

(©)

¢ =T cosg

gradg =

1 (ﬂ‘T OS5 1 (BT casqﬂ) - 1 (BT cosqp)
ET

€, + —
ﬂfr)‘?"z 2\ a8t B

£, =
Joi+rt ot

—
\-'CI'E-FIE

cosg sing

= — £
— ST v
\-'HZ+I2 a

(@) See example 11.4 or problem 12.7(g) in the book

(b) V-idxB)=B-(VxA)-A-(Vx B)
SovV-(Fx@)x7)=r-(VxGFxad))-Fxa) @x#
(Vx7) =0

Ex{FxE]=lii?_]f—EEﬂ—giﬂ_h:j+Fgﬂ_-ﬂ:—25

a =3 o =0

]
5
=]

V(Fx@x7)=f(VxGFxa))-Gxa) Wx=—
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vy =L
&
E=-VV.

Due to the symmetry of the problem and to fact that the expression for the charge density,
the solution will depend only on g. Therefore, the derivatives in z and phi of the Laplacian
are zero.
So, if we express the Laplacian in a cylindrical coordinate system, expression (14.4), we
obtain
1o ov) 10V oV p,
N
P p op S 0
=0 =
And for the electric field, using (10.43) for the gradient in cylindrical coordinates, we have
oV 1oV . oV, ov .

E=-VV = ——ép —— €, e =——¢€,
op = PO® Q% op
=0 =

So, we have to solve the equation
1 0 oV :
pop\ op &

We start to solve the equation inside the cylinder.

dv dv 2
1d( e\ afl_p| o 4, PP\ af, F)
pdp dp & R, dp dp & R

dv :
= —(’0): S| P_P +£ (where k is an integration constant)
dp &\2 3R) p

But now can note that we already have the expression for the electric field,

2
oV, _[A|p_P | K|,
op " \g\2 3R) p)”

On the cylinder axis, the field must be zero. Se we have k=0.
Now we can continue to solve the Poisson equation. Integrating in g we obtain,

2 2 3
%:_&(ﬁ_p_j N V(p):_&(p__p_}a

op &\ 2 3R &4 OR
Therefore, inside the cylinder the potential and the field are
2 3
..\ i
&L 4 9R

2
E-R(2 P
&\ 2 3R

Outside the cylinder, the charge density is zero, so we are left with the Laplace equation in
cylindrical symmetry. We already know from Section 17.2, expression (17.10) that in this
case the solution is
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V,u(p)=clnp+d
The electric field is
= ov . R
Eout = __ep = _iep
op p
Now we need to find the integration constants a, ¢ and d. We have three conditions to use.

1M Continuity of the electric field at p =R

in (R) out(R)
2) The value of the electrostatic potential at p =R
Vour (R) =T,

(3) Continuity of the potential at p =R
Va(R)=V,,(R)

These three conditions lead to a system of three equations in the three unknown a, c and

d,
AR R\ ¢
&\2 3R) R

clnR+d =V,

2 3
b KR +a=clnR+d
&4 9R

If we solve this system, we obtain

R’ R’
gV P o AR AR g
6 ¢, g 6 g 6

Finally, inserting these three expressions in to the expressions of the electric field and
potential, we obtain

P 5. 0 P
V. (p)= V+50R2( + 3)

) 36 4R’ OR
V..(p)=V,- ~ R ln£
&y
Po| P_P
E,(p)= (2 3RJ€
_ o, Rzé
Eout(p):_o__p
& 6 p
(13) UPPGIFT 7
_ Inlx® +y*—2x +1) S
A=WVx . Jz = ] ?x[{nw{x + y° —?r-l—l]ex]—'i"x[{n\.{x 102 4+ 47 ez]

We can change coordinate system to have:
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»=x-1
And then use a cylindrical coordinate system with axis along the new z-axis,
so that p' = /@ + ¥

T T 1
A=V x[inx" £y%6,]= Vx lnp'é,] = -

g

Berdkna linjeintegralen:

vx(@x7x5)=vx((a-5)r-(75a)=vx (@ 5)F)-vx((7 ba)=

=v(@ b)) x7+(a-B)Vxi-V(F-b)xa—(7F-B)Vxa=-V(f-B)xa=axh
— =0 =0

(note that V(7 - &) = V(xb, + yb, + zb,) = (bbb ) =F )

So, we get:
ﬂvx{{ﬁxF]xﬁ)xd:r‘:H{ExE}x a5 =—Hff{ﬁx5}x§ﬂdzdcp
5 5 —R d?Eﬂ é.‘.l 5

= —sz{ﬁx b) x é,dg =
o

= —RL f{ﬁx E} X {c‘usqoér + sinlpéy}n’lp = —RL J‘{Ex E} ® Epcospde — AL J‘{Ex E} * éysingde
] o o

= —RL{a=xb)x é,_,j cospdyp — RL(a % B) é}.f sinpdg = —2RL(a % b) x &,

o o
—

=0 =z
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Somcedt

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 08.00 - 11.00 mandagen den 22 oktober 2018
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Skrivtiden dr tre timmar. Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.

Den feoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och berikningsdelen utgors av uppgifterna 3 till 7.
Teoretiska delen, tillsammans med hemuppgifterna (HT 2018), kan maximalt ge 6 p.

Berdkningsdelen, tillsammans med grupp- & individuella uppgifter (HT 2018), kan maximalt ge 15 p.
For godkint krivs minst 9 p sammanlagt.

Betyg: FX E D C B A
poing: 7 9 11 135 16 18
Dessutom:

*  Betyg A: 18 p och 2 p fran uppgift 6 och 2 p fran uppgift 7
* Betyg B: 16 p och 2 p fran uppgift 6 eller 2 p frin uppgift 7

Miniraknare ar ¢ tillaten.
Tillater.
® ”Mathematics Handbook for Science and Engineering” (L. Rdde och B. Westergren)
= vyektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.
Larare:
® Lorenzo Frassinetti
= Pablo Vallejos Olivares
= Kiristoffer Lindvall
= Petter Strom
* Erik Saad

(1) Betrakta Stokes’ sats.
(a) Bevisa satsen (for enkelhet, anta att banan L och ytan 5 ligger pa xy-planet)
B (2.5 p)
(b) Berdkna cirkulationen av ett vektorfalt 4 (definierat i ett sfariskt koordinatsystem)
lings en sluten kurva, L, vars form ar okand, med

A=r¢ (0.25p)

(c) forklara i ord resultatet fran (b) (0.25p)
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(2) Betrakta gradienten.
Bevisa att i koordinatsystemet (u;,u2,u3) kan gradienten av ett skalarfalt ¢ skrivas

(a) Anvand indexrdakning for att visa att:
Vx(Vx4)=V(V-4)-V’4 (1.5 p)

Tips:  (V?4) =0,0,4, eller (V'4) =4,=(4,)

; M

(b) Betrakta vektorfaltet E=%§,,cns(fcr+ @) (i sfiriska koordinater) diar k och a ir

konstanta skaldrer och 7 ar ortsvektorn.
Anvand 3(a) for att visa:

2.2
vii=_2tkr g (1.5 p)
r

(4) Betrakta foljande elektrostatiska potential V' i sfariska koordinater:
V =r’sin@sin g

(a) Berdkna elektriska filtet E = —VV. (1.0 p)

(b) Berdakna dkningen per langdenhet (d.v.s. riktningsderivatan) av elektrostatiska
potentialen pa xy-planet i riktningen 7 =¢, +éy. (1.0 p)

(c) Arbetet V' som det elektriska faltet utfor pa en partikel med laddningen ¢ ar:
W= J-qE-dF
L

Partikeln ror sig langs banan L som definieras av

2
1+y2
x=0

fran punkten P ix=0, y=-1, z=1 till punkten P,ix=0, y=1, z=1
Berdkna arbetet V. (1.0 p)

4
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(5) E(F) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kéalla ar en volym, 7,
med konstant laddningstithet x. Under dessa forutsattningar berdknas E(7) som:
- _ 1 r=r")dv'
E(F)= j K( ) e
4re, s, |7_7'|

dar
= dV' ar ett infinitesimalt volymelement i V,
= 7' aren vektor fran origo till dV’,
= 7 dar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdakna E).

Volymen V ar en cylinder med radie R och langd L. Cylindern har axeln riktad langs x-
axeln och stracker sig fran yz-planet till x = —L (se figur).

Berikna elektriska filtet E i origo genom att utféra féljande steg:

(f) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem anpassat till det givna
problemets geometri:

dav’ (0.1p)
P (0.1p)
T (0.1p)
lF— 7|3 (0.1p)

(g) Berdkna

2T A
Iy épde (0.6p)
(h) Berikna elektriska filtet E i origo. (2.0p)
Tips: xdx = ! +c
(a2 + x2) a’+x°
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(6) Berakna flodet [J A - dS av vektorfaltet A genom ytan §, dar S ar ytan av en ellipsoid med
centrum i origo och med radier a=6 b=4, c=4 (se figur). Riktningarna for
ellipsoidens tre axlar ar okdnda. Vektorfaltet definieras av:

A=V ! +3°

Jo=1) +(y=1) +(z-2)’

Tips: ellipsoidens volym ar v = Eﬁubc.

(7) Betrakta vektorfiltet A ={@x#) x b med @ och b tva konstanta vektorer och med 7
ortsvektorn. Bevisa att

j4-dr ==3x(axb)-e.
L

dar L ar en ellips som ligger i xy-planet, med centrum i origo, storradie 3 langs y-axeln
och lillradie / langs x-axeln. | punkten x=0, y=3, z=0 har L tangentvektor ¢é_.
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SOLUTIONS

PROBLEM (3)

(@)
Option 1
v=(Vx4)
(Vx7V), =&,7, = (VX(VX Z)),- = &3 (Sunttn) = 38 (@01) =
v, :(VXZ)k = &y,
= (5:‘15/»1 ~ 0,0, )(am,l ),,- =00, ("m,l ),,» ~ 0,0, ("m,l ),,» =
=5l(aﬂ)j O (am..f),j =(a, ), _(ai,j)J -
=(a;;) —(a /),:( 4) -a, =(v(v A)—VZA)
Option 2
v=(VxA4)
(VxT), = &,0,7, = (Vx(Vx4)) =20, (8,0/4,) = &18un 08, =
= (VXZ)k =g, 0,a,
=(8,,,-6,6,)0,0,a,=5,5,0,0,a,-35,05,0,0,a, =
=5,0,0,a,~5,0,0,a,=0,0,a,-0,0,a, =
=0,0,a,-0,0,a,=(V-4) ~(v*4) =(V(V-4)-v*4)
(b)

Z=é—’cos(kr+a)
r
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VxAd=|— i(sin&A )— l A, e + 1 o4, 12
rsin@ 00 77 rsin@ og rsin@ 0p 1 or
A :lcos(kr—i-a)
r
4,=0
4,=0
A B, 104,

e
rsin@ op ° r 00

1o, o . 1o
voad=—29 (24 9 (sin64 (4
oA g H)+rsin08(p< )

A :lcos(kr+a)

r
4,=0
4,=0
- 120 1 1 0
:>V~A=r—25(r27cos(kr+a)j=r—25(rcos(kr+a))=
:Lcos(kr+a)+li(cos(kr+a)):
r r or
:chos(kr+a)—£cos(kr+a)
r r
vg-0, 100, 1 9,
or r 00 rsin@ op
_, o(v-4 o(v-4 o(V-4
=V(V-4)= ( )é,+l ( )ég+ ! ( )é =
or r 00 rsin@ o 7
%r—’zo T
o[ 1 k . n
:E(F—zcos(kr+a)—7sm(kr+a)]er:
o[ 1 . O (k. n
:g(r—zcos(kz%a)jer —5(7sm(kr+a)jer =
2 . k. n
=——300s(kr+a)e,—r—zsm(kr+a)e,.+
r
2
+izsin(kr+a)ér—k—cos(kr+a)ér:
r r
2k R 2+ k*r?
= === Jcos(k - k
[ > r]cos( r+a)e, > cos(kr+a)
2.2 2.2
= V22=—2+I§r cos(kr+a)ér=—2+l§r A
r r

PROBLEM (4)

e}"
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(a)

(b)

(c)

V =r’sin@sin

S| o |
S

E= —VV——a—Ver—la—V _ aVe
or r 00 ° rsin dp *

__61/2sin6?singz)é _l@r s1n6?s1ngz)é 1 8rzsin93in(pé
or "oy o0 ° rsin® o 7

=-2rsin@singpe, —rcosfsingpe, —rcosge,

=VV-n

e t+e,

—ere ===
2

We are on the xy-plane, so # =7/2 and hence

VV =2rsinge, +rcosge,

The scalar products are:

e =x/r

> 0

e, =ylr
e,~e.==ylr
e,-e,=x/r

So,

oV e +e
—=VV-n=(2rsinpé. +rcospe ) ——X=
an ( go r ¢ (p) \/5

_ 2rsing

A A 2rsing ., . FrcosQ,. . FCOSQ . .
e -e + 7 e e + 7 e, e + N e,-e, =
2rs1n¢)x 2rsing y reosQ y  reosg x _

r\/Er\/Er\/Er_

2rsing 2rsin(ps. 7 cos @ in(/H_rCOS(p

= COSQY+————SIn@Y ——— S
T TR N
rsin g

2r
CoOSQ+— sin’ Q+— cos’ Q=
NG NN N

=

§|

cos@ =

S

(sm(pCOS(p+sm (p+1)

W:IqE-dF:qIE-dF=—q[V(ZDZ)—V(Fpl):I:V(Fpl)_V(sz)

V =r’sin@sing
P : x=0, y=-1, z=1 = = w,,"E, 8 =m/4, @ =—-m/2
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Pr:x=0,y=1,z=1 =>r=+/2,0 =n/4 ¢ =m/2 :>V(7},2)=2Lsin%= 2

7
W:V(Fpl)_V(FPz):_\/E_\/_:_Z\/E

PROBLEM (5)

It is simpler to rotates the coordinate system, so that the axis of the cylinder is along

the z-axis and its base is on the xy-plane. In this way, we can use a “standard” cylindrical
coordinate system.

=0

r'=p'e +z'e,

r-r'=-p'e —z'e

7_7v|3 :(pv2+212)3/2

(b)
2z 2z 2z 2z _
J.épd(p: I(cosgpéersin(péy)dgo:éxjcosqod(p+éy‘|.singod¢:0
0 0 0 0

()
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jiz‘éz,o'd,o'dgo'a’z'=
. (p'2+z'2 )3/2

=0 because jépd¢=0
0

R

_ ke, ttz'pldp'dz __KéZ'L[ B 1 o' —

B 2¢& 2 12\32 B 2& 2az=
ooo(p +z ) 00

KéZL 1 1 — iy 1 _—
__T%![m_ 2+Z'2]Z - 2EOI|Z| 2EOIVR2+Z'2 2=
A [«/TJin( R+ -R-L)e,

2¢ o 2g,

0
2¢, 0

But we have rotated the coordinate system to have the axis of the cylinder along the z-
axis. If we get back to the original coordinate system, we get as final answer:

E(r)——2—( R+ — R—L)éx

&y
PROBLEM (6)

A=V ! +y°

Joe=1) +(y=1) +(z-2)

We could try by parameterizing the surface. But then the integral would be rather
complicated.

The field is singular in the point x=1y=1,z=2, The singularity is located
VIT+ 17+ 27 = W6 far from the origin. The minor radius of the ellipsoid is 4. So, the
singularity is inside the ellipsoid. Therefore, we cannot apply Gauss theorem directly.

We cannot use directly theorem 11.1 (Ramgard), because the field has not the same
structure as in 11.1.

First, we can change the coordinate system, to have the singularity in the origin of the
new coordinate system.

| |
N = =

X X
y'=y-
zZ z

= A=V 1 +(y+1) |=V : +((y+1))

\/xv2+y12+y12 \/x'2+y'2+y'2
Then we can take a spherical coordinate system centered in the new origin.
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A= V( ! j+V((y'+1)2)=—%ér.+2(y'+1)éy,
r

Now we can apply theorem 11.1 to the first term and the Gauss’ theorem to the second
term.

jsj ”—e dS+”2 y'+1)é, -dS =

=—4r n apply Gau

_—47z+2jjjv y+1 ]dV—r—4yr+2ﬂ_[dV—

:—477+2%7r-6-4-4=—47z'+25672':2527r

PROBLEM (7)

The field is continuous and the curve is closed. We can apply Stoke’s theorem.
fid-dr =[[vx4.dS
L S

VXZ:VX((CZ_XF)XE):Vx(?(g.a_)_a_(g.F)):

=(b-a)Vx7-(b-F)Vxa+axV(b-F)=
=0 R
Za_XV([;.F):a—XE
?_4

So, we get:
mz-dF=IIVxZ-d§:jIExl;-d§
N

As surface, we can take the ellipses that lies on the xy-plane and has S as boundary.
Note that the normal to the ellipses must be —¢_, due to the orientation of the curve. So:

UjAcr ”axb dS——”axb )-é.ds=—(axh)-é ”dS-—37z(axb)

%,_J
3z
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m Fusionplasmapysik
F
FKTHS

Skolan for Elektro- och Systemteknik
& verenscar £ KTH, Teknikringen 31

@ OCH KONST 95 . .
S et Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 09.00 - 12.00 16rdagen den 21 oktober 2017
(+ egenrittning 12.00 — ca 13.00)
Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad.

Skrivtiden ar tre timmar. Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p.

Den feoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och berikningsdelen utgors av uppgifterna 3 till 7.
Teoretiska delen, tillsammans med hemuppgifterna (HT 2017), kan maximalt ge 6 p.

Berdkningsdelen, tillsammans med grupp- & individuella uppgifter (HT 2017), kan maximalt ge 15 p.
For godkint krivs minst 9 p sammanlagt.

Betyg: FX E D C B A
poing: 7 9 11 135 16 18
Dessutom:

* Betyg A: 18 p och 2 p fran uppgift 6 och 2 p fran uppgift 7
* Betyg B: 16 p och 2 p fran uppgift 6 eller 2 p fran uppgift 7

Miniraknare ar ¢ tillaten.
Tillatet: Mathematics Handbook (Beta) och vektoralgebra + kroklinjiga koord-system formler.

(1) Betrakta Gauss’ sats.

a) Bevisa satsen med matematiska formler (2 p)
b) Forklara de logiska stegen i beviset med ord (0.5 p)
c) Berdkna flodet av ett vektorfilt A4 (definierat i ett sfariskt koordinatsystem):

- 5.
A=r’e,
genom en kub med sida L och centrum i origo. (0.25p)

d) forklara i ord resultatet fran (c) (0.25p)

(2) Bevisa att om ¢ har kontinuerliga andraderivator i omradet V' samt ar kontinuerlig i V" och
S sa galler:

V¢=0 iVochg=0paS = ¢=01iV (3 p)
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(3) (@) Anvand nablardkning eller indexrdakning for att bevisa (1.0 p)

Vx(¢Z):¢VxZ—Z><V¢

(b) Anvand 3(a) for att bevisa (i ett cylindriskt koordinatsystem)

vx(4(p)2,) =(@+%j)}% @0 p)

4) 177(77) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kalla ar en yta, S,

med konstant laddningstdthet o . Under dessa forutsattningar berdknas E(F) som:

B(F)= 1 (7 —_7 )_O'gdS
472'80 X |r -7 '|

dar
= dS'ar ett infinitesimalt ytelement pa S (skalart, ej riktat)
= 7' &r en vektor fran origo till dS",
= 7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdkna E).

Ytan ar en halv cylinder med radie R och hojd 2L. Halvcylindern har axeln riktad langs z-
axeln. Halvcylindern definieras som x<0. Se figur.

Berikna elektriska faltet E i origo genom att utféra féljande steg:
(i) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem:

das' (0.25p)

= (0.25p)

7 , (0.25p)

r—r' (0.25p)
(j) Berdkna

3x/2 d (O 5 )

.|.7z'/2 ep ¢ P
(k) Berikna elektriska filtet E i origo. (1.0p)

Tips: dx = * +c

(a2+x2) a’*Na® +x
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(5) Betrakta vektorfiltet (i ett cylindriskt koordinatsystem)
E=(2psinp+1)é, + pcosge,

(a) Verifiera att E &r konservativt (1p)

(b) Berdkna jl?d?
L

(b1) fran punkt A till punkt B
(b2) fran punkt A till punkt C A

L: halvcirkel i yz-planet med radie R och centrum i origo

A och C ligger pa z-axeln och B ligger pa y-axeln.
(2p)

(6) Elektriska filtet E fran en punktladdning O som ligger i origo
ar: z
| A
9,

F-—%
drg, r

Berikna flodet av E genom en cirkulir skiva S som &r parallel

med xz-planet och ligger i y=L. Skivan har centrum pa y-axeln
och radie R. Normalen for Sar n=e,

Gp)

. d. 1
s I(Cﬁj;)”:_ Zie

2 A
- p +1 2n z
A= e,+pe,
Yo,
Berdkna linjeintegralen mz-df dar L ar en ellips /
L
som ligger i xy-planet, med centrum i origo, storradie _’/AL/
a langs y-axeln och lillradie b langs x-axeln. | punkten
X

x=0, y=1, z=0 har L tangentvektor é_.
G p)
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SOLUTIONS

PROBLEM 1

1 (a,b) For the proof, see the Ramgard or the slides on canvas.

1 (C) the divergence of the field is zero>the flux is zero

1(d)
For full points (0.25p): the divergence of the field is zero-> the field is source-free
Only part of the points if you have used arguments related to symmetry.

PROBLEM 2

See theorem 12.2 in the Ramgard

PROBLEM 3

3(a)

Option 1:

rot(¢2):Vx(¢2):Vx(¢Z)+Vx(¢Z)=
{=nx(ca)+nx(ca)=(nc)xa+c(nxa)=}
:(V¢)XZ+¢(VXZ):(V¢)><Z+¢(VXZ):¢(V><Z)—ZX(V¢)
Option 2:
i Vx(¢2)=V¢xZ+¢(VxZ)
Vx(¢2)

[S—

v

(Vx¥), =euv; (= (V % (¢Z))i =&, (#4,);=
v, = (¢A)k =04,

=5y 0 At EudA, =(VgxA), +¢(VxA)
(¥9),

i
>
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3(b)
vx(4(p)e,) :(4'5(”) ¥ a¢('0)Jé

P op )°

using 3(a):
Vx((0)2,)=(Vd(p))xe, +4(p)(Vx8,)
the scalar field is ¢( p), so it depends only on the variable p = the derivatives in z and ¢ are zero.

o4(p),  104(p), , o(p), _2o¢(p)

Vé(p)=—2—2¢ é
op " p Op 7 oz -~ op 7
T ﬁ/_:()
o[ 04, (04, o4, [2pd) o4, ),
pop oz )" \ oz op)” pop  pop |~
usingd=¢,=4,=0,4,=1,4,=0
:>Vxé¢:(%JéZ:iéZ
P p
\_98(P), . 1, _94(p) 1. (¢(p) 94(p)),
\% = + —e, = + —e, = +
x(¢(p) w) ap epjerp ¢(p)p z op €, ¢(p)p 2 0 op €
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PROBLEM 4

4(a)

dS'= Rdg'dz'
F=0

F'=Re +z'e,
F—F'=—R& —z'¢,

F—F|=vVR* +2"

P = (R + 22 )"
4(b)

37/2 A

37/2 372/2 7/
j/z e, dp= I cosgoe +singe, )dgo smgo],,/2 e, +[ <:0$(p],[/2 e, =-2e,
T

4(c)
_ - _ ! ' L 37/2 _R" _
By - [N oy (T RG TR pgra
4re, |7” —-r '| 47ey °1 (R +Z'2)
L 372 5 L 37/2 ‘A
o, z'é

- R Ragd
47ey °1 (R2 +z' )3/2 4

2 L 3z/2 5 ' L
o.R e do o.R z'e
=-——¢ e dr -0 [
Are, (RZ v2) 4re
0 —L 7/2 +z 0 L

oy Rdg'dz' =

o, R’ ¢ 1 o
OO

_0'0R2é z' L _ 0, L P
2, | R(R+22)” _L_”go (R+)"
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PROBLEM 5
5(@a)

A field is conservative if its curl is zero (done in week 3 of the course. See theorem 7.5 in

Ramgard).
We need to calculate the curl in cylindrical coordinates:

OE, OF, o\ pE oF
O, je +[ _%E, je +£ (,0 (p)— p}ézz

VxE = (
pop 0z oz op pop POy

_(_8pcos¢jé _{ 6(2,0sin(p+1)jé N a(/02C()S¢)_8(2,z)sing/)+l) 5 =
oz )” 0z ! pop pog :

=0e, +0¢, +( 2£cosg0—2p Cosgojéz =0
P P

The curl is zero. So the field is conservative.

Alternatively, you could have calculated the potential and then write explicitly that if the field

has a potential then it is conservative.

5(b)

The field is conservative, so it has a potential E:V;/ﬁ. We can calculate the line integral using

the potential:
[E-dr =4(7)-4(7,)
'Ifo calculate the potential:
E=Q2psinp+1)e, + pcospe,
we need to find a scalar field ¢ such that: E =V ¢

In a cylindrical coordinatesystem:

Eove e 100, 00,
op T pé’qo 0z
E=Eé,+E¢, +Eé =(2psinp+1)é, + pcospe, + O e
) -
_0¢ . _0¢ B ) oo
:>E,—a—:2psm(0+1—8—:>¢(r,(p,z)-j(2p51ﬂ¢)+l)dp-p sinp+ p+ F(p,z)
P P
B = ; 2¢ a¢_pcow 1 oF
pov : (;” o :—%:0:17@,2):6@)
from (i) ——¢—pc0sqo+ oF@.2) P 4
pop p O
from (i) and (ii) = ¢(r,0,z) = p’sing+ p+G(2)
EZ:%:?: oG
‘ ‘ (Z)=O:>G(Z):c

=
% _0G(2) 1574
from (iii) o0 =

= @(r.@,z)=p’sinp+p+c

(ii)

(iii)
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The field is conservative, so it has a potential F?=V¢. We can calculate the line integral using
the potential:

A:p,=0, z,=-R
B:p,=R, ¢,=7/2, z,=0
C:p.=0, z, =R

#(7.)=c
¢(7,)=R*+R+c
#(7)=c

[E-dr=4(7)-$() =R +R  and E-dr = §(7) - $(7) = 0

A C—y

ALTERNATIVE APPROACH for 5(b)

You could try to calculate the line integral directly without determining the potential.

This is possible, but it is rather challenging. Note that the path is on the yz-plane, so you
cannot simply use the standard cylindrical parameterization for the path. This makes this
approach very difficult.

| did not try to use it, but if you have done it correctly, you will get points. However, if you have

used a standard cylindrical parameterization, you will get zero points for this part (it is really a
major error).
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PROBLEM 6
1 0,

drg, v’

We need to calculate ”E-d§
S

E=

r

Due to the symmetry of the problem, as long as S has the normal parallel to the field and as
long as S has distance L from the origin, we can move the surface without changing the value
flux. It is convenient to consider that the surface as perpendicular to the z-axis (see figure)

y
dS =2npd pe,
—
E-dS = =-¢é_ -(27pd pe
Are, 1’ - (27pdpe.)
r=\L+p’
e, =(sinfcosp)e +(sindsing)e, +cosde,
=e. - =cosb
cos@=L/[*+p’
—F.d5=-2 Lpdp3/2
2¢, (L2+p2)
R
[Fds-| 2 _Ledp QLY pdp QLI | CoL(1
s 0 28 (L2+,02)3/2 2500(L2+p2)3/2 2¢, (L2+,o2)1/2 . 26,\L P +R°

Alternative approach
It is possible to solve the problem keeping the surface on its original position. It is a bit more

challenging from a geometrical point of view, but the logic is similar.
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PROBLEM 7

The path is closed, but we cannot used the Stokes theorem directly. The field is not continuous

on the z-axis and the path is around the z-axis.

However we can use theorem 11.2:
k

—eé -dr =27xkN
L p ?
Z—p2+lé +p’e = pé +lé +ple
p 4 P 4 p 4 P
— A . 1. . . _
step (I) mLA -dF:[ﬁL(pew +p2ep)-d7+mL;e(p -dr = Iij(pe{p +pzep)-dS -2
we can apply Stokes T 5
(remember that the field is in a cylindrical coordinate system)
(—27 because the orientation of the curve is -¢,)
2 ol p? 2
step (1) Vx(pé,+pe ):(a—"}é I 2 PO oAr) _ap 6 =26
P\oz)” oz )" | pop pog
step (III) ds = —dSe_ (this is because the orientation of the curve is -¢,)
step (IV) [[vx(pe,+pe,)-dS =[[2¢.-(-dse.) = -2[[ dS = —2rxab
N N S
step (V) UjL A-dF =-27mab-27 =—27(1+ ab)
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TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 08.00 - 11.00 16rdagen den 20 oktober 2016
(+ egenrittning 11.00 — ca 12.00)

Anteckna namn, utbildningsprogram, drskurs och problemnummer pa varje blad. Skrivtiden
ar tre timmar. Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p. Den feoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och
2 och berikningsdelen utgdrs av uppgifterna 3 till 7. Teoretiska delen tillsammans med hemuppgifterna
(HT 2016) kan maximalt ge 6 p och berikningsdelen tillsammans med grupp- & individuella-
uppgifter (HT 20106) kan maximalt ge 15 p. For godkint kravs minst 9 p sammanlagt.

Minirdknare ar ej tillaten.

Du kan anvinda Mathematics Handbook (Beta) och vektor algebra + kroklinjiga koordinatsystem
formler.

(3) Stokes sats

a) Skriv ner Stokes sats samt dess villkor. (0.25 p)
b) Bevisa satsen. (2.00 p)
c) Betrakta filtet A i ett cylindriskt koordinatsystem:
i-&
Yo

Gar det att anvanda Stokes sats for att berdakna mLZ-dF langs

en sluten kurva som omsluter z-axeln? Motivera ditt svar. (0.75p)

(4) Bevisa att om ¢ har kontinuerliga andraderivator i omradet V samt ar kontinuerlig i V och
S sa galler:

V¢=0 iVochg=0paS = ¢=0iV G p)
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(3) (@) Anvand nablardkning eller indexrdakning for att bevisa: (1.0 p)
Vx(VxA4)=V(V-4)-V*4
(b) Anvind 3(a) for att berdkna: V¢ (i sfariska koordinater) (1.0 p)

(c) Betrakta Maxwells ekvationer i vacuum och i ett laddningsfritt och stromfritt omrade:

V-E=0
foz—a—B
Ot
V-B=0
= oE
VxB=pue,—
Hy& o ~
. _ 5 O’E
Anvand 3(a) for att bevisa: V°E = ,uog()? (1.0 p)

(4) En elektrisk strom [ gar i en halv cirkuldr spole L med radie 7,. Spolen ligger pa planet
z = 0 och har centrum i origo (se figur). Biot-Savarts lag lyder:

E(F) _ Mol I dl j(F_'_: ) + )
4 T | -7 |
dar: L

dl' ar ett infinitesimalt langdelement langs spolen (kurvan L),
7' ar en vektor fran origo till di’,

7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill
berdkna B).

Berdkna magnetfiltet B lings z-axeln genom att utféra féljande 7
steg:

(I) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem

(anvand ¢,,e,.e.):
dl’ (0.2p)
7 (0.2p)
17_ (0.2p)
dl'x(r -7") (0.2p)
7 -7 (0.2p)

(m) Berdakna i ett cylindriskt koordinatsystem:

/2
Lr/z e,dp (0.25p)
[ edp (0.25p)

(n) Berdakna magnetféiltetE langs z-axeln som
produceras av spolstrommen. (1.5p)
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(5) Betrakta vektorfiltet (i ett cylindriskt koordinatsystem):
A= A,pe,
Lat L vara en cirkel med radien 7, och med centrum i

punkten P definierad av x=0, y=1I, z=I1. Normalen till
cirkeln L ligger i yz-planet och har en lutning pa 45° fran
y-axeln.

Berakna linjeintegralen: mz-dF _
L

(6) Berakna flodet av vektorfaltet

A=ze,
genom den éppna ytan S.

S = nx

v

>

v
S

S>

Notera att planen y=1 och z=0 inte ingar i S. Villkoren pa y och z anger endast var S
avgransas.

(7) Betrakta en stel cirkuldr spole L med radie R. Spolen har centrum i origo och ligger i
planet x=0. Laddningstétheten i spolen beskrivs av: 4, = 4, cos &

| origo det finns en elektriskt laddad partikel med laddning Q som generar ett elektriskt
falt som beskrivs av:

— 1 .

E= 0

dre, 1’

Den infinitesimala laddningen dq pa ett langdelement dl ar: dg = A,dl
Kraften pa dg som produceras av elektriska filtet ir: dF = Edg

(@) Berdkna den totala elektriska laddningen i 6vre delen av spolen (z>0). (0.5 p)
(b) Berdkna den totala elektriska laddningen i spolen. (0.5 p)
(c) Berdkna den totala kraften pa spolen. (2.0 p)
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SOLUTIONS

PROBLEM 3

3(a)
Vx(VxA)=V(V-4)-V*4
Vx(VxA)=Vx(Vx4)= nx(nxc)=n(n-c)—c(in-n)

=V(V-4)~(V-V)4=V(V-4)-V*4
= VA=V(V-4)-Vx(VxA4)

3(b)

- 10 1 0. 1 0
V.A:r—zg(r2,4r)+rsin9£(51n9149)+ (A(p)

with A=é, =(1,0,0) we get:

o= D ng ) )e LB L3 () (10, 104,
rsind 00 ?7 rsin@ Op rsin@ 0p ror: v or 0

with A=é_=(1,0,0)

We obtain: rote, = (O, 0, 0)

VzAr:V(V.ér)—Vx(Vxé,)zV(éj—Vx(O,O,O):—%ér+Oé9+0é¢=—%é,
3(c)
=0
Vx(VxE)=V(V-E)-V’E=-V’E - 2
_ 0B) o0, - 0 OF 51 I
VX(VXE):VX(—EJZ—E(V B):—E(,UOEOEJ:—IUOEO?

54



PROBLEM 4
4(a)

A

=Z

N

'
_]/'0

NN

N>

P

I'=rdge,

N

N

—r'=-ne,+ze,

= =2+ 22 )"

di'x(F —7")= zrydpé, +rydpe,
4(b)

A

/2

/2 /2 N LA . A /2 A A
j e dop :j (cos pe, +singe )dgo: [sm go]fmex + [— cosgo]fme =2e
—z/2 P —7/2 Y Y

/2 /2

J-—n/z ézd(D :éz J-—n/z d(l) =7 éz

4(c)

By = Mol dl'x(F=F")  pd "¢ zmdge, +rdpé.
()= 4 J. —_ 5 4 S, \32 =
a |7’_7” | T _zn (7”0 +z )

/2 5 /2 2 A

M i zr,e U I e,
- 40 J ) 53/2 dg+ 40 I ) : N dg =

7 ﬁr/z(ro +z ) T ﬁr/z(l’o +z )
/2 2 /2

ol zr, R yn s I, A
= e do+ edp=

4 (ro2 +2° )3/2 7'!./2 ’ 4 (r02 +2° )3/2 ;'!./z
_ Mol Zh 26 + Hol a 16 = Mol

3/2 “%x 32 %%z T 3/2
4 (r02+22) 4 (r02+22) 4 (r02+22)

X

A 2 A
(2zroex +7ry e, )
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PROBLEM 5
mZdF:U] rotA-dS
N

rotA=24e, =
e, +e,

J2
:@Z d-z[g[er -AdS = 2A[ﬂ \/_ Sl 5o 2A0[ﬂf\/_d5 x/—Ao[ﬂ[dS 24,77}

n=

PROBLEM 6

xX=2pcos@
z=3psing

2 2
x° oz,

=— 4+ —=
y=g g

7(p.p)=(2pcosp, p*,3psing)
0. 0>7x

p:0->1

a_=(2cosg0,2,o,351n(p) .
=TT (6,0 cos@,—6p,4p° smgo)=_

op
? = (—zp Sin (0, O) 3p COS(D)

but n-e, mustbe>0 = the sign must be changed.

- e oF  oF
I!A-dS:I!A(r(p,¢))-(éxé]dpd¢

= —lﬁ3p singé_(6p° cosp,~6p,4p" sinp)d pdp = —ﬁlz,f sin’ pd pd g =
00 00

] ¢ sin2p | 1 : 3
—-12 p%ip[———} :—67{—,04} =——7
-([ 2 4 | 4 2

0
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PROBLEM 7

due to the symmetry of the problem, we can use a spherical coordinate system
with the angle ¢ defined in the range ¢:0 — 7 and
with the angle 6 defined in the range 6:0 — 27

(a)

(b)
(©

dq = A, cos ORd O
/2 . /2
Opper = J-_”/leo cosORdO = A R[sinO] ° =24,R

-zl

0, =" 4 cosORd6 = 1, R[sin 6], =0

/10Q0050é 40

r

dF = Edq = %ér A, cos ORd O =

g, 4re,

the coil is in the plane x=0 = @=7/2= ¢, =sinfe, +cosbe,

2z 2
F=[fjaF=| £HQeost s g 4 Q. cos O(sin 68, +cos 6e, ) d6 =
7 o 4me,R 4dre,R

O ey

2z 2 . 27
- AQ éyjcos&sin0d9+ % Q éz'[coszﬁdﬁz 4Q , {g{_smhp} -

4re,

N
A
=
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3@ OCH KONST 8%

Yooy et Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffe!

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 09.00 - 12.00 16rdagen den 24 oktober 2015
(+ egenrittning 12.00 — ca 13.00)

Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad. Skrivtiden ar tre
timmar. Varje utférd uppgift ger maximalt 3 p. Den feoretiska delen utgbrs av uppgifterna 1 och 2 och
berafkningsdelen utgdrs av uppgifterna 3 till 7. Teoretiska delen tillsammans med hemuppgifterna (HT
2015) kan maximalt ge 6 p och berikningsdelen tillsammans med grupp- & individuella-uppgifter
(HT 2015) kan maximalt ge 15 p. For godkint kriavs minst 9 p sammanlagt.

Minirdknare ar ej tillaten.

Du kan anvinda Mathematics Handbook (Beta) och vektor algebra + kroklinjiga koordinatsystem
formler.

(5) Bevisa Gauss’ sats:

a) Skriv ner de logiska stegen i beviset i ord (1 p)
b) Bevisa satsen med matematiska formler (2 p)

(6) Bevisa att i koordinatsystemet (u,u2,us3) kan gradienten av ett skalarfalt ¢ skrivas

1 A
grad¢ = Z;%q , dar &; ar skalfaktorer.

l

Gp)

V. G. Vand!
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(3) (@) Anvanda nablardkning for att bevisa:
ViA=V(V-4)-Vx(Vx4)

(b) Anvand 3(a) for att, i sfariska koordinater, berdkna: Vzér

(1.5 p)

4) E(F) ar det elektriska faltet i en punkt vars ortsvektor ar 7 . Faltets kadlla ar en yta, S,

med konstant laddningstdthet o . Under dessa forutsattningar berdknas E(7) som:

4

A

- 1 r—r'")o.dS'
E(F)= ( — )_ . o
472'80 S |r -7 '|
dar:
dS'ar ett infinitesimalt ytelement pa S’ (ej riktat) R
7' ar en vektor fran origo till dS"',
7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill
berikna E ).
Ytan dr en cirkuldr skiva som ligger i xy-planet (z=0). Skivan
har centrum i origo och radie R.
Berakna elektriska filtet £ lings z-axeln genom att utfora féljande steg:
(0) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem (anvand ¢,,¢e,,e.):
ds' (0.25p)
r (0.25p)
-7 (0.25p)
(p) Visa att:
27
J:) e, dp=0 (0.5p)
(q) Berdkna elektriska féiltetlT?Iéings z-axeln som produceras av skivan. (1.0p)
xdx 1 te
Tips: j T an o TTTY—
(a2 +x2) a’+x°
V. G. Vand!

59



(5) Betrakta foljande vektorfalt (i sfariska koordinater): 3 p)

— 3+7r'sind . R z
A:—zer+rze
7 (4

Berikna flodet av vektorfiltet ut genom en cylinderyta S
med radien R, axel ldngs e_, langd Z, och centrum i origo.

Flodet genom cylinderns tva cirkuldra lock skall medraknas
(S &r en sluten yta).

(6) Betrakta foljande elektriska falt i cylinderkoordinater: Bp

E =2psingé, + pcosge,

Kraften som det elektriska filtet E utévar pa en partikel med laddningen q ar F=q17?.
Partikeln ror sig fran punkten P, i x=0, y=1, z=0 till punkten P,ix=1, y=0, z=2 langs en
skruvformad bana, L, som foljer en cylinderyta. Cylindern har z-axeln som centralaxel
och radie R=1.

Berdkna arbetet W som det elektriska faltet utfor pa partikeln:

W=IqE-d7

(7) Kraften pa en ledare L med den elektriska strommen 1, i det magnetiska faltet B ar:

Fz[!(d?xg)

Berakna kraften F pa en cirkulir stromslinga L (radie R och centrum i origo). L ligger i

xy-planet (Z=0) och omsluter z-axeln en gang. Magnetiska faltet B definieras i
cylinderkoordinater:

E:Bop(cosgo é. +sin¢)é¢)

Anvand foéljande steg:

(@) uttryck dl iett cylindriskt koordinatsystem (0.5p)
(b) berikna dI x B i ett cylindriskt koordinatsystem (1.0p)
(c) integrera och berdkna F (Du kan hir anvinda ett kartesiskt koord-system)  (1.5p)

tips: J. cos’ ¢d¢=%+$+c
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SOLUTIONS

PROBLEM 3

Vx(VxA4)=V(V-4)-V’4
Vx(VxA)=Vx(Vx4)= nx(nxc)=n(n-c)-c(i-n)

=V(V-4)-(V-V)4=V(V-4)-V’4
= VA=V(V-4)-Vx(Vx4)

rotd = 1 i(sin¢9A )— 1 o4, e+ 1 8A’—li(rA) é0+(li(rAg)—l% e
rsin@ 060 ?7 rsin@ O¢ rsin@ op ror: ror r 00

with A=é_=(1,0,0)

We obtain: rote, = (0, 0, 0)

A . 2,
V', =V(V-ér)—Vx(Vxér)=V(EJ—W<0,0,0):—%@ +08,+08, =——¢,
r r

r

PROBLEM 4
- 1 o,(r—=r'")dS'
E(r)= 0(_ — )3
472'80 5 |r—r'|
(a)
dS':p'd¢'dp'
r'_p'é'p
7 =ze
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(b)

27 . 27 n . n A . 07 n 0 n n
L e, dp= L (cosge, +singe )dp=e, [sm go]o +e, [— cos (p]o =0e, +0e,=0

(©

ol

— 1 o, (F-7"as" 1
E@)= 472'80'5[ |7_7,| - 4rs, § (Zz +,0'2)3/2
o, p'é'pp'd(ﬂ'dp':

j jwhzepdgo dp'

47[&‘ )3/2 47[80 2 (22 +p'2 )3/2
2nzo, . (P=R p'dp' o - o zﬂﬂ' 1
47[500 ¢ Ij:o (Zz +p" )3/2 47;9 j/’ [< 3/2 I ,de ] =

0 | -t RZGOA( J j
28 | ' +p” \/_ z+R2

PROBLEM 5
jZ-dE:j[w(é,wzéw
, g r

I(%é,,j-d§+!.(r2 sin @é, +r2é¢)-d_ _

127[+J-V-(r2 sinfe, +rzé¢)dV =
14

 +r’sinfé. + rzéwj-dS =

. : : _ 10
in a spherical coordinate system: V-v = —2—(r2vr ) +—
16} rsin@ 06

r r
3 .
'1 i(,ﬂ):“” szlné?
rsin@ O0¢ r

—22(1"4 sin 6’)+

r-or

SO: V-(rz sin é, +r2é¢) =
=12;z+j4rsin9dV:

{Note that the volume is a cylinder. And that »sin 0 = p}

= 127r+j4pdV :12ﬂ+j4p2d¢dpdz :12ﬂ+8ﬂzojp2dp =127 +87Z, {épﬂ
Vv vV 4

Zéz _pvévp)pvd(pvdpv -

i(sin Ov,)+

o, (z__J
2¢, “ | \Jz2 + R?

1 ©

_(Vw)

rsin@ O0g

R

0

=4rsinf

= 127r+§7rZOR3
3
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PROBLEM 6

Let’s calculate the potential of the vector field.
The field is defined in a cylindrical coordinate system, so we need to use the gradient in a
cylindrical coordinate system.

Vé=E = [qE-dr=q[E-dr=q($(P)-4(R))

2—¢=2psin¢:»¢=p2 sing+ f(9,2)
0

1 8¢
———=pCOoSQ
p op 1 (p2) _

l%:pcoswl@f(w) p Op
p op p Op
=¢=p’sinp+g(z)+c

9% _ ;

oz = BE) o o(2)=k
op _ 0g(2) oz

0z 0z

=¢=p’sing+c+k orsimpler: ¢=p°sinp+a

0= f(p,2)=c+g(2)

W= [qE -dr =q[ E -dr =q(¢(P,)~4(P))

B: sz,y:l,z:Oszl,(o:%,z:O :qu(sinO—sin%j:—q

P: x=Ly=0,z=2=p=L¢p=0,z=2

PROBLEM 7
dl = pdge,
dl x B = pdpé, x B,p(cos gé, +sin gé,) = By p* cos pd e,

F = IJ;M B,p’ cospdgpe, = IBORz'[:” cos e do = IBORZ_[OM cos p(cos e, +sin e, )do =

. 2z
IB,R [ cos® gb,dp = IB,R, [ cos® pdyp = IB,R*¢, {% + Smf("} — IB,R*xé.
0
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@ OCH KONST 95 . .
S et Lorenzo Frassinetti — Jan Scheffel

TENTAMEN

VEKTORANALYS

ED1110 Vektoranalys

kl. 09.00 - 12.00 fredagen 24 oktober 2014
(+ egenrittning 12.00 — ca 13.00)
L2]1-L22-141-1.42

Anteckna namn, utbildningsprogram, arskurs och problemnummer pa varje blad. Skrivtiden ar tre
timmar. Varje utford uppgift ger maximalt 3 p. Den feoretiska delen utgors av uppgifterna 1 och 2 och
berdfkningsdelen utgors av uppgifterna 3 till 6. Teoretiska delen tillsammans med hemuppgifterna (HT
2014) kan maximalt ge 9 p och berikningsdelen tillsammans med grupp- & individuella-uppgifter
(HT 2014) kan maximalt ge 12 p. Fér godkint krivs minst 9 p sammanlagt.

Miniraknare ar ej tillaten.

(1) Bevisa Gauss’ sats:

a) Skriv ner de logiska stegen i beviset i ord (1 p)
b) Bevisa satsen med matematiska formler 2 p)

(2) Bevisa att om ¢ har kontinuerliga andraderivator i omradet V samt ar kontinuerlig i V och
S sa galler (sats 12.2):

V=0 iVochg=0paS = ¢=0iV 3p)

V. G. Vand!
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(3) Berdkna flodet av vektorfaltet

A=xe, +xze +ze,
genom 6ppen ytan S definierad av

y=x"+2’
y<2

n-e, >0

(4) En elektrisk strom [ gar i en cirkuldr spole. Spolen har radien 7,, den har centrum i

origo, och ligger i planet z=0.
Biot-Savarts lag lyder:

- v d?x(?—?)
Br) = =0
dar: ATy |r -r |
dl' ar ett infinitesimalt langdelement ldngs spolen (kurvan L),
7' &r en vektor fran origo till dl’,
r ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill
berikna B).

Berdkna magnetfaltet B langs z-axeln (d.v.s.i p=0) genom att
utfora foljande steg:

(r) Uttryck dessa storheter i ett cylindriskt koordinatsystem
(anvand ¢, ,e,,e.):

dl’ (0.3p)
7' (0.3p)
17_ (0.3p)
dl'x(r —7") (0.3p)
-7 (0.3p)

(s) Forklara med en figur, eller visa matematiskt att:

27
["e,dp=0 (0.5p)

(t) Berdkna magnetféiltetE langs z-axeln som produceras av spolstrémmen.
(1.0p)
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(5) En sfar med radie r, har laddningstatheten: p = p, [Lj a>0.

o

Utanfor sfaren ar laddningstatheten lika med noll.

(a) Betrakta Poissons ekvation: V¢ = —a (dar g, ar en konstant)

€
- skriv ner Poissons ekvation genom att anvdnda ett lampligt
koordinatsystem. (0.3p)
- utnyttja problemets symmetri for att férenkla ekvationen. (0.5p)

(b) Anvand ekvationen ovan for att berakna:
- elektrostatiska potentialen ¢ innanfor och utanfor sfaren. (1.0p)

- elektriska filtet £ innanfér och utanfor sfiren. (1.0p)

(c) Rita ut potentialen och elektriska faltet innanfor och utanfor sfaren.  (0.2p)

Tips:
[ ]

E=-V¢
lim ¢(r) = 0
E(r=0)=0

Vid r=r, ar elektrostatiska potentialen ¢ innanfor sfaren lika med potentialen

utanfor sfaren.
Vid r=ry, ar elektriska faltet innanfor sfaren lika med elektriska faltet utanfor

sfaren.

(6) Betrakta foljande skalarfalt i sfariska koordinater:

(@)

(b)

(©)

¢=r’sinfsing

Berdkna 6kningen per langdenhet (d.v.s. riktningsderivatan) av skalarfaltet i

riktningen v =¢, +2é(p i punkten P definierad av r =1, 8= %, 0 :%
(1.25p)
Berdkna vinkeln mellan v och e (0.5p)

4

Berdkna en riktning, parallell med xy-planet, for vilken skalarfaltets 6kning per

langdenhet ar \/g i punkten P.

(tips: anvand kartesiskt koordinatsystem) (1.25p)
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SOLUTIONS

PROBLEM (3)

x=pcost
z=psinf

2

y=x"+z"=p
7(p,0) =(pcos9,p2,psin:9)

0:0-2rx
p:O—)\/E
?=(cos€,2p,sin0) = o
P :>—r><—r:(2p2cosH,—p,szsinH):ﬁ
o , op 00
%=(—psm9,0,pcost9)

but n-e, mustbe>0 = the sign must be changed.

Zz(pcosﬁ,p2 sin@cos@,psin@)

_UA -dS = HA(r(p,a)) (—x(;—a;jdpde

V22 V22r
(2,0 -p sm&cos&)dpd@-—j j2p3dpd0+_[ Ip sin @ cos Od pd 6 =

Y
—2;{%} +0=—4r

0

o'—.ﬁ
o'—.'g’
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PROBLEM (4)

A

= Z

NN

QN> n

e,

I'=rydpe,

NS

.5 N
r—r=-ne,+ze,

o=+ 2

= 2 )32
|r—r'| :(VO +z )

dl 'X(?— ’7'): Zr0d¢ép + r02d¢éz

J.Ozﬂ e, dp= J':” (Cos pe, +singe, )d(p =0

B(T Ipdl'x(7 -7 1% zrdgé, +ridge,
B(r):ﬂo I _X(r_'gr )Z'UO Izro ¢zep 2”03/2¢e _
7y |r—r| 4z (ro +z)
_ul e, wI e .
Tl (o)™ i I o)
_ ,UOI 702 e, 2z ~ m I 7’026 B /10] ,,-02 )
= 0 + 47 (762 +Zz)3/2 '([ ¢_ 47 (r02+22)3/2 27 = 5 (r02+22)3/2°z
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PROBLEM (5)

vig=—L
&

inside the sphere:
Ldf2d0()) _pfr) L dfado0)) _prt”
r-dr dr &\ 1 dr dr & 1y

L) a1 del) py 1

dr & a+3 1y dr & a+3 r,

[E=-V¢ and E(r=0)=0 = c=0]

a+l a+2
dg(r) __p 1 1 - ¢(r)=—& 1 " 4
dr & a+3 1 & (a+3)(a+2) 1y
a+2
P P S R

& (a+3)(a+2) ry
Ein (F)Z& 1 ra+1 é
g a+3 g
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outside the sphere:

out __ﬁ
9 (r)=-"
T ou a .
E t(l"):—r—zer

boundary conditions :

3
out (1) = " — g=_Po "
¢ (ro) ¢ (ro) ¢ g a+3

2

Tout in pO 7’0
E -E d=F0 T
(ro) (VO) = g a+2

Potential :

2 a+2 3
Pt il ) s

& a+2 a+3)ry g a+3r
a+l 3
Iin _Po 1 r 5 T, out _Po 1 o 4
T R e S - (O B v
& a+3 g a+3r

4 3
note that : Q:J.p(r)dV =0, Ty
a+3
1 = I .
so ¢ (r)= o1 and E™(r)= Z —é,
dre, r dre, r

1 ra’+2

AN g

0 T
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PROBLEM (6)

Vo= (% l% 1 8¢j 2rsin@singeé, +rcos@sinpé, +rcospe,

or’ r 00’ rsinf dp

. N2,
V¢|P :\/56’,4'76@

v 2
b _gy T e+£e 812, 202
ds |v| J5 J5
V-é¢=|7||é¢|cosa=\/§cosa o)
=cosa=—

v-&,=(8+2¢,)-¢,=2 J5
vl =2 1. 3. 5 5 6 inth . g
¢| =+2e, +e, Ee +Ee}, (express e,,¢,,e, in the cartesian coordinate system)

. 5
v¢|P'WZ E

W must be parallel to the x-y plane = w=ae, _+be, with a’+b* =1

V¢|P Wz(léx+ éyj-(aex+bey)=—a+%b
3 1 e +3e
Nat +b* = >b=——anda=——=w=-—" z
3 V10 V10 V10
V¢|P'w: 5
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