Lektion, VECKA 2
Sketch of the solutions

DISCLAIMER:

= These are only a sketch of the solutions. For the details, you are
supposed to attend “lektion” and ask directly to the teachers.

= | have written this file very quickly, copying from my notes.

* There might be mistakes (if you find an error, let me know).

= The language is poor: it is a mix of poor Swedish and English.

(1) Betrakta foljande vektorfilt (i ett kartesiskt koordinatsystem):

A= (Bz+y°2 +2x,2xyz°,3x +3xp°2°)

B= (x*z—=2,yz,x+2)
(a) Kan de ha en skaldrpotential?

(b) berakna potentialen (om det finns)

Losning:
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S3, det kan ha en potential

(b)



A= (Bz+ Y’z +2x,2xyz°,3x +3xy°z%)
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Det kan inte ha en potential

(2) Ett vektorfalt och en kurva definieras av:
A= yezéx + 7éy + Zeyéz
xZ 2 2
X2
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z =

0
y>0

(a) Berdkna linjeintegralen av vektorfaltet langs kurvan.
(b) Ar linjeintegralen positiv eller negativ? Motivera.

Losning:

F(y,2)=G(z)=c

(en konstant)



For att berdkna linjeintegralen kan vi anvanda (6.11):
(2]
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Vi behover berdkna en parametrisering 7(¢) av kurvan och darefter derivatan dr(¢)/de.

Vi inleder med parametriseringen av kurvan. Kurvan ligger i z = 0 planet, sa ekvationen blir
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Detta ar ekvationen for en ellips med axlarna 2 och 4. Vi skriver x = 2cos¢, y = 4sing.
Eftersom y >0 maste vi ha ¢: 0 — meller ¢: ™ — 0 (det beror pa kurvans orientering).

Parametriseringen blir
.. 7(p)=2cospe +4singe,
p:0>rmeller p:mr—0

med y>0

Derivatan ar

ar(¢) =-2singe, +4cosgpe,
do

Eftersom parametriseringen av kurvan ger x = 2cos@, y = 4sing, z = 0 kan vektorfaltet skrivas som
2 .2
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Da fas linjeintegralen

_ n_ dr a0 sin’ ¢ .
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Eftersom @: 0 — meller ¢: ™ — 0 (det beror pa orienteringen av kurvan) kan ¢, och ¢, vara¢@; =0
och ¢, = meller ¢p; = mwoch @, = 0. Sa integralen kan vara positiv eller negativ;
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Tecknet beror av kurvans orientering.

(3) Berdkna féljande linjeintegral (alla vektorer definieras i ett kartesiskt koordinatsystem):
LF-dF med F =(yz,xz,xy)

och
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If you continue, you will end up with an integral that is too difficult to solve.
It is wiser to use another method: check if the field is conservative and then calculate the
potential and calculate the integral with theorem 6.4

The field has the potential ¢ = xyz+c¢
So, the integral is:

jF dr = §(P,) - ¢(P)—a—bcs1nh%

(4) Vattenhastigheten i en flod beskrivs av vektorfaltet:

v=(1-))e, +(1-2)e,
Berdkna flédet av vatten genom ett fiskndt med formen definierad av
Z+y’=1-x
S:ix>0

AA

n-e >0



LOSNING:

Forst bestammer vi parametrisering. Om vi anvander parametriseringen y = pcosf och z = psinf
fas
x=1-z"-y*=1-p°
Eftersom x > 0 harvi p: 0 = 1 och 8: 0 = 2m. En parametrisering blir
7(p,0) = (l—pz)éx +pcosfe, + psin e,
g.lP: 0—>1
0:0-27
n-e >0

Vi kan nu berdkna normalen 1 = 07 /dp X d7/36. Med anvandning av parametriseringen fas

or R n P
—= (—2pex +cosbe, +sin Hez)
op _ or or n 5 R 2
o :n:a—x%:pex+2p cosble, +2p~sinbe,
r . on n
—:(—psm@ey +pcos€ez) r
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Vi kan notera att y-komponenten av normalen, i1 - é, = p, alltid &r positiv, som orienteringen av

ytan.
Om vi anvander parametriseringen kan vektorfaltet skrivas som

v(p.0)= (l—p2 cos’ G)éx +(1-psind)é,
Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar over S, darfér ar x-komponenten av normalen
positiv, som orienteringen av ytan.
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(5) Berakna cirkulationen av vektorfiltet:
A=-2xye, +xye,
langs vagen L definierad av:
2 2
I (x—-1)" +y* =1
z+y=1
Orienteringen av L i punkten x=2, y=0, z=1 ar —éy.

Losning:
For att berdkna linjeintegralen kan vi anvanda (6.11);
_ P - d?
[4-dr = [ 4(F(p))-~—dgp
L @ d¢

Vi behover berdkna en parametrisering () av kurvan och sedan derivatan d7(¢)/d¢. Vi borjar
med parametriseringen av kurvan. Den blir enklare om vi gor féljande translation:

x'=x-1



Linjeintegralen blir

A=-2x"+1)ye, +(x'+1)ye,

I {x‘2+ Y =1
z+y=1
Vi kan anvanda cylindriska koordinater:
x'=cos@
y=sing
z=1-sing

7(p) =cospe, +singe, + (1 —sin (p)éz
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(6) Berdkna flodet av vektorfaltet
A=xé,+ye,+In (yTxl) e,

genom ytan definierad av
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Losning

Forst bestdammer vi parametrisering. Om vi anvander x = 2cos¢ och z = u far vi

y=2y1-x>/4 =i\/l—c052(o =*sing




Eftersom y > 0 anvander vi endast positivt tecken, y = sing med ¢:0—->m och u:—1- 1.
Parametriseringen blir

7(p,u)=2cospe, +singe, +ue,

p:0>71

u:-1-1

n-e, <0

Vi kan nu berdkna normalen n = 97 /d¢ X 07 /du. Med anvandning av parametriseringen fas
or . A n
——=-—2singe, +cosge,
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Vi kan notera att y-komponenten av normalen, 7 - &, = 2sing, alltid dr positiv, men att ytan
definieras med negativ y-komponent av normalen. Vi maste komma ihag det vid berdkning av

integralen.
Om vi anvander parametriseringen kan vektorfaltet skrivas som
2cos P
A(p,u) =2cospé, +sin pe, +In———— g
sing — l

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar 6ver S, inte dver S, darfor ar y-komponenten
av normalen negativ istdllet for positiv.

”A dS = ”A((o,u) (fx(;f)dq)du_

(7) Betrakta foljande ytan
X +y =1
-1<z<l1
ne >0 i x=1,y=0,z=0
och vektorfiltet A = pe, + &, (i ett cylindriskt koordinatsystem). Berdkna integralen
_[ AxdS
S

Du kan anvidnda tva metoder: (1) skriv en parametrisering av ytan i ett kartesiskt
koordinatsystem och (2) skriv en parametrisering av ytan i ett cylindriskt koordinatsystem.

Losning

Vi ska berdkna

HAde HA(u V)X (—rxg—r)dudv

i ett kartesiskt koordinatsystem.



Vi kan anvdnda x = cos@ och z = u, sa vi har y = sing. En parametrisering ar
7(u, ) =cospe, +singe, +ue,
u:—-1—-1
p:0-2x
n-e,>0ipunktenx=1,y=0,z=0

Darefter kan vi berdkna normalen n = 07 /d¢ X 07 /du. Med anvdndning av parametriseringen fas

= —singe,_+cosge,

op oF OF L
= ——X——=Ccos@eé,+singe,

i_é op Ou

ou -

Vi kan notera att x-komponenten av normalen, 71 - é, = cos¢, ar positivi (1, 0, 0), som orienteringen
av ytan.
Om vi anvander (3.5) kan vi skriva vektorfaltet som (med anvandning av att p = 1)

A=¢,+¢,=(cosp-sinp)é +(sing+cosp)é,
Kryssprodukten blir
Ap,u)x a.a :((cosq)—singo)é +(sinp+cosp)é )x(cosgoé +sin¢é,)=—é
8§0 8u * y X ¥ z

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar 6ver S eftersom x-komponenten av normalen
ar positiv, som orienteringen av ytan.

N oF orF
HAxds = jJA(r(¢,u))x[£x£jd¢du

= (7 —é. Jdodu =—é. 0t dodu =—4re,
(—e.)d
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Berdkning i ett cylindriskt koordinatsystem.
Ytan dr en cylinder med radie p = 1. Ortsvektorn i ett cylindriskt koordinatsystem ar 7 = pé, + zé,.
Eftersom = 1fas, omvianvanderz = u

7(u,p)=e, +ue,

u:—1-1

p:0->27

n-e.>01ipunkten x=1,y=0,z=0

Vi kan nu berdkna normalen n = 97 /d¢ X 07 /du. Med anvandning av parametriseringen har vi (se
Exempel 3.7 for derivering av é,)
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= —X—=e8 er:e

o . op ou ° L

—=e

ou

Vi noterar att x-komponenten av normalen, i+ é,, = cos¢, ar positiv i punkten (1,0,0), som
orienteringen av ytan.
Kryssprodukten blir



z(ep +e¢)xep =—e,

Z((o,u)x ixi
op Ou

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar 6ver S, darfor ar x-komponenten av normalen
positiv, som orienteringen av ytan.

S oF oF
jijds zj;jA(r(¢,u))x[£x£jd¢du

s

= 0 —e_Vdodu =—é. i dodu =—4re,
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(8) En halv sfarisk yta S med radie R ligger pa vatten. Vattentrycket kan beskrivas av = —p,, gz
(med p,, vattnets masstithet och g tyngdaccelerationen). Berikna kraften F for att halla ytan
strax under vatten. Anta att ytans massa ar noll. Kraften av vattentrycket pa ytan kan beridknas

av:
F = —H pd§
N

Losning
Kraften fran vattentrycket &r F = — [[ pdS. S, kraften F, for att halla ytan strax under vatten &r
Fo = —F = [[ pdS, dér S utgor hela ytan. Integralen &r

F, = —17='”(—pmgz)d§=—pmgﬂzd§

For att berdkna integralen parametriserar vi forst ytan.
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T 2 T 2r
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Darfor ar kraften
_ 2 .
F, = —Eﬂme3gez

Vi ska i Kapitel 15 diskutera en enklare metod for att |6sa liknande problem.



