LEKTION, VECKA 1
Sketch of the solutions

DISCLAMER:

= These are only a sketch of the solutions. For the details, you are
supposed to attend “lektion” and ask directly to the teachers.

= | have written this file very quickly, copying from my notes.

* There might be mistakes (if you find an error, let me know).

= The language is poor: it is a mix of poor Swedish and English.

(1) Berdkna féljande produkter (med é,., é,p och &4 basvektorer i ett sfariskt koordinatsystem och
€y, &y, &, basvektorer i ett Kartesiskt koordinatsystem)

(@ e. e,
(b) & -6

(€ &-(e,+26)

LOSNING
(a) Skaldrprodukten av en vektor 7 med é, dr U-komponenten ldngs y-axeln, v,,. S3, vi
maste uttrycka y-komponenten av é,.. Vi skulle kunna anvdnda uttryck (3.13), men det

ar enklare om vi uttrycker é, med x, y ,z variabler. Vi har
. Xéy+yé,+zé, xé,+yé, +ze,

é
" Jx2 +y?% 4+ z2 r

Sa,
R xéy +yé, + zé,
é - &, =

.ey_

Y
r r

(b) Vikan uttrycka é, med x, y ,z variabler som i 6vning 3.13(a). Vi har
o . Xéyt+yé,+zé, z
é,-é.=¢é,: " =-

(c) Forst, vi kan utveckla skalarprodukten
ér-(éx+2éy)=ér-éx+2ér-éy
Sen vi kan anvanda samma logik som i dvningar 3.13(a) och 3.13(b)



. . xé tye, +zé,
ér &= - e, =

QIR

xéy +yé, +zé,

é .6, = =Y
oy r Yo oor
Sa

R R R X y x+2y
er-(ex+2ey)=;+2;= -

(2) Berdkna i ett cylindriskt koordinatsystem foljande integraler

1
(a) Ip cospe,dp
0

(b) Ipcos pe,do
0

LOSNING

(a) Basvektorn &, beror inte pa p-variabeln, sd vi kan flytta ut &, utanfér integralen

1 1 2 1
J peoseé,dp=cosgé, [ pdp=cosgi, {%}
0 0

1 A
=—Ccos e
0 2 ¢ §

(b) Basvektorn &, beror pa ¢-variabeln, sd vi kan inte flytta ut &, utanfor integralen

men vi maste uttrycka é, med kartesiska basvektorer. Med uttryck (3.5) kan vi
skriva

e, =—singe_+cosge,
s s
j pcoséydp = f pcos (— sing é, + cos ¢ éy)dgo
0 0
Vs
= pf (— cos @ sin @ é, + cos? ¢ éy)dqo =
0
2
= —pé, fon cos psingdo + pé, fon cos?pdp = pé, [COS L4

]”_l_ A [£+sin2<p]”_z A
2 1 Pey |3 o_zpey

4
—_———

=0 =m/2



(3) Rita foljande skalarfiltet
(@ ¢==z

(b) p=x+y
(C) ¢=x2_y2
LOSNING
(a) p=z = z=c

z = c ar ekvationerna for plan som dr parallella med xy-planet.
(b) p=x+y = x+y=c

x + y = c ar ekvationerna for plan som ar parallella med z-axeln och med vinkeln 3 /4 till x-

axeln.

() p=x"-1y" = x’—)y’=c = y=tJx'—c.

(4) Berakna gradienten av skalarfaltet f(x,y, z) = e*’In(2)

LOSNING

grad(f):[ylnz,xlnz,l)exy
z

(5) Berdkna 6kningen langs riktning (-1,-1,-1) i punkten P: (1,1,1) (i kartesiska koordinater) av

féljande skalarfalt:

[y, z2)=yx"+y" +2°

_(x2+),2_zz)

fx.y,z)=e



LOSNING

d¢ .
_— = d .

s gradg-e
(_15_19_1)

3

e=

fayn =y +2 = grad(f) =[ 2x 2y 2z _

PN e N e N

grad (), =2

d_¢ — (19131) ) (—1,—1,—])

ds|p \/g \/5

——1

,(XZ +y? 722)

= grad(f)= o) (—2x,-2y,2z)
grad(f)|P = (—2, —2,2)

d¢ -1 -1,-1,-1) _, 2
— =e (—2,-2,2)————=
ds |, ( ) V3 3

f(x,y,z)ze

(6) Hitta en parametrisering 7 = 7(u,v) avytan x? —2y? — 2z = 0.

LOSNING

x2_2y2_2Z=O j— Z:%xz—y



(7) Betrakta ytan i problem 6. Berdkna:
(a) normalen till ytan i punkten P: (2,1,1)
(b) tangentplanet | punkten P:(2,1,1)

LOSNING

(a)

1
7(u,v) = (u, v,—u® — 172)

2
07 (u, v) (1,0,1)
e UL o (u,v) _ 97(u,
_Ou > n= T v) X rwv) = (—u,2v,1)
07 (u, v) ou dv
0y - (0,1,-2v)

| punkten P: (2,1,1): u=2,v=1
So, normalen i P ar

7=(-2,2,1)

(b)

The plane ax+by+cz+d =0 is perpendicular to the vector (a,b,c).

So, one of these planes:

2x+2y+z+d =0

is tangent to the surface in P.
We need to calculate the d for which P is on the plane.

If we substitute the coordinates of P in the expression above, we get

—4+2+1+d=0 = d=1

So, the planeis: 2x+2y+z+1=0

(8) Elektrostatiska potentialen V definieras av E = —gradV, dir E ir det elektriska faltet. Kraften
F pa en laddning q i ett elektriskt filt E dr F = qE. | vilken riktning ror sig en laddning g som
ligger i punkt x=1,y=2,z=1 om elektrostatiska potentialen dr V = 1/r (med r avstandet fran
origo)?

Berdkna riktningen i ett kartesiskt koordinatsystem och i ett sfariskt koordinatsystem.

LOSNING

Laddningen ska rora sig langs riktningen av kraften F = qE, s& langs riktningen av det elektriska filtet.
Darfér maste vi berdkna gradienten av elektrostatiska potentialen, F = —ggradV. En positiv laddning
ska rora sig i riktningen av storsta forminsningen av elektrostatiska potentialen.

Potentialen ar V = 1/r, men vi vet inte hur man kan berdkna gradienten i ett sfariskt koordinatsystem (Kapitel
10). Sa. Vi maste uttrycka r i ett kartesiskt koordinatsystem. Vi har,

1
rexX* 494720 = Veee—e——
JXT+y + 27



1
Jx2 +y?% 4+ z2
a(x? +y% +2z2)712 N a(x? +y? +z2)71/2 N a(x? +y?% +2z2)71/2
= é é é
0x x dy Y 0z z
_ x a y A z N
- (x% + y2 + z2)3/2 €x+— (x2 + y2 + z2)3/2 ey +— (x% + y2 + z2)3/2 €z =
_ xéy +yé, + zé,
- (xz + yz + 22)3/2
Nu kan vi férenkla gradV om vi noterar att

grad V = grad

xXéy +yé, +zé, =ré,
sa, i ett sfariskt koordinatsystem, vi har

er

gradV = —=

r2

| ett kartesiskt koordinatsystem ar kraften i punkten P: (x=1,y=-2,z=1)
Xxtyéy+zé, _é&—28y4+8,

F=—qgradV =g azryzezzl, ~ 17 6vs

| ett sfariskt koordinatsystem, radien i punkten P: (x=1,y=-2,z=1) arr = \/12 + (—2)2 + 12 = V6, 53
krafteni P ar

F=—qgradV=q%P=%ér

Efter kapitel 10 kan vi I6sa 6vningen med en mycket enklare metod.

(10) En elektrisk strom / gar i en cirkuldr spole. Spolen har radien ro, den har centrum i origo, och
ligger i planet z=0.
Biot-Savarts lag lyder:

5o _ ol ¢ dUX(F—F)
B(T) T am fL |1_‘—1_”'|3

dar dl’ ar ett infinitesimalt lingdelement lings spolen (kurvan L), 7' &r en vektor fran origo till
dl', 7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill beridkna B). Berikna magnetfiltet B
langs z-axeln.



Losning

Vi borjar skriva i ett cylindriskt koordinatsystem #, 7' och dl’. dl’ &r ett infinitesimalt
langdelement langs kurvan, sa vi har

di'z Tod(p/é¢
7' ar en vektor fran origo till d’, s&
r=" D

7 ar positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdkna B). Eftersom vi vill berikna B langs z-
axeln kan vi skriva

T =zé,
Nu kan vi berdkna 7 — 7' och |F — 7'|. Vi har
r—7'=-1¢€, + z¢,
|7 —7| = |13+ 22

7 — 73 = (r3 + 22)*°
Den sista steget fore integralen ar att berdkna kryssprodukten,
dl' x (7 — ) = zryd@’é, + r§de’é,
(for detaljer om kryssprodukter i ett cylindriskt koordinatsystem, se sektion 3.3 och 6vning 3.4).
Nu kan vi skriva integralen

— ol (dU'X(F—F)  pol [*Tzredeé, +15dp’é,

B(r = —
@) 4 ), |7 —73 4t Jo (r¢ + z2)3/2
WY ST L
4t J, (¢ + z2)3/2 am J,  (r¢ + z2)3/2 @

For integralerna av basvektorerna kan vi anvanda samma metoder som i sektion 3.4 och 6vning 3.6. |
sista termen beror inte basvektorn é, pa ¢’ variabeln, sa vi kan flytta ut é, utanfor integralen. | férsta
termen beror dock &, pa variabeln @', sa vi maste integrera éy.

HOI r()z éz 2

2r
3 dg +50 0% [ g o
J;, PP T 4 (rd +22)3/2 J, @

_ Mol ZTy
T An (1 + 22)3/2

Vi kan forst berdkna integraler som vi gjorde i 6vning 3.6. Vi kan uttrycka ép med kartesiska
basvektorer, s& vi har fozn é,do’ = fozn(cosqo'éx + sin<pf£'y)d(p’ =é, fozn cosp'de’ +
é, f027r sing'de’ = 0. Slutligen har vi

ol 36, ol 0

BGr)=0+-——s———m2l =
@) 4rt (r¢ + z2)3/2 "= (1 + z2)3/2 ¢



