Lektion, VECKA 3

Sketch of the solutions

DISCLAIMER:

These are only a sketch of the solutions. For the details, you are
supposed to attend “lektion” and ask directly to the teachers.

I have written this file very quickly, copying from my notes.
There might be mistakes (if you find an error, let me know).
The language is poor: it is a mix of poor Swedish and English.

PROBLEM (1)

Det finns tva villkor som maste uppfyllas for att vi ska kunna anvanda Gauss sats: (1) ytan maste vara sluten (2)
vektorfiltet maste vara kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Ytan &r sfaren x2 + y? + z2 = 4 som &r sluten.

Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart.

Vi kan darmed anvanda Gauss sats.

Ytan &r en ellipsoid med centrum i origo, sa det &r en sluten yta.

Vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i planet y = 0. Planet y = O korsar ytan, sa vektorfiltet ar
inte kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan.

Vi kan alltsa inte anvanda Gauss sats.

Vi skriver ytan som

Ytan &r en ellipsoid med centrum i punkten x = 0, y = 2, z = 0. Radien langs y-axeln ar 1. Sa ytan
korsar inte planet y = 0.

Vektorféltet ar inte kontinuerligt deriverbart i planet y = 0. Men planet y = 0 korsar inte ytan, sa
vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan.

Vi kan darmed anvanda Gauss sats.

Ytan ar en sfar med centrum i origo.

Vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i origo. Sa vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i
volymen innanfoér ytan.

Vi kan alltsa inte anvdanda Gauss sats.

Ytan ar en sfar med centrum i punkten x =0, y = 0, z = 2 och radie 1. Sa origo ligger inte i ytan.
Vektorfaltet &r inte kontinuerligt deriverbart i origo. Men origo ar inte i ytan, sd vektorfaltet &r
kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan.

Vi kan alltsa anvanda Gauss sats.

Ytan &r en paraboloid, sa det ar inte en sluten yta. Vi kan inte anvanda Gauss sats.



PROBLEM (2)
Ytan ar sluten och vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfér ytan. Vi kan darmed

anvanda Gauss sats.
§$,A-dS= [[[ divady
V

A=7=xe +ye, +ze.
divAd =3
§$,A-dS=[[[divAdv = [[[3av =3[[[av
14 14 Vv
Integralen ar 6ver volymen innanfor ytan. Ytan ar en ellipsoid, sa V = %nabc. Flodet blir
¢ A-dS=3V =4rabc

PROBLEM (3)

Ytan ar sluten och vektorfiltet dr kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan. Vi kan alltsa
anvanda Gauss sats. Om ytan skissas, inser vi att cylindergeometri kan anvandas for berdkningen av
integralen i Gauss sats om vi gor koordinatbytet x — x,y = zoch z — y. Vi far

A=x¢_+z
3 3
div(Z)z G(ax )+ G(az ) :3(x2 +Zz)
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§$,4-dS= ([ divaav = [[[3(x* +2")dV =
Vv vV

={lat alltsd nu p? = x% + z2 och dV = pdpdydep, med p:0 - \[y, y:0 > 1, ¢: 0 - 2m}=
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PROBLEM (4)
gisﬁ-dfzfjjdindV:JII3(x2 +) +(z=1))dV =
) )
{med z'=z-1}
=[[[3(x*+y* +22)av =
{vikan betrVakta sfaren med centrum i (0,0,1) och radie r' = \/x%2 + y2 + z'2 }
=3 m dV;lzﬂ”I dr':%”

PROBLEM (5)

(a) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan ar en cirkel i planet y = 3 (en sluten kurva).
Darfor kan vi anvanda Stokes sats.



(b) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan ar en ellips som ligger i yz-planet (och den ar
sluten eftersom u: 0 — 2m). Darfor kan vi anvanda Stokes sats.

(c) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan ar en ellips som ligger i yz-planet. Men den
ar inte sluten eftersom u: 0 = . Darfor kan vi inte anvanda Stokes sats.

(d) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan &r en cirkel med radie 1 som ligger i xy-
planet (en sluten kurva). Darfor kan vi anvanda Stokes sats.

(e) Vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i p = 0, alltsd langs z-axeln. Kurvan &r en cirkel
runt z-axeln, sa varje yta med rand pa kurvan korsar z-axeln. Eftersom vektorfiltet inte ar
kontinuerligt deriverbart langs z-axeln kan vi inte anvdanda Stokes sats.

PROBLEM (6)

Kurvan ar en ellips som ligger i xy-planet med radier a och b. Vektorfiltet ar kontinuerligt deriverbart.
Sa vi kan anvanda Stokes sats.

$A- dr‘z”rotz-dg
N

Rotationen ar

e, e, e
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Som yta anvander vi ellipsen. Vi skriver dS = 7idS, se (7.2). Normalen  till ytan ligger lings z-axeln
eftersom ellipsen ligger i xy-planet. Men orienteringen av ytan definieras inte, sa vi vet inte om 1 =
é,elleri=—é,.Omvitarfi = é, farvi

§ A-di=([rotd-dS =-2[[é.-é.dS =—2[[ dS =—2rab
S S N

Notera att vi kunde ha tagit i = —é,. | detta fall blir resultatet 2wab.

PROBLEM (7)

Kurvan ar en ellips som ligger i planet y + z = 0. Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart sa vi kan
anvanda Stokes sats:
rotd = (y +2x)é. .

Eftersom rotationen ar langs é, blir den enklaste ytan vi kan anvanda en vertikal cylinder med bas pa
ellipsen och som i 6verdelen sluts med en cirkelyta som ligger xy-planet. Se Figur. Ytan utgdr summan
av mantelytan fp och den horisontella ytan S,,. P4 grund av kurvans orientering (normalen pekar inat
volymen) far vi S, = —é,dS. Vidare ar normalen till S, parallell med xy-planet, sa &, - dS, = 0. Se
Figur.



(0,0,0)

Med anvandning av Stokes sats fas darmed
jjrotZ-d§=ﬂ(y+2x)éz -d§:”(y+2x)éz -dS. +”(y+2x)éz dS, =
N N S. Se —

= [[r+2x)e.-(-e.)ds. ==[[ (y+2x)dS. =

={Eftersom cylinderns axel inte utgors av z-axeln, byter vi variabel
y' =y —1ochfar}=

=—[[(r+2x+1)dS. =—[[ (psin0+2pcos0+1)dS. =—[[dS. = -
S Sp s,

PROBLEM (8)
§ A-di=[[rotd-dS
N
(a) )
rotA = (3,1,-2)

dS = —é,dS (—é, because the orientation is anti-clockwise)

g A-dr=—[[(3¢,+é,—2e.)-c.dS =2[[dS = 27
S S

S is a unit circle (R=1),
so its area is 7R> =1

(b)

TotA = yé,

Note that:
é,-dS = dxdy 1isthe projection dS of on the xy-plane
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{where Sy is the projection of S on the xy plane}
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(c)

TotA = 2xé,

Note that:
é,+dS = dxdy 1isthe projection dS of on the xy-plane
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$A-di= H rotd-dsS = ” 2xé. -dS = H 2xdxdy =
s s S,

{where Sy is the projection of S on the xy plane}

PROBLEM (9)

Vektorfaltet A ar konservativ om rotA4 = 0.

(a) A= xzéx + yzéy + zzéz
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S4, vektorfaltet ar konservativ.
(b) A=x’¢ +z%¢ +y%,
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S&, vektorfiltet dr inte konservativ.
(©) A= f ( p)ép (dér é, ar en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem)

Vihar p = /x? + y?, och
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rot ( f ( p) e p) =0 och vektorfilt &r konservativ

(dér é,dr en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem)
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Vihar p = /x? + y?, och
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Efter lite algebra, vi far

op

rot(f(p)ép)z(M+Mjéz
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Sa vektorfaltet ar inte konservativt



