LEKTION, VECKA 5
Sketch of the solutions

DISCLAMER:

= These are only a sketch of the solutions. For the details, you are
supposed to attend “lektion” and ask directly to the teachers.

= | have written this file very quickly, copying from my notes.

* There might be mistakes (if you find an error, let me know).

= The language is poor: it is a mix of poor Swedish and english.

PROBLEM 1
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Visa med indexrakning att:

(a)

(b)

X
7 ( 1 i(sin(90)— ! 80} +( 1 ﬁ—li(}"O)jée+(li(}"0)—ls—;e
r

V(FxVg)=
v=rxVeg
V-\T:Vi,i :}V-(FXV¢):( Eiji j(v¢) ) :gijkrj,i(v¢) +€Ukrl (V¢)k,i

Menr;; # 0 baraom i = j. Men om i = j, s & = 0. S4, den firsta termen ar noll.
For den andra termen, vi kan notera att ¢, = —¢&j;.. S&

Eicl'y (V¢) =€ i (V¢)k,i =77 [VXV¢]j =-7-(VxV¢)
Men fran Kapltel 12 vi kdnner att V x V¢p=0. S&
V-(FXV¢) =

V-(V(//XV(IS):O

=V(//><V¢

<I

= (V‘//XV¢)i = & (V‘//)j (Vé),

Vp=v, :>V.(Vl//xv¢)=(gi/k(Vl//)j(V¢)k)J _

- 8l'jk (Vl//)j,i (V¢)k +8é/'k (Vl’//)j (V¢)k,i =

(vi kan notera att ¢ = &xj; &k = —&jix- S)
=&, (V l//)j,i (V¢)k —&, (V ‘/’)j (V¢)k,i =
=(Vx(Vy)),(V4), (V) (Vx(V¢)) =

(Vx(V0)) V-V (Vx(V9)) -

darfor att rotationen av gradienten ar noll.



PROBLEM 4

@ V(a-7)=a
Vi kan anvanda (11.26):
V(a-7)=(F-V)a+(a-V)F+7x(Vxa)+ax(VxF)=

={Alla termer med derivator av a ar noll eftersom a ar en konstant vektor. Kvar
blir}=

=(a-V)r+ax(Vxr)=

={Men V x 7 = 0 som framgar av (10.63), vilket ger} =

:(E-V)F:(AX§+A 3+A23)7:
X

" oy Oz
67+ 87_'_ or S val +ad =7
=a,—+a,—+a,—=a a aeé =a
Yox oy oz 77

®) V-(p(r)7) =36 (r) +r 2

Med (11.22) far vi

V-(¢(r)7)=V(r)-7+d( >Zz=gér 7 +3¢(r)=
¢ . d
:a—fer (re,)+3¢(r):3¢(r)+rd_f

(© V-((Fxa)xrF)=-2a-7
Vi borjar med uttrycket (11.24):
V-((Fxa)x7)=7-(Vx(Fxa))-(Fxa)-(VxF)=F(Vx(Fxa))=
=0
={Vi fortsitter med (11.25) och anvinder resultaten i Ovningarna
11.3(b) och 10.5(b)}=

=7-|(a-V)F-a(V-F)-(F-V)a+7(V-a)|=7-(a-3a)=-2a-7

=a = = =

@ Vx(g(r)7)=0
Med (11.23) har vi
Vx(g(r)F)= Ve(r) ><7+¢V_>;7=%érx7=%érxré,:0

=0
Las,
dr



PROBLEM 5

Visa att:
Vx(FxVe)+V(F-Vg)=7V’¢-V¢

Vi maste berdkna Vx(?x V¢)+V(7-V¢).
Vi borjar med den forsta termen
Vx(FxVg) = (V¢-V)F-Vg¢(V-F)=(7-V)Vg+7(V-Vg)=
%/_/

— — —
(12.25) =V¢ =3 =v%y

=V¢-3Vg—(r-V)Ve+7V’g
Med den andra termen, vi far
V(7-Vg) = (Vo-V)F+(F-V)Vp+Vpx(VxF)+7x(VxVe)=

| N
(12.26) =V¢ =0 =0
(12.15)

=Vp+(7-V)V¢
Sa, uttrycket blir
Vx(FxV@)+V(F-V§)=Vp-3Vg—(7-V)Vg+7V’¢p+Vp+(F-V)Vp=

=FV-Vp

PROBLEM 6

Betrakta vektorfiltet A = wpé(p (i cylidriska koordinater) och sfaren S (radie R och centrum i origo).
Visa att

[ 4xds = S Rwe
3 3
Vi kan anvinda ¢f,

d
iJ4
s

Vi kan berdkna rotationen av vektorfiltet A = wpé, (i ett cylindriskt koordinatsystem) med uttryck

JIf, dvV x A. 84, vi har,

SxA=
xdé_”:—[]‘j d§xZ:—J.HV><ZdV
N 14

(11.45).
_ 0A 0A opA 0A
vxgo| Lo 94, (94, 04 |, [1op4, 104, é.
pop oz )" oz op)? \p 0p p op
2
v x(wpé ):(——a“”’jé IO PR s
v oz )" \p oOp

S4, integralen blir,

D] wpéw xdS = —[ﬁ[ d§><(a)pé(p) = —” Vx(a)pé(p)dV = —j”Za)éde =
S S 4 vV
= —2a)éZ” dv = —§ER3a)éz
14

dér [ff, dv =V dr volymen av sféren, V = %nR3.



PROBLEM 7

Betrakta vektorfiltet A = —wzé, + wyeé, och kurvan L. L dr en ellips som ligger i xy-planet med
centrum i origo, radier a och b och som genoml6ps i negativ led runt z-axeln.
Visa att:

mZmﬁ=2mww%
L

Vi kan anviinda sats: § dF x A = [[.dS x V x A.

Rotation av vektorfiltet A = —wzé, + wyé, kan beriknas med uttryck (10.3). Vi far
VxA4d=2we,
S4, integralen blir

mZxcﬁz—mdfx2=—”d§xVxZ=”(VxZ)xdEzJ.J.Za)éxxd§
L L N N N

L ar en ellips som ligger i xy-planet med centrum i origo, med redier a och b och som genoml6ps i
negativ led rutn z-axeln. S3, normalen ar —é&, och area av ellipsen dr mab. Dirfor, dS = —é,dS.
Integralen blir

[axdr = [[2wé,xdS = [[20é,x(-¢.)dS =~[[ 2wé,xé, dS =

L s s s

[SRAR—

=-e,

= [[20¢,ds =20¢, [[ dS = 2zabwe,
N N

PROBLEM 8

Elektriska faltet E har den skalira potentialen ® och det magnetiska filtet B har vektorpotentialen A.
Vi kan darmed skriva

E=Vd
B=VxA

Pastaende (a): ®(¥) = ®, = konstant. Med hjilp av (11.22) fas
V-(®B)=B-Y®+®V- B =B-E+® V-Vxd4d =E-B

— [ —
=E =Vx4 =
se dvning 11.2(a)

Med Gauss’ sats kan vi skriva
jleEdV:wv(cDE)dV = [J®B-ds = cDOEE[E-dE =

Gauss'sats S D=, Gauss'sats
paS
= @ [[[v- B dr=a,|[] v-Vvx4 ar=0
— —_— —_—
Gauss'sats v =Vx4 4 =0
se (11.16)

Péastdende (b): E ar parallell med normalen 7 6verallt pa S. Vi kan skriva E x dS = 0 pd ytan S.
Med hjilp av (11.24) fas



V'(ZXE)=E~(VXZ)—Z'(VXE) = E-(VXZ)=V-(Z><E)+Z~(V><E)

Med Gauss’ sats far vi

e B _dv=[[[E-(vxA)ar =[[JLv-(AxE)+ 4. (vxE) Jav =

_[ﬁ[ (4<E)-dS+[[[4-(VxV®)av =[] 4-(ExdS)=0
%,—J 1% — S
=4(Exds) =0
trippelprodukter
Péastdende (c): B ar vinkelrat mot A 6verallt pd S. Vi kan alltsé skriva B - dS = 0 pd ytan S.
Med hjalp av (11.22) fas

V-(d)l_?):E-VCD+CDV- B =B-E+® V-VxA =E-B

— - 7
=V (:101.16)
Gauss’ sats ger
E-BdV = (®B)dV = B-dS =0
jle BdV J’!jv (®B) Vm@[@&_r

PROBLEM 9

_ 8
#de(ﬁxf)zgmﬁ
S

Sats 15.2: ¢p dSx 7 = [[f (VX ©)dV
Sa:
dSx (wx7) = ||| (Vx (@ x7))aV
fesxexo-]

Med (11.25):V x(V x7) =2V
§, dS x (@ x7) = [[f, (Vx @xP)aV = [ff, @p)dV =23 [ff, dV =26V=_nv

Darfor volymen av en sfar med radie R=1arV = %n.



