Losningssforslag Tentamen SF1632/SF1683 25e¢ Maj 2020

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra poing.
Preliminara betygsgréanser: A-21 poang, B-19, C-16, D-14, E-12, Fx-11.
Det finns mojlighet att komplettera betyget FX, information om detta publiseras pa Kurshemsidan fér SF1632/SF1683.

Inga hjalpmedel ar tillatna vid tentamen.

Pa skrivningens baksida finns det dock ett antal formler som ni far anviinda.

OBS: For full podng krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vilmotiverade 16sningar som &r litta att folja. Markera
dina svar tydligt.

Skillnader mellan SF1632 och SF1683: Kursmalen pa dessa kurser dr vildigt lika. Pa den hir tentan sa &r alla
uppgifter samma utom uppgift 4. Losningsforslaget innehaller darfor tva olika varianter av uppgift 4, en for SF1632 och
en for SF1683.

Del 1.

1. Los foljande initialvirdesproblem

Uge (2, 1) = ug(x, ) for x € (0,7/2) och t > 0
u(0,t) = u(rw/2,¢t) =0 fort>0
u(z,0) =z for x € (0,7/2).

[4 poing]

Losningsforslag fraga 1: Vi ansétter u(x,t) = X (x)T(t) och sétter in detta i PDE:m vilket ger

X&) _ T'(1)
X(x)  T()

X"(2)T(t) = X(2)T'(t) = =+)\2,

dér A maste vara en konstant eftersom VL &r oberoende av ¢ och mittenledet oberoende av z.

Vi far tre fall: I fall 1 ndr A = 0 s& kommer X" = 0 vilket ger att X(x) = axz +b. Om X (0) = X(w/2) = 0, sdsom
randdata kréver, s ger X (0) = 0 att b = 0 och dérfor sa dr an/2 = X(7/2) =0, d.v.s. dven a = 0. Saifall 1 s &r
X (z) = 0. Dessa l6sningar &r triviala och darfor ointressanta.

I fall 2, om A > 0 och vi har “4-"-tecken s kommer X" — A\2X = 0 vilket ger att X (x) = ae’® 4 be™**. Om vi siitter
in randdata X (0) = X (7/2) = 0 sa far vi f6ljande linjdra ekvationssystem

o L ][3]- (4]

Eftersom determinanten till matrisen &r e=*™/2 — e*/2 £ 0 nér X > 0 sa far vi endast triviala I6snignar i fall 2.

I fall 3, ndr A > 0 och vi har “ —" —tecken s& far vi att
X"(x) + N?X(x) = 0= X(2) = acos(\z) + bsin(\z).

Randdatat X (0) = 0 implicerar att a = 0 och randdatat X (7/2) = bsin(An/2) = 0 implicerar att antingen si &r b = 0
(vilket ger triviala 16sningar igen) och/eller sa &r Aw/2 = 7n, for n =1,2,3, ...
Vi kan da slutsatsen att det enda fallet déar vi far icke triviala l6sningar dr da A = 2,4, ...,2n, ... och da &r

X(z)T(t) = by sin(2mc)e_4”2t.
For att uppfylla initialdata sa anvinder vi att virmeledningsekvationen dr linjir och ansétter att
> 2
u(z,t) = Z by, sin(2nz)e 4"t
n=1
Funktionen u(z,t) kommer da att uppfylla differentialekvationen och randdata (givet att serien konvergerar). For att

uppfylla initialdata sa véljer vi b, sa att

u(z,0) = Z by sin(2nz) = z for x € (0,7/2).

n=1

For att hitta b, s& multiplicerar vi foregaende ekvation med sin(2mz) och integrerar 6ver (0,7/2), detta ger

00 /2 /2
Z bn, / sin(2nz) sin(2max)dz = / x sin(2max)dx. (1)
- Jo 0



sin(2max) dr —

1 (/2 d?
1 (9ng) &S (2mT)
/0 sin(2nx) U2

For att berdkna VL sa berdknar ntegralerna i serien var for sig. Vi borjar med att titta pa fallet da m # n:
n2 /2
— sin(2na) sin(2ma)dz,
m? J,

/2
in(2 in(2 der =———
/0 sin(2nx) sin(2ma)dx 2

dir jag av littja inte skrev ut tva partiella integrationer. Eftersom n # m sa kan vi slutleda att
/2
/ sin(2nx) sin(2ma)dx = 0.
0

1 — cos(4mz) ™
de =T
2 T

Om n =m sa far vi att
/2 /2
/ sin(2nz) sin(2maz)dr = /
0 0

d cos(2mzx) do —

Sétter vi in detta i (1) sa far vi att
4 w/2 ) /2
/ xsin(2ma)dx = —/ r——=
0 mm Jg dx

b = —
7r
2 71'/2
/ cos(2ma)dx =
0

-2 —
) r=m/2
— [x cos(2ma)],—y/ " + o
B (71)m+1
- m
-1 n+1

Vi far darfor att
- ( ) —4an?t
H=y 2
u(e,t) = > ) )e

sin(2nx

n=1

2. Givet att Laguerrepolynomen L, (z) = %D”(m"e‘ﬁ) ir en ortonormal bas pa L?((0,00),e™%), d.v.s. pA rummet med

vilket ar vart svar.
inre produkt given av
(o) = | g s
0

Vidare 1at f(x) = 34 2z. Utveckla f(x) i en Fourier-Laguerre serie
f(z) ~ Z cnLy ().
n=0
[4 poing]

o0

f(x) = Z<f7 en)en.

n=0
(2)

Lésningsforslag fraga 2: For varje ortonormal bas eg(x), e1(x), ea(x), ... s kan man skriva

Vi maste darfor berdkna
(f, Ln)-
Om vi observerar att L, (z) dr ett polynom av grad n s inser vi att det récker att berdkna (2) fér n =0 och n = 1.

(f.Lo) = /0w<3+2x)e-wdx =

* de™®

= [—36_ }0 —2/0 x .

For n =0 far vi
dr =

P& samma satt berdknar vi

Vi far darfor



3. Antag att §(w) = 1V+‘:ji och att

—_— i|w|e_‘w‘5/2

frglw) = ot
Berdkna f(0).

Du far anvinda foéljande formler utan motivering;:
1. f(w) = fR f(x)e ™o dx.

2. fxg(x f]R x —t)g(t)dt

3. Jrg(w) = f@)gw)

- Plw) = iwf(w)

5 f(@) = lmposoe g [1 fw)e™ dw

W

_3l=l o
6. om h(x) =xze "z si kommer
- 6iw

hw)=——"—"7"—"—.
) ((3/2)2 +w?)’
[4 poiing]
Losningsforslag fraga 3: Enligt 3 och den givna Fouriertransformen av g sa far vi

—

. . _‘w‘s/z A i
Frg(e) = fe) L e ) — i e

1+ w 1+ w?

Om vi anvénder formel 4 s& far vi att 5
"w) = —wy/|w]e™ ",

Inversformeln ger nu att
f/(0) = lim —/ wy/Jwle 11 e 0y,

Men detta maste vara noll eftersom ™0 = 1 vilket gér att vi integrerar en udda integrand 6ver ett jimt intervall. Det
foljer att Svar: f'(0) = 0.

4 (SF1632). Lat ag = a; = 1 och

Apt2 — 2an41 + an = f(n) forn=0,1,2, ... (3)
dar
0 om n = 4k
_ 1 omn =4k +1
fn) = 0 omn =4k + 2

—1 omn=4k+3
Hitta ett uttryck for a,, som géller for allan =0,1,2,3, ...

Du far anvinda foljande formler:

1. for k>0
Z(z(n+ k) = 2 X(2) — 2*2(0) — 2 Le(1) — ... — za(k — 1)
2. Z(b") = Zi,,
3. Z(nb") = 5
4 2 (sin (3)) = =5
5. Z(a(n - k)O(n — k) = X (2)



dir Z(z(n)) = X (z) star {or z-transformen av z(n) och

1 omn>0
9(”)_{ 0 omn <0.

Losningsforslag Fraga 4 (SF1632). Vi observerar att f(n) = sin (47). S& om vi tar z-transformen av relationen
(3) far vi, dér vi anvéinder notationen Z(a,) = A(z),

2 2 <
A(z) — 2zA A(z) — — 2za9 = ———
2°A(z) — 2zA(2) + A(z) —z%ap — za1 + 2zag R
=—2z(z—1)
dér vi satte in virderna ay = a; = 1. Vi kan skriva om detta som
z z
A(z) = .
@) =G TE o
En partialbraksuppdelning visar att
1 1 1 z 1 1 z
A(z)=0 — 0 - = . 4
(2) =0 oo PO T T2t e )

Vi ser nu, fran formel 3 (med b = 1) och formel 5 (med k = 1), att

z (;(z_11)2> — %(n —1)em -1

P& samma sétt (fran formel 4 och formel 5) far vi

z1 <;z21—&—1) = %sin ((”_21)”) O(n—1)

samt att

Tar inverstransformen av bada led i (4) sa far vi
1 .
ap, = §(n —1)0(n—1) — =sin (

Svar fraga 3 (SF1632):

4) (SF1683):
Los foljande initialvirdesproblem med Laplacetransformen

y" () + 59/ (t) + 2y(t) = h(t)
y(0) =1 y'(0) = —4,
dar

t omt>2
h(t)_{ 0 omt<2.

Du far anvinda foljande formler utan motivering.
L L(F(0)(s) = P(s) = [ F(t)e"dt

2. LOfO(1))(s) = s"F(s) = s" 7 f(07) = s"2f(07) — . = f*7D(07).

1 fort>0

.. .. . >
0 fort<0 ar Heaviside funktionen och 7' > 0.

3. L(O(t —T)f(t—T))(s) = e~ T5F(s) dir O(t) = {

4. L) (s) =

5. L(t"e ) (s) = —2 oy for n=0,1,2, ...

(s+a)"F1



Losningsforslag Fraga 4 (SF1683). Vi observerar att vi kan skriva
h(t)=0(t —2)g(t —2) medg(t)=1t+2.

Darfor sd kommer (formel 3)
L(h(t))(s) = e">*G(s),

dar
defst

dt

G@)ﬂm@)ém@+me“ﬁ1£m@+m gt —

= [t +2)e s> 4+ = St ="~
s [( +2)e ]0 S/o ‘ 52

Om vi Laplacetransformerar differentialekvationen, anvinder formel 2 samt begynnelsedata, sa far vi

9 2s+1 ,
s2Y (s) —s + 4+ §(sY(s) -1 +2Y = %6_2‘5.
S
Vi kan skriva om detta som
vis)= 2y L 5)
y C s2(s+4)  s+4
En standard partialbraksuppdelning ger att
2 11 11 1 1

P44 B8s 252 (Bstd

Vi kan dérfor skriva (5) som
11 ,, 11 _,, 1 1
e84 1
8s

— ——e .
2 52 8s+4 s+4
Om vi tar inverstransformen av bada led si far vi

y(t) = —%cfl (ie%) ) + %tl (32625) ) + éc* (S i 4@25) (t)+ £ (S i 4) (t).

Genom att anvinda formel 4 (med a = 0) och formel 3 (med T = 2) sa far vi

Y(s) =

£t <e25> (t)=0(t —2)

och pa samma sétt far vi

1
L1 (5 m 46_25) (t) = 6_4(t_2)@(t —2),

och (om vi anvéinder formel 5 med n = 1 istéllet for formel 4) sa far vi

£t <812625) (t) = (t —2)0(t — 2).

Vi far darfor att vart svar blir

1 1 1
y(t) = —gOt—2)+ 5(t=2)0(t —2) + e IOt —2) + e =7 + (_8

9t 1 a2 _
+ 5 + g€ ot —2).

Del 2.

5. Lat K, (t) vara en foljd av positiva integrationskirnor ("positive integration kernels") pa R och definiera en f6ljd av
tempererade distributioner ¢,, enligt

%m=AM@ﬂ@@

Finns det nagon tempererad distribution v s& att

lim ¢, [f] = 4[f]

n—oo

for alla funktioner f € S (hér star S f6r Schwartzklassen)?
Om 1) existerar, berdkna 1.

[4 poiing]



Losningsforslag fraga 5: Definitionen av distributionsderivatan ar ¢!,[f] = —¢,[f’]. Déarfor sd kommer

Gl = = [ Ko (=i ==K+ 1(0)

Eftersom f € S s& kommer f att vara oéndligt deriverbar vilket implicerar att f’ ir en kontinuerlig funktion.
Vi vet att om K, dr en foljd positiva integrationskiirnor sd kommer, fér varje punkt zo dar f’ dr kontinuerlig

lim K, * f’(xo) = f/(xO) = 5zo[fl] = *5;0 [f],

n—oo

dér d,, dr Diracs deltafunktion med stod i zo.
Vi kan dérfor dra slutsatsen att for alla f € S

lim ¢'[f] = — lim 6[f] = — lim K, « f'(0) = —1'(0) = 4]

n— oo n—oo

Vart svar blir saledes att en saddan distribution existerar och dr lika med d;.

Svar fraga 5: En sadan distribution 1 existerar och ¢ = §j.

6. Formulera och bevisa Riemann-Lebesgues Lemma.
[4 poing]

Losningsforslag fraga 6: Se Theorem 2.2 pa sidan 25 i Vretblad.



