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Losningsforslag till mastarprov 2: komplexitet

1. Trott robot

Vi bevisar att problemet ligger i NP genom att visa hur man i polynomisk tid kan verifiera
en ja-instans givet en beskrivning av robotens vig genom rutnétet. Lat robotens k rorelser
genom rutnéitet beskrivas av en string movements[l..m], dir varje rorelse beskrivs av ett
tecken: V (ga snett ner till vinster), > (g snett ner till hoger), A (backa snett upp till hoger),
< (backa snett upp till vénster). Verifikatorn maste kontrollera att roboten héller sig inom
rutnétet, att den backar hogst en gang, att den slutar i ruta (n,n) och att den pa sin viig
plockar upp exakt m gram osmium.

VerifyTiredRobot(n, m, Os[1..n, 1..n], movements) =
z— Ly+1
backings < 0
k < movements.length(); sum « Os[z,y]
if £ > 2n then return false
fori<+ 1 tok do
case movements|il:
Viz—xz+1
>hy+—y+1
AN x 4+ x — 1; backings < backings + 1
"<y +—y — 1; backings < backings + 1
default: return false
ifr<lorz>nory<1ory>nor backings > 1 then return false
sum < sum + Os[z,yl; Os[z,y] < 0
return z = n and y = n and sum =m

Verifieringen gar i linjir tid i ldngden av indata med bade enhetskostnad och bitkostnad,
eftersom slingan gar O(n) varv och algoritmen bara gor konstant arbete i varje varv av
slingan, forutom summeringen av tal som tar linjar tid i talens storlek med enhetskostnad.

Vi visar sedan att problemet &r NP-svart genom att reducera problemet delméngdssumma
till trottrobotproblemet.

SubsetSum(P[1..N], K) =
n<+< N+2
for i+ 1 tondo
for j «— 1 ton do
Osli, j] < 0
for i+ 1 to N do
Osli +1,i + 1] « P[]
m <+ K
return TiredRobot(n, m,Os[1..n,1..n]])

Vi ldgger alltsa delméngdsproblemets ickenegativa tal pa diagonalen i osmiummatrisen men
lamnar Osl1, 1] och Os[n, n] tomma. Inget osmium finns p& nagot annat stille i rutnétet.

Reduktionen dr uppenbart polynomisk (linjir i indatas langd). Lat oss visa att den ar korrekt,
det vill sdga att det existerar en delmidngd med summa K om och endast om det existerar
en tillaten vig for roboten som ger exakt m = K gram osmium.



Anta att det finns en delméngd A C P med summa K. Lat roboten réra sig genom rutnétet
s& att den passerar dom diagonalrutor som motsvarar talen i A men inte nagra andra di-
agonalrutor (férutom start- och slutrutorna). Det &r ldtt att undvika 6vriga diagonalrutor,
till exempel genom att man rundar 6vriga diagonalrutor pa hoger sida. Denna vég uppfyller
kraven pa en tillaten robotvig som har summa m = K och inte anviinder nagon backning
alls.

At andra hallet, anta att det finns en tillaten robotvig som ger exakt m = K gram osmium.
Eftersom det bara finns osmium pé diagonalen sa réacker det att halla koll pa vilka diagonal-
rutor som vagen passerar. Summan av dessa dr K, och summan av motsvarande tal i P &r
forstas ocksa K, varfor dessa tal bildar en delméngd med sokt summa.

Darmed ar NP-fullstdndigheten bevisad.

. Farggrann kub av tirningar

Lat KUB vara problemet i uppgiften, och 1lat KAKEL vara problem 1 fran foéreldsning 23.
Vi vet att KAKEL &r ett oavgdrbart problem. Foér att visa att KUB ocksa ar oavgdrbart
reducerar vi KAKEL till KUB med en karpreduktion.

For varje typ av kakelplatta skapar vi en typtérning som har fargen gul pa bade framsida och
baksida, och samma farger som kakelplattan pa de 6vriga fyra sidorna: uppat, héger, nedat
och vanster pa plattan motsvarar 6versida, hogersida, undersida respektive vénstersida pa
tarningen.

Reduktionen gar i linjar tid (vilket i hogsta grad ar andligt).

Det gar att hitta ett korrekt kakelmdster om och endast om det fér varje n gar att pussla
ihop en n x n X n-kub med motsvarande tarningar:

(a) Antag att det finns ett korrekt kakelménster. D& kan vi pussla ihop varje lager i kuben,
fran det framre till det bakre, pa4 samma sétt som i kakelmostret. De olika lagren kan
alltid kombineras eftersom alla tdrningar &r gula pa bade fram- och baksida.

(b) Antag att det finns en korrekt kub. D& kan vi gora en korrekt kakling genom att anvinda
monstret fran det framre lagret i kuben.

Reduktionen ar alltsa korrekt.

Lat oss nu visa att det gar att verifiera nej-instanser i dndlig tid, givet ett motexempel. Att
svaret dr nej innebér att det inte gar att pussla ihop en n x n x n-kub for varje n. Det betyder
att det existerar (minst) ett specifikt n for vilket det inte gar att pussla ihop en n x n x n-kub
av typtérningarna. Lat detta virde n utgéra vart motexempel. Det vi ska verifiera ar da att
det inte &r mojligt att pussla ihop en n X n x n-kub av typtérningarna.

Verifikatorn testar alla mojliga tarningskombinationer som ger en kub av storlek n x n x n.
Om négon av dessa kombinationer bildar en korrekt kub (som &verensstdmmer i farg pa
alla sidor som ligger mot varandra) sa returneras falskt. Om inte ndgon av kombinationerna
bildar en korrekt kub returneras sant.

Eftersom det finns m st%lcken olika térningar att testa pa varje position i kuben sa blir
tidskomplexiteten O(m(")), vilket #r #ndlig tid.

Dérmed har vi visat att KUB ar co-R.E.-fullstdndigt.

. Konstruktion av vig for trétt robot
Vi antar att det finns en algoritm CanGetExactAmount(n,m,Os[1l..n,1..n]) som loser (det
NP-fullstindiga) beslutsproblemet.

Vi konstruerar en 16sning i tva steg. Forst tar vi reda pa vilka rutor i rutnétet som roboten
besdker under sin vandring fran ruta (1,1) till ruta (n, n). Dérefter foljer vi robotens vandring
uppifran och ned och noterar hur roboten rort sig.



For att avgora vilka rutor i rutndtet som roboten besdker under sin vandring prévar vi
oss fram till vilka rutor som roboten inte behover besoka. Vi gar igenom rutorna i tur och
ordning och provar att sdtta rutans osmiuminnehall till m+ 1. En robot som péa sin vandring
plockar upp totalt m gram osmium kan aldrig bestka en ruta dar det ligger m + 1 gram
osmium. Med CanGetExactAmount kollar vi om det fortfarande finns en 16sning med den
modifierade osmiummatrisen. Om det inte finns det vet vi att rutan besoks i den vandring vi
soker och vi aterstéller rutans osmiuminnehall. Men om det fortfarande finns en 16sning med
den modifierade osmiummatrisen sa vet vi att rutan inte behéver bestkas och vi behaller
den stora osmiummangden i rutan.

Nér alla rutor i rutnétet gatts igenom vet vi precis vilka rutor som roboten behdver besoka.
Vi kan nu f6lja robotens vandring genom dessa rutor.

Om roboten gjort en backning tillbaka till ruta (x,y) kommer det att synas genom att bade
(x + 1,y) och (x,y + 1) besoks av roboten. Vilken av dessa rutor som bestks sist kan vi
se genom att titta ytterligare ett steg fram: om (x 4 2,y) besdks s& méste roboten ga till
(x,y + 1) forst, backa till (z,y) och sedan ga till (z + 1,y) och (z + 2,y); om inte (x + 2,y)
bestks s& kan roboten ga till (x + 1,y) forst, backa till (x,y) och sedan ga till (x,y + 1) och
vidare till antingen (z + 1,y + 1) eller (z,y + 2). Nagon ytterligare méjlighet finns inte.

Om roboten inte gjort en backning tillbaka till ruta (z,y) si ar det bara att kika pa om ruta
(z+1,y) besoks av roboten, for dd méaste roboten gi nedat — annars maste den ga at hoger.

ConstructExactAmount(n, m, Os[l..n, 1..n])=
if not CanGetExactAmount(n, m, Os[l..n, 1..n]) then return
for x < 1 ton do
for y < 1 ton do
oldOsValue < Os[z,y]
Oslz,y] < m+1
if not CanGetExactAmount(n,m,Os[l..n,1..n]) then
Oslz, y] + oldOsValue
assert I en 16sning besoker Roboten rutorna i Os som inte har m + 1 gram osmium
r+— 1 y+1
movements <—
while z <n Ay <n do
inv Losningsstigen fram till (z,y) beskrivs av movements
ifr<nAy<nAOsz+1,y] <mAOs[z,y+ 1] < m then
ifz+2<nAOs[z+2,y] <m then
x < = + 1 movements.append(”><\V")
else
y < y + 1; movements.append(”VA>")

77 // ingen 16sning finns

999

else
ifz <nAOs[z+1,y] <m then
z + x + 1; movements.append(”V”)
else
Yy < y + 1; movements.append(”>")
assert Losningsstigen fram till (n,n) beskrivs av movements
return movements

Att konstruktionen av movement ar korrekt visas enkelt med hjélp av resonemanget ovan
tillsammans med assertsatserna och invarianten i whileslingan.

Algoritmen gér n? — 2 anrop till CanGetExactAmount (fér vi behéver inte anropa den for
rutorna (1,1) och (n,n) eftersom dessa ingér i varje vandring). Algoritmens 6vriga arbete &r
linjart i indatas storlek, bade med enhetskostnad och bitkostnad.



