Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, h6sten 2020

Losningsforslag till mastarprov 1: algoritmer

1. Dator med extra bitoperationer
Vi l6ser problemet med dekomposition. Vektorn delas upp i tva halvor och rekursiva anrop
gors nar det finns minst en etta i den halvan.

// NumberOfOnes returnerar antalet ettor i bitvektorn v.
func NumberOfOnes(v):
n = v.len
if n ==
return O
if n ==
if v[0] ==
return O
else
return 1
sum = 0
mid = 1 + (n-1)/2
if 'IsZero(v, 0, mid-1)
sum += NumberOfOnes(v[:mid])
if !IsZero(v, mid, n-1)
sum += NumberOfOnes(v[mid:])
return sum

Tidskomplexitet

Vi kan anvidnda anropet till funktionen NumberOfOnes som karakteristisk operation nar vi
berdknar tidskomplexitet — alla 6vriga operationer i funktionen tar nimligen O(1) tid att
berdkna.

Varje etta i vektorn motsvarar ett av 16ven i anropstridet, och fér att na ett 16v kravs
det O(logn) anrop — vektorns storlek halveras ndmligen vid varje anrop. Det totala antalet
funktionsanrop blir darfér O(1 + klogn).

Korrekthet

Algoritmen &ar korrekt om den uppfyller sin specifikation, dvs for varje bitvektor v ska den
returnera antalet ettor i bitvektorn. Man kan bevisa korrektheten av algoritmen med ett
induktionsbevis. Basfallet visar man genom att titta pa koden dar n &r noll eller ett. In-
duktionsantagandet innebér att funktionen returnerar det korrekta vérdet for alla vektorer
kortare &n n, n > 2. Da aterstar bara att kontrollera att de rekursiva anropen sker pa
vektorer av korrekt langd och att summan berdknas korrekt.

Alternativ 16sning

Man kan ocksa 16sa uppgiften med hjélp av upprepad binérsékning. Man kan till exempel
borja med att bindrsoka efter den forsta ettan i vektorn. Detta tar O(logn) tid. Dérefter
nollstéaller man denna etta och fortsitter pa samma sitt med den forsta ettan som aterstar.
Det blir d& k s6kningar, som var och en tar O(logn) tid.



2. Trott robot

Indata ar ett naturligt tal n och en heltalsmatris Os[l..n,1..n] som for varje position anger
hur manga gram osmium det finns i motsvarande ruta.

Om roboten inte hade kunnat backa sa hade problemet varit samma som triangelstigspro-
blemet i forberedelseuppgifterna till foreldsning 10, fast med tva trianglar som bildar en
kvadrat. Triangelstigsproblemet 16stes med dynamisk programmering. Léat oss déarfor forsdka
16sa vart problem med dynamisk programmering med en liknande rekursion.

Utvidga matrisen med en ram av element som &r —oo, dvs pa rader och kolumner med
index n 4 1. Detta gor att rekursionen blir enklare att formulera, eftersom vi inte behdver
specialbehandla kanten av rutnitet da.

Lat delproblemen vara den maximala mangden osmium som kan samlas in fran och med
ruta (z,y) ner till (n,n) for varje vérde pa = och y mellan 1 och n. Vi behover ocksé halla
reda pa om roboten har genomf6rt sin backning eller inte. Vi lagrar delproblemens 16sningar
i en tredimensionell struktur S[0..n,0..n,0..1] dér den forsta dimensionen anger x, andra
dimensionen anger y och tredje dimensionen anger antalet backningar som gjorts pa vigen
fran (z,y) till (n,n) (0 eller 1). Roboten borjar inte med att backa, sa fran (x,y) gar den
antingen till (x + 1,y) eller (z,y + 1).

Det vérde vi soker ar S[1, 1, 1]. Basfallet &r S[n,n,0] som &r Os[n, n| per definition. Vi kan
ocksé sétta S[n, n, 1] till Os[n,n] trots att roboten inte kommer att backa. Det fallet intréffar
om roboten inte behoéver gora négon backning i en optimal vig fran (1,1) till (n,n). Rad
n+ 1 och kolumn n+ 11 S kan vi fylla med nollor sa blir rekursionen enklare att formulera,
eftersom vi inte behdver téanka pa att vi 4r i kanten av rutnétet da.

Nér roboten kommer till rutan (z,y) s& himtar den upp Os|z,y] gram osmium. Sedan gar
den antingen till (z 4+ 1,y) eller (x,y + 1). Om roboten sedan inte backar tillbaka till (x,y)
s& ar rekursionen for S[x,y,b] enkel. Vi tar helt enkelt storsta virdet av S[z + 1,y,b] och
S[z,y + 1,b] och lagger till Os[z, y].

Om roboten gor en backning till (z,y) sd méste den ha backat fran antingen (x 4 1,y) eller
(z,y + 1). Eftersom det inte finns ndgon vinst med att ga ner till en ruta, backa tillbaka
ett steg och sedan ga ner till samma ruta igen s& kan vi anta att roboten efter backningen
gar vidare till den andra mdjliga rutan. Det finns déarfor bara tva mdéjliga fall dar roboten
efter backningen hamnar i (z,y). Forsta fallet &r att roboten gér till («,y + 1) och samlar
Oslz,y+1] gram osmium, backar tillbaka till (z, y) och sedan fortsétter till (z+1,y) utan att
dérefter gora nagra ytterligare backningar (alltsd Sz + 1,y,0])). Andra fallet ar att roboten
gar till (z + 1,y) och samlar Os[x + 1, y] gram osmium, backar tillbaka till (x,y) och sedan
fortsatter till (z,y + 1) utan att dérefter gora nagra ytterligare backningar.

Rekursionen blir darfor:

0 diz=n+1

0 ddy=n+1

Os[n, n] ddrz=y=n

Sy, b] = max(S[z + 1,y,0], S[z,y + 1,0]) + Os[z,y] daz<n,y<n,b=0
T max(S[z + 1,, 1],
Slz,y + 1,1], ] -
Oslz,y + 1]+ Slz +1,y,0], diz<n,y<n b=1
Oslz +1,y] + S[z,y + 1,0]) + Osz, y]
Beridkningsordning

Forst berdknar vi hela S for b = 0 och dérefter hela S for b = 1. For varje b-viirde berdknar
vi matrisen diagonalvis efter 6kande avstdnd fran den understa punkten i rutnétet, alltsa
det nedre hogra hornet 1 S, dvs efter avtagande virde pa = + y. Da kommer vi alltid att ha



rédknat ut varje S-element innan vi behover anvinda det for att berdkna ett annat S-element
enligt rekursionen.

TiredRobot(n, Os[1..n,1..n]) =
fori+ 1 ton+1do
Osli,n + 1] < —oc0
Os[n + 1,i] + —o0
Sli,n+1,0] < S[i,n+1,1] + 0
Sln+1,4,0] « S[n+1,i,1] + 0
Sin,n,0] < S[n,n,1] < Os[n,n]
assert Basfallen ar korrekt berdknade, liksom kolumn n + 1 och rad n + 1 i matriserna
for zysum < 2n — 1 downto 2 do
for © + 1 to min(n,zysum) —1 do
Y zTYSum —
Slz,y,0] + max(S[x + 1,y,0], S[z,y + 1,0]) + Os[z, y]
assert S[z,y,0] ar korrekt berdknade for alla  och y
for zysum < 2n — 1 downto 2 do
for z < 1 to min(n,zysum) — 1 do
Y zTYSum —
Slx,y, 1] + max(S[z + 1,y,1], S[z,y + 1, 1],
Os[z,y + 1]+ S[z + 1,y,0],
Oslz + 1,y] + S[z,y +1,0]) + Osz, y]
assert S[z,y, 1] ar korrekt berdknade for alla z och y
return S[1,1,1]

Tidskomplexitet

Den forsta for-slingan gar O(n) varv. Dom néstlade forslingorna gar igenom alla rutor (utom
en), dvs gar n? varv var. Inuti varje niistlad forslinga gérs bara konstant arbete. Tidskom-
plexiteten blir dérfor O(n?).

Korrekthet

For att motivera korrektheten for algoritmen behdver vi visa att for varje probleminstans
(korrekt indata) returnerar algoritmen den maximala méngd osmium som roboten kan plocka
upp.

Eftersom det ar en dynamisk programmeringsalgoritm ska vi dels visa att rekursionen korrekt
beskriver delproblemlésningarna och dels att pseudokoden korrekt implementerar rekursio-
nen och returnerar ratt vérde.

Att rekursionen &r korrekt har vi motiverat ovan. Vi har ocksd motiverat att berdkningsord-
ningen fungerar. Delproblemet S[1, 1, 1] ger den sokta 16sningen, vilket &r det som algoritmen
returnerar pa sista raden i pseudokoden. Det enda som aterstar &r att visa att algoritmen
innan den returnerar har beriiknat alla virden for S[z,y, b] enligt rekursionen och att berdk-
ningsordningen foljs. Beréikningsordningen séger forst att S forst ska beréknas for b = 0 och
dérefter for b = 1, och for varje b ska S[z,y,b] berdknas diagonalvis efter 6kande avstand
fran nedre hogra hornet, dvs for minskande virde pa summan x + y, vilket stdmmer med
algoritmen. (Vi behover inte ange invarianter i 18sningen till uppgift 2.) Det dr enkelt att
kontrollera att tilldelningarna till S gors enligt rekursionen. Dérmed &r korrektheten visad.

Alternativ 16sning

Alternativt till ovanstaende kan vi lata delproblemen vara den maximala méngden osmium
som kan samlas in fran startrutan (1, 1) fram till ruta (z, y) for varje virde pa x och y mellan
1 och n. Vi lagrar delproblemens losningar i en tredimensionell struktur M|0..n,0..n,0..1]
dér den tredje dimensionen anger antalet backningar som gjorts fram till ruta (z,y) (0 eller

).



Det vérde vi soker &r M[n,n,1].

Nir ingen backning gors ar rekursionen for M|z, y,b] enkel. I férra steget méaste roboten
ha varit i antingen (z — 1,y) eller (,y — 1). Och nér roboten kommer till rutan (x,y) sa
hiamtar den upp Os[z,y| gram osmium. Vi tar darfor det storsta virdet av M|z —1,y,b] och
Mlz,y — 1,0] och lagger till Os[z,y].

Om roboten har gjort en backning och sedan gar ner ett steg och hamnar i (z,y) sd maste
den ha utgétt fran antingen (x — 1,y) eller (x,y — 1), gatt ner ett steg, backat tillbaka och
sedan gatt ner till (z,y). Naturligtvis finns det ingen vinst med att ga ner till (z,y), backa
tillbaka ett steg och sedan gé ner till (z,y) igen, s& detta kan vi bortse fran. Det finns déarfor
bara tvd mojliga fall dir roboten kan ha backat och sedan hamnat i z,y). Forsta fallet ar
att roboten kom fran (x — 1,y), gick ner till ( — 1,y + 1) och samlade Os[x — 1,y + 1] gram
osmium, backade tillbaka till (x — 1,y) och sedan gick till (z,y) och samlade in Os[z,y].
Andra fallet dr att roboten kom frén (z,y — 1), gick ner till (x + 1,y — 1) och samlade
Os[z + 1,y — 1] gram osmium, backade tillbaka till (x,y — 1) och sedan gick till (z,y) och
samlade in Os|z, y].

Rekursionen blir darfor:

0 daz=0
0 diy =0
max(M|x —1,y,0], M[z,y — 1,0]) + Os[z, y] ddz>1,y>1ochb=0
Mlz,y,b] = ¢ max(M[zx —1,y,1],
Mlz,y —1,1], .
Mz —1,y,0] + Os[z — 1,y + 1], dazr=>1y=>Tochb=1
M[.Q?,y— 1?0] +OS[$+1’y_ 1])—&-08[1‘,:1]}

Berdkningsordning? Forst berdknar vi hela M for b = 0 och dérefter hela M for b = 1.
For varje b-virde berdknar vi matrisen efter 6kande avstand fran Svre vinstra hornet, dvs
efter 6kande viarde pa x + y. Da kommer vi alltid att ha rdknat ut varje M-element innan vi
behover anvanda det for att berdkna ett annat M-element enligt rekursionen.

. Lite mindre trétt robot

Jamfort med 16sningen till uppgift 2 behover vi utoka strukturen S med ett tredje lager f6r
b = 2. Rekursionen fér b = 0 och b = 1 ar oféréandrad. Vi behover bara lagga till fallet z < n,
y < n, b = 2. Om roboten backar vid tva olika tillfdllen under sin vandring (dvs inte tva
ganger i rad) s& ser rekursionen for den andra backningen ut p& motsvarande sitt som den
forsta backningen, bara med skillnaden att b &r ett sndpp hogre.

Vi behover nu utreda vad som hénder om roboten backar tva ganger i rad, och efter dessa
backningar &r tillbaka i ruta (z,y). Nar forsta backningen sker méaste roboten vara i nagon
av rutorna (z + 2,y), (z + 1,y + 1) och (z,y + 2). Efter forsta backningen méste roboten
befinna sig i ndgon av rutorna (z + 1,y) och (z,y + 1). Nar roboten backat tillbaka till (z,y)
och gar framéat igen s& vinner den inget pa att g tillbaka till samma ruta igen, sa i en
optimal vandring kommer bada rutorna (x4 1,y) och (z,y+ 1) att besokas. Efter nésta steg
ar roboten i en av rutorna (z +2,y), (r+ 1,y + 1) och (z,y + 2), och av samma skél si kan
det i en optimal vandring inte vara samma ruta som den varit i tidigare.



Rekursionen blir darfor:

0 ddn+1<zx<n-+2
0 dan+1<y<n+2
Osln.n] dir—y—mn

max(S[z + 1,y,0],S[z,y + 1,0]) + Os[z,y] dadz<n,y<n,b=0
max(S[z + 1,y,1],

Slx,y +1,1], . _
Osle.y + 1] + Slz + 1,4, 0], darx<n,y<n,b=1
Oslz +1,y] + S[z,y +1,0]) + Osz, y]

max(S[z + 1,vy, 2],
Slz,y+1,2]

S[:L'vyvb]: Os[x7y—|—1]+5[$+17y71]7

Oslz + 1,y] + S[z,y + 1,1],
max(S[z +2,y,0] + Os[z + 1,y + 1],
Slx +2,y,0] + Os[z,y + 2], ddz<n,y<n,b=2
[+ 1,y+1,0] 4+ Os[z + 2,y],
[+ 1,y +1,0] + Os[z,y + 2],
[z, +2,0] + Os[z + 2,y],
[,y +2,0] + Oslxz + 1,y + 1))+
+0s[x + 1,y] + Os[z,y + 1])+
+0s]z, y]

S
S
S
S

Det maximala véirdet finns sedan i S[1, 1, 2].

Berékningsordningen blir samma som i l6sningen till uppgift 2 utvidgad med ett tredje lager.
Forst berdknar vi hela S for b = 0, dérefter hela S for b = 1 och sist hela S for b = 2. For varje
b-viirde berdknar vi matrisen diagonalvis efter 6kande avstand fran den understa punkten i
rutnétet, alltsd det nedre hogra hornet i S, dvs efter avtagande virde pa x 4+ y. Da kommer
vi alltid att ha réknat ut varje S-element innan vi behéver anvinda det for att berdkna ett
annat S-element enligt rekursionen.

Lat oss beskriva hur roboten ska rora sig genom rutnétet med hjélp av instruktionerna Vv (ga
snett ner till vénster), > (g snett ner till hoger), A (backa snett upp till héger), < (backa
snett upp till vénster). Under berdkningens gang lagrar vi robotens optimala rorelse (som
kan vara ett steg, tre steg eller sex steg beroende om 0, 1 eller 2 backningar gors) vid det
aktuella ldget i D[z, y, b].

LessTiredRobot(n, Os[l..n,1..n]) =
fori< 1 ton+2do

Osli,n + 1] < Osfi,n + 2] + —o0

Os[n + 1,i] < Os[n + 2,i] + —o0

Sli,n+1,0] « S[i,n+1,1] « S[i,n+1,2] + 0

S[n+1,4,0] + S[n+1,4,1] + S[n+1,4,2] + 0

Sli,n+2,0] < S[i,n+2,1] < S[i,n+2,2] +

Sin+2,4,0] < S[n+2,i,1] < S[n+2,4,2]
Sin,n,0] < S[n,n, 1] < Sin,n,2] < Os[n,n]

Din,n,0] + D[n,n,1] + D[n,n,2] <77
assert ASS| =
Basfallen ar korrekt berdknade, liksom kolumn n + 1,n + 2 och rad n + 1,n + 2 i matriserna
for zysum < 2n — 1 downto 2 do
inv ASSiA
(S[z,y,0] och D[z,y,0] dr korrekt berdknade for alla  +y > aysum, 1 <z <n,1 <y <n)
for © + 1 to min(n,zysum) —1 do
Y < zysum — x



if S[x +1,y,0] > S[z,y + 1,0] then
Slz,y,0] < S[x + 1,y,0] + Os[z,y|; D[z,y,0] +"V’
else S[z,y,0] < S[z,y + 1,0] + Os[z, y]; D[z, y,0] «">"
assert ASS; =
(S[z,y,0] och Dlx,y,0] ar korrekt beriknade for alla 2 och y)
for zysum < 2n — 1 downto 2 do
inv ASS>A
(S[z,y,1] och D[z,y,1] ar korrekt berdknade for alla  +y > zysum, 1 <z <n, 1 <y <n)
for z < 1 to min(n,zysum) — 1 do
Y < TYsum — x
if S[x +1,y,1] > S[z,y + 1,1] then
Slz,y,1] < S[x + 1,y,1] + Os[z,y|; D[z, y,1] <"V’
else S[z,y,1] + Slz,y + 1,1] + Os[z,y]; D[z, y, 1] +">"
if Os[z,y + 1] + S[z + 1,y,0] + Os[z,y] > S[z,y, 1] then
Slz,y,1] < Oslz,y + 1] + S[z + 1,9,0] + Os[z,y]; D[z, y,1] «"><V"
if Os[z 4+ 1,y] + S[z,y + 1,0] + Os[x,y] > S[z,y, 1] then
Slz,y,1] < Oslx + 1,y] + S[z,y + 1,0] + Os[z,y]; D[z, y,1] <"VA>”
assert ASS; =
(S[z,y,b] och D[z,y,b] ar korrekt berdknade for alla z, y och b € {0,1})
for xysum < 2n — 1 downto 2 do
inv ASS3A
(S[z,y,2] och Dlx,y,2] &r korrekt berdknade for alla x +y > zysum, 1 <ax <n,1 <y <n)
for z < 1 to min(n,zysum) — 1 do
Y < TYSUM — T
if S[z+1,y,2] > S[z,y + 1,2] then
Slz,y,2] <+ Sl +1,y,2] + Os[z,y]; D[x,y,2] <"V’
else S[z,y,2] « S[z,y + 1,2] + Os[z,y]; D[z, y,2] <">"
if Os[z,y + 1] + S[z + 1,y,1] + Os[z,y] > S|z, y, 2] then
Slz,y,2] < Oslz,y + 1] + Sl + 1,y, 1] + Os[z,y]; D[z,y,2] «"><V”
if Os[z + 1,y] + S[z,y + 1,1] + Os[z,y] > S[z,y, 2] then
Slz,y,2] « Os[z+1,y] + S[z,y + 1,1] + Osz, y]; D]z, y,2] <"VA>"
if Os[z + 1,y + 1] > Os[x,y + 2] then
maxpart < Slx + 2,y,0] + Os[z + 1,y + 1]; Dmaz <">VA<VV”
else mazpart < S[z + 2,y,0] + Oslx,y + 2]; Dmax <">><<VV”
if S[z+ 1,y + 1,0] + Os[z + 2,y] > mazpart then
mazxpart < Sz + 1,y + 1,0] + Os[z + 2, y]; Dmax <"V V AA>V”
if S[z+ 1,y + 1,0] + Os[z, y + 2] > mazxpart then
maxpart < Sl + 1,y + 1,0l + Os[z,y + 2]; Dmaz «+7>><<V>"
if S[x,y + 2,0] + Os[z + 2,y] > maxpart then
mazpart < S[z,y + 2,0] + Oslz + 2,y]; Dmaz <"V V AAN>>"
if S[z,y+2,0] 4+ Os[z + 1,y + 1] > mazpart then
maxpart < Slx,y + 2,0l + Os[z + 1,y + 1]; Dmax «<"V><A>>7
if mazpart + Oslx + 1,y] + Os[z,y + 1] + Osx,y] > S[z,y, 2] then
Slx,y,2] < mazxpart + Os[x + 1,y] + Os[z,y + 1] + Os[z,y]; D]z, y,2] < Dmaz
assert ASSy = (S[z,y,b] och D]z, y,b] ar korrekt berdknade for alla x, y och b € {0, 1,2})
r— Ly 1,02
path <77
while not (zx =n and y =n) do
inv ASS; A (path beskriver robotens optimala rorelse fran (1,1) till (x,y)
d4 roboten orkar gora b backningar till)
dir < D[z, y,b]
for d <~ 0 to dirlen —1 do
case dir[d] of
Viz—z+1



Shy—y+1
N:x<+—z—1
ry+—y—1
if dir.len > 1 then b < b — dir.len/3
path < path.append(dir)
print "Maximal méngd osmium: 7, S[1, 1, 2]
print "Instruktioner fér roboten: ”, path

Indata bestar av n? tal, och varje algoritm som léser problemet maste titta pa alla tal i indata
(for en algoritm som missar att titta pa nagot tal kommer inte att gora ritt eftersom det tal
som den inte tittat pa skulle kunna vara storre &n summan av alla andra tal, alternativt vara
0) s& n? dr en undre grins for tidskomplexiteten. Algoritmens komplexitet d&r O(n?) (som
mest tva nistlade slingor som vardera gar linjirt manga varv), vilket alltsd dr optimalt.

For att motivera korrektheten for algoritmen behdver vi visa att for varje probleminstans
(korrekt indata) skriver algoritmen ut den maximala méngd osmium som roboten kan plocka
upp, f6ljt av en beskrivning av en vag som ger detta véirde.

Eftersom det &r en dynamisk programmeringsalgoritm ska vi dels visa att rekursionen korrekt
beskriver delproblemlésningarna och dels att pseudokoden korrekt implementerar rekursio-
nen och returnerar ratt virde.

Att rekursionen ar korrekt har vi motiverat ovan. Vi har ocksd motiverat att berdknings-
ordningen fungerar. Delproblemet S[1, 1, 2] ger den sokta losningen, vilket ocksa dr det som
algoritmen skriver ut férst. Det som aterstar &r att visa att algoritmen berdknat alla virden
for S[z,y, b] enligt rekursionen, att D[z, y, b] satts korrekt, och att en optimal stig beréknas
och skrivs ut korrekt.

Berdkningsordningen séger att S forst ska berdknas for b = 0 och dérefter fér b = 1 och
b = 2, och for varje b ska S|[x,y,b] berdknas diagonalvis efter ckande avstand fran nedre
hogra hornet, dvs f6r minskande virde pa summan x + y, vilket stimmer med algoritmen.

Nér varje yttre for-slinga startar dr xysum = n — 1 och enda vérdena som stdmmer in pa
villkoren i invarianten dr x = n, y = n. Basfallen séger att invarianten da &r sann. Efter sista
varvet i for-slingan ar xysum = 1 och alla 1 < z,y < n stdmmer in pa invariantvillkoren, sa
om invarianten ar sann ar den efterfoljande assertsatsen sann.

Det ér (ndgorlunda) enkelt att kontrollera att tilldelningarna till S gors enligt rekursionen
och att motsvarande element i D sitts korrekt, vilket visar att invarianten i slingan &r en
invariant.

Nér while-slingan borjar séger dess invariant att path ska beskriva robotens optimala rérelse
fran (1,1) till (1,1) da roboten orkar gora 2 backningar till, vilket foljer direkt av basfallen.
Efter while-slingan séiger invarianten att path beskriver robotens optimala rorelse fran (1,1)
till (n,n), dvs det vi vill ska skrivas ut. Sist i algoritmen skrivs ocksd path ut. While-
invarianten ar en invariant for slingan om raderna i slingan utvidgar path pa slutet med den
rorelse som roboten i det aktuella ldget optimalt ska gora och uppdaterar laget (x,y, b). Den
optimala rorelsen i (z,y,b) ligger enligt ASSy i D[x,y,b]. Inuti slingan sétts dir till denna
rorelse och sist i slingan laggs dir till pa slutet av path. Uppdateringen av z och y gors
korrekt eftersom varje rorelseinstruktion i dir gis igenom, avkodas och motsvarande x/y
uppdateras. b ska bara &ndras om en backning gors. Om tva backningar gors har dir langd
6, och om en backning gors har dir langd 3. Nar algoritmen darfér minskar b med lingden
av dir delat med 3 kommer darfor b att uppdateras med antalet backningar som goérs i den
aktuella positionen, vilket &r korrekt.

Darmed ar korrektheten for algoritmen visad.



