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1. Logik. Studera nedanstaende tre utsagor:
(pAT)V (=pA=(gT)) (p—=r)A(rva) rV (-pAgA-r)

Tva av dessa utsagor ar ekvivalenta. Den tredje ar inte ekvivalent med de andra tva. Gor en utredning som
visar klart och tydligt vilka tva av utsagorna som &r ekvivalenta. Din utredning beh6ver ocksa motivera varfor
den tredje utsagan inte ar ekvivalent med de andra tva. Metod &r valfri.

Anmdrkning: konnektivet ® dr "exklusivt eller”, dvs q & r dr sann precis da exakt en av q och r dr sanna.

Lésning: Vi sétter upp en sanningstabell med de tre utsagorna. Vi infér ocksa namn pa utagorna enligt

A:(pAr)V(pA-(gaT))
B:(p—=r)AN(rVvyg)
C:rV(=pAgA-r)

Vi bygger sanningstabellen i steg for tydlighetens skull:
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Vi ser att eftersom kolumnerna for B och C' &r identiska sa maste de vara de tva ekvivalenta utsagorna.
Eftersom kolumnen for A sklijer sig fran de andra kolumnerna pa rad 7 kan alltsa inte A vara ekvivalent med
B och C. (Vi skulle ocksa kunnat visa ekvivalensen mellan B och C' genom logiska omskrivningsregler och pa
det viset sluppit att géra sanningstabell fér bade B och C.)

2. Mangdlara. Lat méangderna A, B, C, D vara helt godtyckliga och bilda utifran dessa méangderna
S1=(AuB)N(CUD) Sy=(AnB)U(CND,).
Galler nagon generell delméngdsrelation mellan S; och S97 Vi fragar oss alltsd om nagon av relationerna
S1C Sy eller Sy C Sy

géller generellt, alltsa oberoende av vilka méangderna A, B, C, D &r. Om nagon (eller bada!) av dessa relationer
géller, bevisa det. Om ingen av dessa relationer galler generellt, ge exempel pa fyra méangder for vilka den ena
relationen inte ar uppfylld och fyra (kanske andra) méangder for vilka den andra relationen inte &r uppfylld.

Lésning: Ingen av relationerna galler, vi kan se det genom att vilja
A=0 B=0 C={1,2} D=1{23}
Med dessa val har vi
Si=0)N(CUD) =0 respektiveSy = {2}

och vi har tydligen inte Ss C S;. Genom att kasta om rollerna av A, B,C, D kan vi ocksa se att vi inte har

S1 C Sy.
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3. Funktioner. Lat a € R och f: R — R vara funktionen f(x) = ax. Visa att funktionen &r injektiv om och
endast om den &r surjektiv.

Lésning: Vi ska visa en ekvivalens: f ar surjektiv < f ar injektiv. Beviset far da tva delar:
1. f &r surjektiv = f ar injektiv.
2. f ar injektiv = f &r surjektiv.

Antag att f &r surjektiv. Vi ska nu visa att f & injektiv. Eftersom f &r surjektiv sa finns ett zq for vilket
f(x1) = 1. Men da har vi azy = 1 # 0, det betyder att a # 0. Men om a # 0 sa har vi, fér godtyckliga s, ¢
implikationen

f(8)=ft)=as=at=s=1
vilket precis visar injektiviteten.
Antag omvant att f ar injektiv och lat s # ¢. Eftersom f &ar injektiv sa galler

f(s)# ft) e as#at=a(s—t) #0=a#0
men om a # 0 sa har ekvationen
y=az = f(z)
for godtyckligt y en 16sning i  (z = y/a) vilket &r precis samma sak som att f &r surjektiv.
Beviset ar klart.

4. Inledande talteori. Antag att ged(a,4) = ged(b,4) = 2. Berdkna ged(a + b,4).
Ledning: att ged(a,4) = 2 betyder att 2la men att 22 | a.

Lésning: Att ged(a,4) = ged(b,4) = 2 betyder att
a =2k b = 2ko
dar ki, ko ar tva udda tal. Det betyder att
a+b=2ky + 2k = 2(k1 + k2)

och eftersom kj + ko ar jamnt (summan av tva udda tal &r jamn) har vi tydligen 4|a +b. Men om a+b =4k
sa har vi

ged(a +b,4) = ged(4k,4) =4 - ged(k,1) =4-1 = 4.

5. Relationer. For binara relationer har vi studerat egenskaperna reflexivitet, symmetri, antisymmetri och
transitivitet i kursen. Vi infér nu en femte egenskap hos binéra relationer, vi kallar en binér relation R pa en
méngd A for Euklidisk om

Ve,y,z € A: 2Ry NxRz = yRz.

Visa att en euklidisk relation som ar reflexiv ocksa ar en ekvivalensrelation.

Lésning: Lat R vara en godtycklig binar relation pa en méngd A och antag att R ar bade reflexiv och
euklidisk. Vi ska visa att R &r en ekvivlensrelation, det vill sdga vi ska visa att R ar reflexiv, symmetrisk
och transitiv. Reflexiviteten &r klar sa vi visar till att borja med symmetrin och later darfér z,y vara tva
godtyckliga element i A med xRy. Eftersom R &r reflexiv géller &ven xRz. Vi har alltsa zRy A zRx och
eftersom R ar euklidisk drar vi slutsatsen yRz. Detta visar alltsa att xRy = yRx det vill sdga relationen
ar symmetrisk. For att visa transitiviteten antar vi att x,y, z ar tre godtyckliga element i A som uppfyller
TRy AyRz. Eftersom vi just visat att relationen dr symmetrisk kan vi dra slutsatsen yRx AyRz, men detta ger
precis att Rz tack vare att R ar euklidisk. Vi har alltsa visat 2Ry AyRz = xRz for godtyckliga x,y, z vilket
precis ar transitivitet. Sammantaget har alltsa relationen R alla egenskaper for att vara en ekvivalensrelation
vilket skulle visas.

6. Fordjupad talteori. Visa, med matematisk induktion, utan kongruensrikning, att talet n® 4 2n alltid &r
delbart med 3 for alla positiva heltal n.
Lésning: Vi infor predikatet A(n) < 3|n3 + 2n. Vi ska visa att Vn € Z, : A(n). (Z, = {1,2,3,...}.)
Steg 1. Kontrollera att A(1) &r sann.
A) 3113 +2-13[1+2=3
och eftersom 3 delar sig sjélv sa géller tydligen A(1).
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Steg 2. Nu ska vi visa att A(p) = A(p+1) for alla positiva heltal p. Eftersom vi ska visa en implikation
som antar vi att forledet ar sant, det vill sdga vi antar att for det godtyckliga heltalet p géller
Alp) < 3[p* +2p = Ik e Z: p* + 2p = 3k.
Vi vet inte vilket heltalet k &r, men vi vet att det finns. Med stod av detta ska vi nu visa att A(p+ 1)
galler, det vill siga vi ska visa att
Ap+1) <3 (p+1)>+2(p+1) =3k,
Vi arbetar med vénster led och far
(p+1?*+2(p+1) =p* +3p* +3p+1+2p+2= (p* +2p) + (3p> + 3p+3).
Nu anvander vi induktionsantagandet och ersatter (p3 + 2p) med 3k. Da vi tydligen
p+1)°+20p+1)=3k+3(p°+p+1)=3-(k+p*+p+1)

och tydligen ska k' viljas till k + p? + p + 1, dd kommer A(p + 1) att gilla. Sammantaget har vi visat
att for ett godtyckligt positivt heltal p géller implikationen A(p) = A(p + 1) vilket fullbordar steg 2.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.

7. Grafteori. Betrakta nedanstaende graf.

1
A B 3 C

D 5 E 1 F

Som synes har grafen 6 horn bendmnda A, B,C, D, E, F' och 8 kanter med vikter 1,2,3,4,z,y, z,w. Vi antar
att x,y, z, w ar positiva heltal.

(a) Ta fram en uppséattning vikter, z,y, z, w, som gor sa att det finns fyra alternativa kortaste végar fran
A till F och att dessa fyra kortaste vagar har den gemensamma kostnaden 10.

(b) For dessa varden pa x,y, z,w, ange ett minsta uppspannande trad for grafen och ange dess vikt. (Du
behover inte redovisa i detalj hur du finner detta minsta uppspannande trad.)

Lésning: (a) En kortaste vég fran A till F* &r forstas fri fran cykler. Eftersom det finns precis fyra vigar
som &r fria fran cykler med start i A och slut i F' s& mate xz,y, z, w anpassas sa att dessa fyra vagar alla fa
kostnaden 10. Vagarna ar

ABCF med kostnad 1434w
ABF med kostnad 14z
AFEF med kostnad y+4
ADFEF med kostnad x+2+4

Alla ska ha kostnad 10 sa vi far ekvationerna 1 +34+w=1+z2=y+4 =x+ 2+ 4 = 10 som har l6sningen

r=4,y=6,z=9,w=".

(b) Vi ska alltsa finna ett minsta uppspénnade triad i f6ljande graf:

1
A B 3 C

D E 1

Om vi successivt adderar kanter till trddet som ska bli ett minsta uppspannande trad finner vi att forst
kan kanterna med vikter 1,2, 3,4 adderas utan att skapa en cykel. Till sist adderas den sista kanten vikten 4
adderas och det ger ett minsta uppspannande triad. Sa det minsta uppspannande tradet &r

{AB,BC,DE, EF, AD}

F
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och det har vikten 14.

8. Kombinatorik. Vi har ett kvadratiskt rutnét av 4 x 4 = 16 rutor. Sag att vi borjar i nedre hoérnet till
vénster och vill rora oss upp till 6vre hogra hornet, genom en sekvens av forflyttningar till angriansande ruta
déar vi bara ar tillatna att ta ett steg upp eller ett steg till hoger. En sadan sekvens skulle kunna
visualiseras pa foljande sétt.

X
XX
X

X XX

a) Berikna antalet olika sekvenser som tar oss enligt ovanstaende regler fran nedre vénstra rutan till 6vre
hégra rutan

b) Generalisera ditt resultat och bestdm antalet olika sekvenser i ett rutnét av storlek n x m, dar n och m
ar heltal.

Ledning: Betrakta sekvensen av forflyttningar som f6ljd av bokstaver: UUH HU H... dar U betyder forflyttning
upp och H forflyttning till hoger.

Lésning: (4) Alla forflyttningar som tar oss fran nedre vénstra hornet till 6vre hégra kan symboliseras som
6 symboler i f6ljd dér symbolerna bestar av 3 H och 3 U. Antal sddana forflyttningar maste alltsa vara

6 6-5-4
= = 20.
(5) =53
Vi far (g) sadana vagar eftersom en vag kan defineras genom att véalja ut de 3 platser av 6 maojliga dar ett U
ska placeras.

(b) I det allménna fallet med ett rutnédt som har m rader och n kolumner blir motsvarande uttryck

n—1+m—-1\ (m+n—2
n—1 N n—1
soom svarar mot att vi ska véalja ut n — 1 platser av totalt m — 14+ n — 1 dir symbolen H ska séttas ut. Pa de

ovriga m — 1 platserna sétts symbolen U ut. En sadan foljd av symboler representerar entydigt en forflyttning
av det slag som anges: n — 1 forflyttningar at hoger och m — 1 forflyttningar uppat.

9. Sannolikhetsliara. Lat A, B, C vara tre handelser som uppfyller foljande:
1. P(A) = P(B) = P(C)=0.4.
2. A, B ar oberoende.
3. PIANC)=P(BNC)=0.18.
4. PLANBNC) =0.08.

Beréikna P(AU B U C). Aven fast miniriknare inte #r tillaten sa gar det utmérkt att rikna fram ett resultat
sa det kravs att du svarar med ett tal.

Lésning: Enligt satsen for inklusion och exklusion for sannolikheter har vi
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)+ P(ANBNCQC).

Eftersom A, B &r oberoende géller P(AN B) = P(A) - P(B) = 0.4-0.4 = 0.16. Vi har da alla vérden som
behévs for att rdkna ut P(AU BUC). Vi far

P(AUBUC)=0.4+0.4+0.4—0.16 — 0.18 — 0.18 + 0.08 = 0.76.



