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1. Logik. Lat p,q,r representera godtyckliga utsagor och betrakta nedanstaende tre generella utsagor. Var
och en av dem ar antingen sann for alla p, ¢, r eller inte. For de utsagor som ar sanna for alla tilldelningar av
sanningsvérden pa p, ¢,r, bevisa dem (pa valfritt sétt) och for alla utsagor som &r falska, finn en tilldelning av
sanningsvarden till p, ¢, som visar att de inte ar sanna.

L =p— =qg& =(-pAq)

2.pAN(qVr)e (pAgVr

3. =N (@g=r)AN(r—=p) e a((pVaVr)A(-pV gV -r))

Lésning: l:an ar sann ty: —p — —¢ < ¢ > p < —qV p < —(¢ A —p). 2:an ar falsk ty om p = falsk och

r = sann sa blir p A (¢ V r) falsk och (p A ¢) V r sann da kan de alltsa inte vara logiskt ekvivalenta (vérdet pa
g spelar har ingen roll). 3:an &r sann och det kan vi se genom att inse att vénster led innebér att alla utsagor
ar ekvivalenta, dvs alla har samma sanningsvarde, alla tre &r antingen sanna eller falska. Hoger led uttrycker
ocksa detta, konjunktionen innanfér negationen uttrycker att nagon av p,q,r ska vara sann och nagon ska
vara falsk, den &r alltsa falsk precis da alla p, ¢,r har samma sanningsvarde, negationen gor da att detta da
Overenstammer med vansterledet.

2. Mangdlara. Visa att tva méngder A, B &r disjunkta precis da unionen av A och B &r lika med den
symmetriska differensen av A och B. Venndiagram far inte anvindas. (Symmetrisk differens mellan A och B

ir (A— B)U (B — A).)

Lésning: Vi ska visa att ANB =0 < (A—B)U(B—A) = AUB. Antag att AN B = (. Da géller
A=A—-Boch B=B—-Asaatt AUB=(A—B)U(B—A). Antag omvant att AUB = (A—B)U(B—A)
och antag ocksa for att finna en motsagelse att AN B # (). Vi kan kalla elementet i AN B for . Da galler
sjalvklart att z € AUB. Men 2 € B =z ¢ A — B och eftersom vi ocksa har z € A = = ¢ B — A sa géller
tydligen ¢ (A — B)U (B — A). Men detta motséger att AUB = (A — B)U (B — A) eftersom =z € AU B.
Antagandet om att det finns ett  med x € AN B maste alltsa vara felaktigt, vilket visar att AN B = ) vilket
fullbordar beviset.

3. Funktioner. Lat funktionerna f,g vara givna som reellvirda funktioner definierade i hela R genom
flz)=2%>-1 glx) =ax+b

dér a,b ar konstanta reella tal. Ange alla méjliga val av a,b som gor att fog=go f. (Ledning: det finns tre
sadana val.)

Losning: Vi ska finna alla val av konstanterna a, b som gor sa att

flg(x)) = g(f(x))

for alla x € R. Bade vanster och hoger led i denna likhet &r polynom och om vi sétter in definitionerna av f, g
och utvecklar far vi polynomekvationen

(ax +b)* —1=a(x®* - 1) +b < a®2® + 2abx +b* — 1 = azx® —a +b.
Tva polynom &r lika precis da koefficienterna ar lika sa vi fa ekvationssystemet
2

a“ =a
2ab =0
—-1=b—a

2

Ekvationen a* = a har l6sningarna a = 0 respektive a = 1 sa vi far de tva fallen

(ZZO a,:l
2:0-b6=0 2:.1-b=0=0b=0
—-1=b-0 B—-1=b—-1
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Och eftersom b = 0 fungerar i den sista ekvationen i det andra fallet sa blir ett alternativ att a =1 och b = 0.
Det forsta fallet ger oss a = 0 (som gor sa att andra ekvationen automatiskt blir uppfylld) och tredje ekvationen
blir en andragradekvation i b som har 16sningarna

_1-V5 14++5

5 respektive b= .

Sammantaget dr de tre mojliga valen pa a, b

b

4. Inledande talteori. Betrakta funktionen g :7Z x Z — Z given av g(n,m) = 2n + 3m. Visa att funktionen
ar surjektiv men inte injektiv.

Lésning: Lat y vara ett godtyckligt heltal. Eftersom 2 och 3 ar relativt prima finns enligt Bezouts sats m, n
sadana att

2n + 3m = 1.

Detta innebéar att g(ny,my) = y som visar surjektiviteten eftersom y var godtyckligt. For att visa att funk-
tionen inte &r injektiv kan vi observera att

g(2,-1)=2-24+3.--1=1 och g(-1,1)=—-1-2+43-1=1
sa (2,—1) # (—1,1) men &nda har vi g(2,—1) = g(—1,1). Alltsa &r inte g injektiv.

5. Relationer. Lat S vara méangden av alla rata linjer i planet och lat R vara en relation pa S dar [;RIly om
och endast om linjerna Iy, ls &r ortogonala (alltsa att skaldrprodukten mellan linjernas riktningsvektorer &r 0).
Vilka av egenskaperna reflexivitet, transitivitet, symmetri och antisymmetri har denna relation? Bevisa dina
pastaenden genom att basera ditt resonemang pa linjernas riktningsvektorer.

Lésning: Vi later genomgaende vy, v2,v3 beteckna riktningsvektorer for linjerna [y, 13,13 som kommer att
véljas olika beroende pa vad som ska bevisas.

Relationen &r inte reflexiv eftersom vi for varje linje I; har att den inte &r ortogonal mot sig sjilv, da hade
vi haft v1 - v1 = 0 = v; = 0 vilket inte gar eftersom en riktningsvektor inte kan vara nollvektorn. Relationen
ar symmetrisk, ty [1Rlo < v -vo = 0 < v9 - v1 = 0 < [oRl;. Relationen ar inte antisymmetrisk, ty valj till
exempel de tva olika linjerna [y : y = z och ly : y = —z. De har riktningsvektorerna v; = (1,1) respektive
vy = (1, —1) som &ar ortogonala, dvs vi har I Rly. Av symmetri foljer da ocksa lo Rly. Men trots att vi har [ Rl
och Iy Rl géller inte [y = lo, detta motsager anti-symmetri. Relationen ar inte heller transitiv, detta kan ses
genom att aterigen valja Iy och [y som i beviset for att relationen inte dr anti-symmetrisk, nu sétter vi ocksa
I3 = Iy sa att vi har I; Rly och [oRl3. Om relationen vore transitiv skulle vi haft /1 Rl3 men eftersom I3 = [; och
vi sett att vi inte har [; Rl; motbevisar detta dven transitiviteten.

6. Fordjupad talteori. Talet 171 ar delbart med 3, eftersom 171 = 3-57. Observera att summan av siffrorna
italet ar 1+ 7+ 1 = 9, ocksa delbar med 3. Ett annat exempel &ar talet 20163 = 3 - 6721, dar summan av
siffrorna i talet ar 24+ 0+ 14+ 6 + 3 = 12, igen delbar med 3. Det visar sig faktiskt att ett tal n ar delbart
med 3 om och endast om summan av siffrorna i n ar delbar med 3. Bevisa detta pastaende for positiva heltal
(> 0) genom riakning med restklasser modulo 3! Observera att det ar en ekvivalens du ska visa, alltsa att om
oy, betecknar siffersumman i talet n (som ar positivt) sa ska du visa

o =0 (mod 3) & n =0 (mod 3).
Lésning: Lat n > 0 vara ett godtyckligt heltal med k siffror. Da géller
n=dy_1-10F" 4 dp 910724 ...+ d - 10+dy  och o, =dpq +dyo+...+dy+do.

Har betecknar vi alltsa talet ns siffror med dg,dy,...,dr_2,dr_1 som ar k stycken tal i intervallet 0,1,2...,9.
(Men dj_1 kan inte vara 0.)

Eftersom vi kan skriva 10 =9+1=3-34+1,100=99+1=3-33+1, ..., 102 =99.9+1=3-33..3 + 1,
1051 =99..9 4+ 1 =3-33..3 + 1 sa har vi

n=0 (mod3) e dy_1-10"1+dy_5-10"24+ ... +d;-10+dy =0 (mod 3) &
dg—1-(3-33.3+1)+dr2-(3-33.3+1)+...+d1-3:-3+1)+dp =0 (mod 3) &
dp—1- (V) +dpo-(1)+...4d1-(1)+dy=0 (mod 3) <= dp_1+dyo+...+di+dy=0 (mod 3)

dér den sista likheten &r precis o, = 0(mod 3) vilket fullbordar beviset.



7. Grafteori. Betrakta nedanstaende tre grafer:

A A

B C D E y

For varje graf, ange om grafen har en hamiltoncykel eller inte. Om grafen har en hamiltoncykel, ange den
genom att rdkna upp ordningen pa hornen i hamiltoncykeln. Om grafen inte har en hamiltoncykel, presentera
ett argument som motiverar att ingen hamiltoncykel finns. Anvand de beteckningar pa hérnen som ar angivna
i presentationen av graferna ovan.

Losning: 1 grafen till vanster finns en hamiltoncykel: AabcC'BA. I den mittersta grafen finns ingen hamil-
toncykel och problemet ar hérnet betecknat med C, om det funnes en hamiltoncykel sa kan vi anta att den
borjar och slutar i C. Men de enda mdjliga cykler som bérjar och slutar i C' (som alltsa inte upprepar nagra
hérn — utom starthornet som &r lika med sluthérnet) &r CABC, CBAC, CDEC och CEDC'. Inga av dessa ar
hamiltoncykler eftersom de inte innehaller grafens samtliga horn. Slutligen kan inte heller sista grafen innehalla
en hamiltoncykel, av féljande anledning. Vi antar att en hamiltoncykel finns och den méaste da innehalla hérnet
x. Sedan maste nagon cykeln innehalla nagon av foljderna xzay, xby eller zcy. I samtliga dessa fall finns tva
vagar tillbaka till z, till exempel om hamiltoncykeln hade borjat med xay och fortsatt med b sa skulle nésta
horn bara kunna vara x och da har vi glomt ¢. Pa liknande siatt hade hamiltoncykeln inte heller kunna borja
med zayc. Detta betyder att ingen hamiltoncykel kan borja med zay. Liknande resonemang utesluter ocksa
hamiltoncykler som borjar med xby och xcy (observera symmetrin i dessa resonemang och hur denna symmetri
avspeglas i grafens utseende). Eftersom inga hamiltoncykler kan utga fran = och = ju maste vara med i en
hamiltoncykel drar vi slutsatsen att grafen inte har nagra hamiltoncykler.

8. Kombinatorik. Hos en bilférsaljare finns 12 bilar med tre olika egenskaper: gamla bilar, roda bilar och
elbilar. Av nagon anledning (som kanske har med tentamenskonstruktion att gora) tycker bilférsiljaren valdigt
mycket om just roda bilar. En bil kan inte vara bade elbil och gammal. 5 av bilarna &r gamla, 5 &r roda och 5
ar elbilar. Det finns bara en réd elbil. Hur méanga gamla réda bilar finns det hos bilférséljaren?

Lésning: Vi infor tre mangder:

G = gamla bilar
R = roda bilar
FE = elbilar

I uppgiften soks |G N R|. Principen for inklusion och exklusion foér tre mangder lyder
|GURUE|=|G|+|R|+|E|-|GNE|—|GNR|—|ENR|+|GNRNE|.
Upplysningarna i texten ger |G URUE| =12, |G| =|R|=|E| =5, |ENR|=1,|GNE|=|GNRNE|=0.
Detta insatt i ekvationen ger oss
12=5+5+5-0—|GNR|-14+0< |GNR|=2.
Svar: det finns 2 bilar som ar gamla och réda.

9. Sannolikhetsliara. Tva urnor U; och Us innehaller vardera tre kulor. U; innehaller tva vita och en svart
medan Us innehaller tva svarta och en vit. En slumpvis vald kula flyttas fran Us till U;. Kulorna i Uy blandas
och dérefter dras en slumpvis vald kula fran U;. Vad &r sannolikheten att den dragna kulan &r vit?

Lésning: Det finns tva slumpprocesser inblandade forst flyttandet av en kula fran Us till Uy och dérefter
dragandet av en kula fran Uy. For att beskriva det hela infor vi féljande handelser:

1. A = den flyttade kulan &r svart. Vi har P(A) = 2/3.
2. B = den flyttade kulan &r vit. Vi har P(B) =1— P(A) =1/3.
3. V = den dragna kulan ar vit.

Vi soker P(V') och enligt satsen om total sannolikhet géller

P(V) = P(V|A) - P(A) + P(V|B) - P(B).

Det aterstar alltsa att finna P(V|A) respektive P(V|B). For att finna P(V|A) kan vi resonera sa hir: om A
intraffat sa innebar det att U; innehaller tva vita och tva svarta kulor. Det ar alltsa precis 50% att det blir en
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vit kula som dras. Alltsa drar vi slutsatsen att P(V|A) = 1/2. Vi resonerar pa samma sitt for berékning av
P(V|B), hér har en vit kula flyttats sa att U; vid dragningen innehaller tre vita och en svart, sannolikheten
for att en vit kula da dras ar 75%, vi drar alltsa slutsatsen att P(V|B) = 3/4. Alla sannolikheter insatta i
formeln ger oss da:

P(V)=P(V|A)-P(A)+ P(V|B)-P(B) =

DEeL II

10. For betyget C. Kan ocksa ticka delomrade 5, Relationer.

I datoralgebrasystem anvénds en abstrakt algebraisk teori for sa kallade Grébnerbaser. 1 teorin har man
behov av anvandning av speciella typer av relationer pa monom. Ett monom i tva variabler x,y ar ett uttryck
pa formen x"y™, dar n och m &r heltal > 0.

Lat R vara relationen pa mangden av monom i tva variabler given av
M yM R Y™ = ny < ng eller (ng = ng och my < mo).

Visa att denna relation ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.

Lésning: Detta kallas for en Dictionary Order, att forst sortera med avseende pa en storhet (n) och i andra
hand sortera med avseende pa en annan storhet (m). Vi ska visa reflexivitet, anti-symmetri och transitivitet.
Reflexivitet: lat xz™y™ vara ett godtyckligt monom. D& har vi z"y™Rz"y™ eftersom n; = n = n = ny samt
m; = m < m = mo sa att villkoret ny = ny och m; < mgy i definitionen av R ar uppfyllt. Antisymmetri:
for att visa antisymmetri ska vi visa att om ™y Rx"2y"™2 och ™y Rx"y"™ sa maste xy™ = x"2y™2
vilket ar samma sak som att n; = no A my = my. Vi antar alltsa att 2™ y™ Ra™2y™2 och z"2y™m2Ra™1y™.
D4 har vi, enligt definitionen av relationen, foljande:

ny < ng eller (n1 = ng och my < mgy) samt mny < ny eller (ng = ny och my < myq)

Om vi nu hade ny # ng sa hade nagon av relationerna (n; = ng och my < mg) och (ng = ny och mg < my)
gallt, men bada dessa anger att n; = ng, sa vi maste alltsa ha ny = ny. Nu maste ju ocksa bada relationerna
(n1 = ng och my < mgy) och (ny = ny och my < my) gélla, vilket kan forenklas till

m1 < mgy och mo < my

vilket ger mq1 = mg eftersom relationen < &r antisymmetrisk. Sammantaegt har vi visat att n; = ny och
m1 = me vilket visar antisymmetrin.
For att visa transitiviteten ska vi visa

My R y"™? och "y R y"™3 = "y R y™s
sa vi antar alltsa att "'y Ra2y™2 och x"2y™2Ra"3y™3. Detta kan da skrivas som
ny < ng eller (n; = ng och m; < my)

och
ng < ng eller (ny = ng och my < ms).
Av detta ska folja
ny < ng eller (n1 = ng och my < mg) < "y Ra"3y™s
och vi kan se det genom att dela upp i fyra fall:

1. ny =ng2, Ny = N3
2. n1 = ng,ng < N3
3. n1 < N2,N2 = N3
4. n1 < ng,ng < N3

(Relationens konstruktion innebér att vi aldrig kan ha ny < ngy eller ny < ng.)

Fall 1. Har maste aven my < mg samt mo < mg gélla vilket av <-relationens transitivitet ger m; < ms.
Det innebar att x™y™ Ra"3y"3 géller.

Fall 2. Om ny = ny < ng sa foljer forstas n1 < ng vilket aterigen innebar att x'y™ Ra"3y™3 giller.

Fall 3 och 4 dr exakta analoga med fall 2. (I alla dessa fall ser vi direkt att n; < ng vilket direkt ger
My Rx"3yMs.)



DEeL III

11. For betyget A. Kan ocksa tdcka delomrade 9, Sannolikhetslira

I nyheterna rapporterades det for ett tag sedan om en sa kallad fas-3 studie av ett experimentellt vaccin
mot COVID-19. I rapporten angavs att ett stort antal ménniskor (43538) ingatt i studien dar hélften fick det
experimentella vaccinet och hélften fick ett icke verksamt preparat (ett sa kallat placebo). Totalt i hela popula-
tionen smittades 94 manniskor av COVID-19 varav de flesta var i den icke-vaccinerade gruppen. Foretaget som
gjorde studien hdvdar att studien visar att vaccinet ar minst 90% effektivt vilket vi for denna uppgifts del kan
anta uttrycker sig som att sannolikheten att fa COVID-19 om man &r vaccinerad dr max 10% av sannolikheten
att fa COVID-19 om man inte ar vaccinerad. Sannolikheten att fa COVID-19 ska alltsa ga ner 90% tack vare
vaccinering.

Berakna, med dessa tolkningar, maximala antalet vaccinerade personer som kunde vara smittade av COVID-
19 bland de som var vaccinerade for att vi ska kunna dra slutsatsen att vaccinet har en 90%-ig effektivitet.

Lésning: Vi studerar utfallsrummet med alla de drygt 40000 personerna som ingick i studien och infor
féljande héndelser:

C = en person i populationen fick COVID-19.
V' = en person i populationen &r vaccinerad.

Satsen om total sannolikhet ger oss
P(C)=P(C|V)-P(V)+ P(C|V®) - P(V°)

Beteckna antalet personer som ingar i den vaccinerade gruppen som fick COVID-19 med z och beteckna
antalet personer som ingick i studien med N, (N = 43538). Da har vi

P(C) = 94/N.
P(CIV) = 3
P(C|Ve) = %ia

P(V)=P(V¢) =05
Om vi har en exakt effektivitet pa 90% sa géller P(C|V) = 0.1 P(C|V¢) < 10 - P(C|V) = P(C|V®) som
insatt i ekvationen ovan ger oss
P(C)=P(C|V)-P(V)+10-P(C|V)-P(V)
och med de aktuella virdena insatta ger detta ekvationen
%:Ni/z-o.sﬂo-NL/Q-O.5<:>94:11-3;<:>$:%
som &r ungefar 8.5. Antalet personer som fick COVID-19 som var vaccinerade méste alltsa vara mindre &n detta

antal och det storsta antalet personer som uppfyller detta ar 8. Alltsa max 8 vaccinerade COVID-19-smittade
och 86 icke-vaccinerade COVID-19-smittade.



