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FX-SKRIVNING 1 — LOSNINGAR
1. Logik. Lat utsagorna p, g, u,v vara givna. Visa att
(p = u)A(mg—=v) & PAQYV (uAq)V(pAv)V (uAv).
Lésning: Eftersom a — b < —a V b kan vi skriva
(p = ) A (g = v) & (mmpVu)A(mmg V) & (pVu)Alg Vo)
och med distributiva lagen kan detta skrivas om till

(pVu)Ag)V((pVu)Av)

som genom ytterligare en omskrivning med hjalp av distributiva lagen kan skrivas om till

(pAg)V(ung)V(pAv)V(unv))

vilket efter borttagning av de overflodiga parenteserna blir precis det som krévs.

2. Mingdlara. Satt M = {0,{0}} och avgor vilka av f6ljande pastaenden som ar sanna respektive falska.
Inga motiveringar beh6vs men du behover ha alla rétt for att uppgiften ska vara godkénd. (C star som vanligt
for delméngdsrelationen.)

(a) D C M,

(b) {0} C M,
(c) {{0}} C M,
(d) € M,

(e) {0} € M,
(f) {{0}} € M.

Svar:

(a) Sann. (Sann for alla méngder, inte bara M.)
(b) Sann.
(c¢) Sann.
(d) Sann.
(e) Sann.
(f) Falsk.

3. Funktioner. Om f: A — B och E C A sa definieras f(E) som méangden
fE)={yeB:(Ereb:y=f(z))}
Om f ar injektiv och F, F C A, visa att vi alltid har
FEYNF(F) = f(ENF).

Lésning: Vi ska visa att tva méngder ar lika, det vill siga mangderna S1 = f(E)N f(F) och Sy = f(ENF).
Vi visar denna méngdidentitet genom att visa méngdinklusionerna S; C Sy och Sy C S5.

So = f(ENF) C f(E)Nn f(F) = S;: Tag y € F(E N F) godtyckligt. Vi ska visa att ocksa
y € f(E)Nf(F) = 5;. Eftersom f &r injektiv sa finns precis ett € A med f(z) =y. Atty € f(ENF)
innebar att detta x ligger i £ N F, det vill sdga x € E och x € F. Men detta innebér i sin tur att
y=f(z) € f(F)ochy= f(x) € f(F) det vill siga y € f(E) N f(F) vilket visar Sy C 5.

Si = fE)Nf(F) Cc f(ENF) = Sy Tag nuy € f(E)N f(F) godtyckligt. Vi ska nu visa att

ye f(ENF). Att y € f(E)N f(F) innebér att y € f(F) och y € f(F), det finns alltsa 21 € E och

Ty € F sadana att y = f(x1) = f(x2). Aterigen eftersom f & injektiv har vi z; = 29 och vi kallar det

gemensamma elementet for x. Da har vi allltsd x € E och x € F det vill siga x € ENF. Och eftersom

f(z) = y sa har vi tydligen y € f(ENF) vilket visar den omvénda inklusionen vilket fullbordar beviset.
1



2

4. Inledande talteori. Anvind Euklides utvidgade algoritm for att finna alla heltal x som uppfyller
192 =17 (mod 34).

(Reducera ditt svar modulo 34.)

Lésning: Euklides algoritm ger
34=1-19415, 19=1-15+44, 15=3-4+4+3, 4=1-3+1,
vilket leder till
1=4-1-(15-3-4) =4-4-1-15=4-(19-1-15)-1-15=4-19-5-15=4-19-5-(34—1-19) =9-19—-5-34
sa den multiplikativa inversen till 19 modulo 34 &r alltsa 9. Detta ger
192 =17 (mod 34) < 9-192 =917 (mod 34) & x =17 (mod 34)
eftersom 9-17 = 17 (mod 34).

5. Relationer. Avgor vilka av foljande relationer R fran en méangd Z till Z som ocksa kan uppfattas som
funktioner fran en méangd A C Z till Z:

(a) 2Ry < zy =1

(b) xRy < xzy =0

(c) xRy < x+y=1

(d) 2Ry & x+y #1

(e) 2Ry < 2% = y?
For de som ar funktioner ange storsta mojliga definitionsméngd — A, for de som inte kan uppfattas som funk-
tioner, ge exempel pa element (x1,y) € R och (z2,y) € R dir x1 # x9 som alltsa visar att de inte ar funktioner.
(Losningen dr godkind om du missar en av dessa, men fyra maste vara rdtt for att losningen ska vara godkdnd.
Var extra noggrann med att minnas att du bara arbetar med heltal!)

Lésning: (a) Detta definierar en funktion genom y = 1/x som bara ar definierad i * = +1 med funk-
tionsvérdet y = f(£1) = £1. Den &r inte definierad for nagra andra vérden pa z. (b) zy = 0 definierar inte
en funktion eftersom vi har till exempel (2,0) € R och (1,0) € R och 2 # 1. (¢) Detta definierar funktionen
y = f(z) = 1—x som &r definierad for alla z € R. (d) Detta definierar inte en funktion eftersom vi till exempel
har (1,1) e R (1+1=2%#1) och (2,1)R (2+ 1 =3 # 1) och eftersom 1 # 2 sa visar detta att vi inte har
en funktion i det hir fallet. (e) Detta definierar inte heller en funktion eftersom vi har (1,1) € R (12 = 1?)
respektive (—1,1) € R ((—1)? = 12) men, aterigen —1 # 1.

6. Fordjupad talteori. Lat talet a vara vilket tal som helst och bilda matrisen

=5 %),

Lat M™ beteckna matrisen som uppsta genom multiplikation av n stycken M-matriser (M™ = M -M -...- M)
dér n > 1 &r ett heltal. Gissa en formel for A" och bevisa den med matematisk induktion. (Alltsa M™ = ....)

Lésning: Vi har efter multiplikation

2 ar 1 a ‘ 1 ay\ (1-14a-0 1-a+a-1\ (1 2a
M =M M_<O 1 0 1/ \0-14+41-0 0-a+1-1) \0 1
1 3a

pa liknande sitt ser vi att M3 = M - M? = <0 1

> och vi gissar darfor formeln M"™ = <(1) nla> och vi

kallar pastaendet att formeln géller for heltalet n > 1 fér A,, med V L,, = M™ respektive HL,, = <é 711(1)' Vi

bevisar nu Vn € Z* : A, med matematisk induktion. (Z* = {1,2,3,...}.)
Steg 1. Kontrollera att A; stdmmer, det vill sdga att

1 1 1-a
w= (b ).

Men detta ar bara definitionen av matrisen M sa A; ar sann.
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Steg 2. Vi ska nu visa att implikationen A, = A, géller for alla heltal p > 1 och vi later darfor p > 1
vara ett godtyckligt heltal och antar att

Ay VLI =HL, < MP = (é pi“).

Med hjélp av detta ska vi visa att A, géller, det vill sdga att

1 +1
VI =MPH = (0 (p 1 )a) =HLpy.

Vi studerar V L, 1 noggrannare och far
Vi =M =M -MP =M VL,

men enligt induktionsantagandet galler V' L, = HL, sa att vi kan ersitta VL, med HL, och fa

_ . 1 pa\ (1 a 1 pay (1-14+a-0 1-pa+a-1
Vipp = M- HL, =M <0 1>_<0 1> <o 1>_<0-1+1-0 0-pa+1-1>
och genom omskrivning inses sista termen vara

1 (p+1)a
(0 | 1)>:HLP+1

vilket visar att V L,11 = HLp41 sa att A, dr sann. Detta visar att A, = A, géller for allap € Z7.

Steg 3. Steg 1 och steg 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset.

7. Grafteori. Lat G = (V, E) vara den fullstdndiga grafen (samtliga mdjliga kanter ingar) med n horn.
Bestam det antal kanter som ska tas bort for att vi ska fa ett uppspannande trad.

Lésning: Den fullstdndiga grafen med n hérn har @ kanter. Ett uppspinnande trad har n — 1 kanter
(antal horn —1). Antal kanter som ska tas bort fran den fullstdndiga grafen blir alltsa

n(n —1) ( 1)_n2—n 2n—2 n?-3n+2 (n—1)(n-2)
2 YT 2 2 2 '

Antal kanter som ska tas bort fran den fullstéindiga grafen med bara ett hérn blir da w = 0 vilket

stdmmer eftersom grafen med bara ett horn redan &r ett uppspannande trad, nadmligen sig sjalv. Samma sak

géller den fullstdndiga grafen med tva horn, som redan ar sitt eget uppspénnande trad och antal kanter som

(2-1@=2) _

ska tas bort blir aterigen 5

8. Kombinatorik. Lat méngderna A, B, C vara givna med foljande egenskaper:

1. A, B,C har alla samma antal element,

2. |AUBUC| =6,

3. |[AnB|=|BnC|=|AnC|=1.

4. Det finns inga element som ligger i alla tre méngderna.

Berékna antalet element i A. (Venndiagram far inte anvéndas.)

Lésning: Principen for inklusion och exklusion for tre méangder anger att
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|ANC|+|AnBNC|.

Villkor 1 ovan ger |A| = |B| = |C|, och denna information tillsammans med villkor 2, 3 och 4 insatta i
ovanstaende ekvation ger oss

6=]A|+|A|+|A —1—-1-1+0c6=34] —3 < 3[A| =9« |4] = 3.

(Och da blir ocksa |B| = |C| = 3.)
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9. Sannolikhetsldra. Vi antar att vi har tre olika sjukdomar, Sy,S2,S3 déar ett speciellt symtom A up-
ptrader. Sannolikheten for att en patient ska ha sjukdomarna Si,Ss,S3 ar 5%, 10%, respektive 5%. (Det
ar alltsa ganska vanliga sjukdomar.) Vi gor ocksa antagandet att en patient inte kan kan ha mer &n en av
dessa sjukdomar samtidigt. Sannolikheten att symtomet A upptrader vid sjukdomarna S1, S3, S3 ar 5%, 40%,
respektive 90%. En patient har symtomet A. Berdkna sannolikheten att patienten har sjukdomen Ss.

Aterigen, eftersom minirdknare inte dr ett tillatet hjilpmedel dr det tillrickligt att teckna det numeriska
uttrycket for svaret, du behover alltsa inte rakna ut precis vad det blir, men det ska vara korrekt och sdttet som
du kommer fram till uttrycket maste ocksa vara korrekt.

Lésning: Vi infor handelserna Si, S, S3, F' for att patienten ska ha sjukdomarna Sy, Se, S5 respektive att
patienten inte har nagon av sjukdomarna (F' star alltsa for att patienten ar frisk, eller i alla fall inte har nagon

av de tre sjukdomarna). Vi infor ocksa héndelsen A som forstas betecknar att patienten har symtomet. Vi
soker P(S3]A).

Eftersom héandelserna Si, S5, S3, F' partitionerar utfallsrummet ger oss Bayes sats att

P(S]A) = P(A|S3) - P(S2) _ P(A|S2) - P(S53) .
P(4) P(A|S1) - P(S1) + P(A|S2) - P(S2) + P(A[S3) - P(S3) + P(A|F) - P(F)
De olika vérdena fran texten ovan insatta ger oss
0.4-0.1 0.04
P(S3|A) = (= 45.7%).

~ 0.05-005+04-01+09-005+0-08 0.0875



