KAPITEL 9 - GRUNDLAGGANDE DISKRET SANNOLIKHETSLARA

1. INTRODUKTION

Sannolikhetslara och statistik &r viktiga matematiska instrument for att fatta verklighetsforankrade beslut.
Det ar svart att overskatta betydelsen det har for vart samhélle. Besluten som fattas med hjalp av sanno-
likhetsteoretiska tillimpningar (om vi ocksa hit rdknar matematisk statistik) har avgérande betydelse for bland
annat

(1) ekonomisk planering i savél néringsliv som offentlig sektor,
(2) politiska beslut och opinionsmétningar,
(3) den vetenskapliga metoden da data och/eller méatviarden behdver analyseras pa ett korrekt sétt.

Eftersom sannolikhetslara och statistik dr sa kraftfulla verktyg har missbruk forekommit, medvetet eller
omedvetet. Det finns ett talesdtt att vi kan skilja pa olika sorters logner, genom att sidga att det finns
”16gner”, sedan finns det nagot som ar virre som kallas ”forbannade 16gner” och till sist finns det varsta som
ar "statistik”. Lakemedelsforetag som vill sélja sina lakemedel maste noggrannt testa sina produkter innan de
far forskrivas av ldkare, men trots dessa forsiktighetsatgirder har skandaler férekommit, till exempel den sa
kallade Neurosedynkatastrofen som pa 60-talet ledde till att ménniskor féddes utan armar och ben och detta
kunde klart konstateras som en biverkan till lakemedlet Neurosedyn som sades kunde hjéalpa kvinnor som blev
illamaende pa morgnarna under graviditet.

Forutom att statistik kan anvéndas for bedrigerier sa finns ocksa svarigheten att manga ménniskor har
missuppfattningar om hur sannolikheter egentligen fungerar. Om ett flygplan stortar néra ett bostadsomrade
ar det meningslost att lugna invanarna med att "rent statistiskt sett” ar det tryggare att bo dér nu eftersom
det ar mycket osannolikt att tva flygplan skulle storta pa samma stélle. Affarer som salt vinstlotter annonserar
ofta om det: ”Héar saldes hundratusenkronorsvinsten!” som om det vore ratt att tdnka sig att det kanske ar
gynnsamt att kopa lotter dar nu eftersom det rent statistiskt verkar som att vinstlotter dyker upp dar. De
bada resonemangen med flygkrascher och vinstlotter ar liknande resonemang men drar motsatta slutsatser.
Inget av resonemangen ar korrekta ur en rent statistisk eller sannolikhetsteoretisk synpunkt.

Ett av malen med det héar kapitlet ar att skapa mer klarhet kring fragestallningar som involverar sannolikhet.
Men for att kunna gora det behover vi forst skapa en ordentlig matematisk definition av sannolikhet.

2. HANDELSER OCH UTFALLSRUM

Nar vi infor sannolikhet ska vi utga fran var grundldggande kansla for vad sannolikhet &r och uppgradera
de definitioner vi gor till det fullfjidrade sannolikhetsteoretiska teoribygget. En sadan grundlaggande kénsla
sager oss att

det ar ungefar 17% chans att fa en etta da vi kastar en tarning.

Téarningen antas ha sex sidor och vara valgjord, det vill sdga det ar lika stor chans att olika sidor kommer
upp och i den kommande framstéllningen kommer alla tdrningar antas vara av det slaget om ingenting annat
ndmns. Talet 17% &r en uppskattning av 1/6 (som &r exakt 0.16666 . ..) och om vi kastar en sexsidig valgjord
tarning ett stort antal ganger (till exempel 100000 ganger) far vi resultatet "ett” runt cirka 16667 ganger som
ar cirka 1/6 av det totala antalet kast. Vi siger da att

det ar 17% sannolikhet att fa en etta da vi kastar en tarning.

Sjalva ordet ”sannolikhet” &r ett neutralt uttryck for ”chans” eller 7risk”. Néar vi vill géra statistiska un-
dersokningar vill vi girna att de ska vara sakliga och fokuserade och da ar det bra att anvinda sa neutrala
uttryck som mojligt. Orden ”chans” och "risk” kan ofta aktivera vara onsketankar och nar vi till exempel
bedriver vetenskap vill vi att vart arbete ska vara fritt fran 6nsketankar.

Det &r ofta stodjande for forstaelsen av sannolikhetsteoretiska resonemang att tdnka sig att det finns en
process eller ett experiment som upprepas manga ganger och att anse att sannolikheter &r méatvarden pa hur
stora andelar som experimentet ger ett visst resultat. Ovan beskrevs experimentet att kasta en térning och
vi studerade i hur stor andel av ett stort antal experimentomgangar (tdrningskast) vi fick just resultatet etta.
Den andelen var 17% och dérfor sade vi att sannolikheten var 17%. (Egentligen exakt 1/6.)
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Vi anvénder detta sétt att resonera pa om ett annat slumpmaéssigt experiment: att singla mynt.

Exempel: Tva vilgjorda mynt singlas, ange foljande sannolikheter

(a) Bada mynten ger utfallet Krona
(b) Mynten ger samma utfall alltsa Krona-Krona eller Klave-Klave.
(c) Mynten ger olika utfall alltsa Krona-Klave eller Klave-Krona.

Losning: Vi for vara resonemang med utgangspunkt fran att experimentet att singla tva mynt utfors ett
stort antal ganger och vi vill berdkna hur ofta de olika handelserna intraffar som &r beskrivna under de olika
fallen (a)-(c) ovan. Om vi till exempel singlar tva mynt 100000 ganger anser vi att sannolikheten for att forsta
héndelsen (den i (a)) intraffar &r andelen ganger som vi far Krona pa bada mynten. Vi ska ange denna andel
i procent.

For att hitta den forsta sannolikheten (i (a)) kan vi resonera pa foljande sétt: vi singlar forst ett mynt. I
50% av fallen kommer Krona upp (alltsa cirka 50000 fall om vi hade 100000 singlingar med mynten). Nér
nu andra mynten singlas kommer det att bli Krona aterigen i 50% av fallen, sa totala antalet fall dar vi har
Krona i bada singlingarna blir halften av hélften, det vill sdga 50% av 50%, sa sannolikheten for Krona i bada
singlingarna blir

50% - 50% = 0.5 - 0.5 = 0.25 = 25%.
Och det skulle svarat mot 25000 fall om vi hade haft 100000 singlingar med mynten.

For att finna den andra sannolikheten (i (b)) dér vi séker sannolikheten att mynten ger olika utfall observerar
vi att oberoende av vilket resultat det forsta myntet ger (Krona eller Klave) ar det 50% chans att det andra
myntet ger samma resultat, sa sannolikheten blir helt enkelt 50%.

Men ett annat sétt att resonera kan vara att vi observerar att vi kan fa samma resultat i bada singlingarna
pa tva satt: antingen ar det Krona-Krona, eller sa ar det Klave- Klave. Sannolikheten for att det blir Krona-
Krona har vi redan riknat ut till 25% och det svarar alltsa mot 25% av slutresultaten (exempelvis 25000 av
de 100000 singlingarna). Vid nirmare eftertanke maste sannolikheten for att det blir Klave-Klave vara exakt
lika den for Krona-Krona, det vill sidga 25%, men dessa fall, eller utfall som de ocksa kallas, maste ju vara en
helt atskild mangd av utfall jamfort med de utfall som utgors av att vi far Krona-Krona: vi kan ju inte bade
ha Krona-Krona och Klave-Klave. Alltsa svarar de bada delfallen mot tva disjunkta méngder av utfall och for
att fa andelen av totala antalet utfall kan vi helt enkelt bara addera andelarna fér de bada fallen och vi far da
sannolikheten som vi soker som

25% + 25% = 0.25 + 0.25 = 0.50 = 50%

vilket forstas Overenstdmmer med det resultat vi fick av det tidigare sattet att resonera.

Lagg mérke till hur multiplikations- och additionsprinciperna fran kombinatoriken ockséa forekommer hér:
i (a) multiplicerar vi sannolikheter med varandra som svarar mot att vi berdknar sannolikheten for att ett
utfall ska uppkomma som baseras pa en process i flera delsteg. Hér finns det tva delsteg: 1. singla mynt 1
och fa Krona — 50%. 2. singla andra myntet och fa Krona — 50%. Sannolikheten for att bada ska intréffa:
0.5-0.5 = 0.25 = 25%. I (b) adderar vi de olika fallen (som svarar mot disjunkta méngder i additionsprincipen)
som har sannolikheter 25% och 25%. Summan blir 50%. Vi lamnar till lasaren att overtyga sig om att sanno-
likheten i (c) kan rdknas ut néstan pa samma sétt som den i (b).

Vi ska nu infora en del terminologi for att precisera vad vi menar med sannolikhet och relaterade begrepp.
Vi har i exemplen redan foregripit detta nagot genom att anvinda termerna ”utfall” och "héndelse”. Vi ska
nu ge dessa ord en mer precis innebord.

Definition: Ordet ezperiment eller forsok anvands for en process eller procedur som har en moéjlig méngd
slumpmassiga utfall. Med utfall menas da ett enskilt resultat av experimentet. (Vi har sett tdrningskast och
slantsingling som exempel pa experiment.) Om ett visst utfall uppkommer som resultat av experimentet sa
séger vi att det utfallet intrdffar.

Mangden av mojliga utfall horande till ett experiment kallas experimentets utfallsrum. Vi anviander ofta
bokstaven S for att beteckna ett utfallsrum fran det engelska ordet for utfallsrum som ar Sample Space. Ordet
héindelse anvénds for att beteckna en delméngd av utfallsrummet. (Ett exempel pa en héndelse var att fa
samma resultat vid singlingar av de tva mynten: ett utfall/resultat var Krona-Krona respektive Klave-Klave
och héndelsen "olika resultat” blir da méngden {Krona-Krona, Klave-Klave}.) Vi séger att en héndelse A
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intraffar om resultatet av experimentet ar ett utfall som intraffar och det utfallet ingar som element 1 A.

Vi ska nu bygga upp sannolikhetsteorin med malet att tilldela héndelser, alltsa méngder av utfall, san-
nolikheter. Sannolikheterna &r tal mellan 0 och 1 och ska ange chansen att en viss héndelse intraffar. Sa en
sannolikhetstilldelning for ett utfallsrum S kommer forst och framst kunna uppfattas som en reellvard funktion

P:P(S)—[0,1]

dér P(S) som forut betecknar potensméngden till S, alltsa méngden av alla delméngder (alltsa handelser) till
S. Vi kommer bara att studera de fall dar vi kan definiera en sadan funktion. Det finns dock situationer dar
en sadan sannolikhetsfunktion inte kan defineras matematiskt pa ett siatt som later oss gora berdkningar pa
ett bra sitt, men de situationerna bryr vi oss inte om. I korthet kan ségas att da utfallsrummet S &r en andlig
méngd, eller en méngd vars element (alltsa utfall) kan rdknas upp i en komplett lista, inte skapar problem.
(Det gar alltsa att definiera sannolikhetsfunktionen utan svarigheter.)

Vi kallar en funktion som infoérts pa ovanstaende sétt for en sannolikhetsfunktion och vi observerar att det
alltsa ar en funktion som gar fran en méangd av méingder som vi rakar kalla hdndelser. En funktion av detta
slag brukar ibland kallas en mdngdfunktion. Sannolikhetsfunktionen P kommer att ha flera krav pa sig som vi
snart infor men innan vi gor det ska vi formulera om vart exempel ovan med singling av de tva mynten med
de nya termerna.

Vi studerade utfallsrummet hérande till ett experiment som bestod i att singla tva mynt efter varandra. De
olika enskilda utfallen var da till fyra till antalet och kunde bendmnas

Krona-Krona, Krona-Klave, Klave-Krona, Klave-Klave

och utfallsrummet bestar alltsa av méangden av dessa fyra utfall. De handelser vi studerade var

(a) ”bada slantsinglingarna ger Krona”,
(b) ”slantsinglingarna ger samma resultat”, och
(c) ”slantsinglingarna ger olika resultat”

och dessa tre olika handelser, betraktade som delméngder av utfallsrummet kan anges som méangderna

(a) {Krona-Krona}
(b) {Krona-Krona, Klave-Klave}, respektive
(¢) {Krona-Klave, Klave-Krona}

och slutligen konstaterar vi att de resonemang vi forde om sannolikheterna for de olika héndelserna gav oss
resultaten

(a) P({Krona-Krona}) = sannolikheten att héndelsen { Krona-Krona} intraffar = 0.25 = 25%,

(b) P({Krona-Krona, Klave-Klave}) = sannolikheten att handelsen { Krona-Krona, Klave-Klave} intraffar
0.5 = 50%, samt

(¢) P({Krona-Klave, Klave-Krona}) = sannolikheten att handelsen { Krona-Klave, Klave-Krona} intraffar
0.5 = 50%.

Eftersom handelser definieras som delméngder av utfallsrummet kan vi uppfatta hela utfallsrummet som ett
universum for alla hindelser mojliga handelser i ett visst givet experiment. Eftersom héndelser dr méngder
kan vi anvénda oss av alla resultat och metoder fran méngdlaran och déribland finns forstas verktyget Ven-
ndiagram. For experimentet med de tva myntkasten kan vi rita tva Venndiagram som inte liknar varandra
vid forsta anblicken men som trots det ger oss tva ekvivalenta representationer av experimentet och alla dess
utfall. (Vihar av grafiska skél forkortat namnen pa de individuella utfallen till Kro-Kro, Kro-Kla och sa vidare.)

Kla-Kla Kla-Kro

Kro-Kla Kro-Kro
Kla-Kla

Minns att utfallsrummet S bara bestar av fyra utfall (element), sa att vi har

S = {Kla-Kla, Kro-Kla, Kro-Kro, Kla-Kro}.
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Vi ska studera andra héndelser &n de vi studerat ovan och i diagrammet till vanster har vi, till vanster i
diagrammet, ringat in héndelsen (delméngden) som bestar av utfallen Kro-Kla och Kro-Kro. Denna héndelse
skulle kunna benémnas ” forsta myntet ger Krona”. Till hger om den hér hindelsen (fortfarande i diagram-
met till vénster) har vi ringat in héndelsen som bestar av utfallen Kro-Kro och Kla-Kro som pa motsvarande
satt skulle kunna bendmnas ” andra myntet ger Krona”. Vi kan forstas tala om snitthédndelsen som da kan
karakteriseras av beskrivningen ”bada kasten ger Krona” och denna héndelse blir da delméngden { Kro-Kro}
(som vi sett forr) som &r snittméngden av { Kro-Kla, Kro-Kro} och {Kro-Kro, Kla-Kro}.

I diagrammet till hoger representeras utfallsrummet i rader och kolumner istéllet, men lasaren inser, efter
en stunds betraktelse att diagrammen i sjalva verket representerar samma experiment. I diagrammet till hoger
har vi dock inte infort nagra héndelser pa samma sétt som i diagrammet till vanster.

Vi ska fortsdtta att arbeta med exempel i det har utfallsrummet som hor till experimentet att singla tva
mynt efter varandra och nu ge exempel som gradvis illustrerar att det har egentligen enkelt uttryckt bara ar
méangdlara med nagot extra som kallas sannolikhet.

Vi infor darfor tva handelser som vi bendmner A och B dar

A ="de bada myntens resultat dr olika eller bada dr Krona”
B = 7de bada myntens resultat dr samma eller bada dr Krona”

Héndelser dr méngder och i definitionen av héndelserna anvénds ordet eller. Det innebér (eftersom det &r
méngder) att vi kan uppfatta dessa hiandelser som unioner av enklare héndelser och att vi alltsa kan skriva

A = {Kro-Kla, Kla-Kro} U { Kro-Kro} och B = {Kro-Kro, Kla-Kla} U { Kro-Kro}.

Vara forsta utredningar av sannolikhet har visat att
(a) P({Kro-Kro}) = 0.25,
(b) P({Kro-Kla, Kla-Kro}) = 0.50 och
(¢) P({Kro-Kro, Kla-Kla}) = 0.50

och nér vi nu vill tilldela hdndelserna A och B sannolikheter vill vi att det ska ske pa ett séitt sa att
P(A) = P({Kro-Kla, Kla-Kro}) + P({Kro-Kro}) = 0.50 + 0.25 = 0.75

vi vill alltsa att om vi har en hindelse som &ar unionen av tva disjunkta héndelser (inga gemensamma utfall) sa
ska sannolikheten for unionhédndelsen kunna berdknas som summan av de bada sannolikheterna fér de hdandelser
som bildar unionen.

Det ar alltsa 75% chans att handelsen A intréaffar och denna sannolikhet fas genom att addera sannolikheterna
for de bada disjunkta héndelser vars union bildar A.

Detta ar ocksa helt i analogi med att rdkna antalet element i tva disjunkta méngder som vi minns fran
avsnittet om antal element i en méngd fran kapitlet om méngder.

Vi ser ocksa att héndelsen B kan skrivas om som B = {Kro-Kro, Kla-Kla} eftersom B &r union mellan
tva méangder dar den ena méingder dr delméngd av den ena. D& blir ju B bara den stérre méngden eftersom
inget tillfors da vi tar den stérre mangden (héndelsen { Kro-Kro, Kla-Kla}) i union med méngden av den redan
ingaende héndelsen ({Kro-Kro}). For sannolikhetsfunktionen betyder det har att vi vill att sannolikheten for
héndelsen B ska vara sannolikheten for héndelsen { Kro-Kro, Kla-Kla} sa att vi har formeln

P(B) = P({Kro-Kro, Kla-Kla} U {Kro-Kro}) = P({ Kro-Kro, Kla-Kla}) = 0.5
och alltsa inte den felaktiga formeln
P(B) = P({Kro-Kro, Kla-Kla} U { Kro-Kro}) = P({Kro-Kro, Kla-Kla}) + P({ Kro-Kro}) = 0.75.

Det hér aterigen i analogi med att rdkna element i méngder som &r unioner som vi studerade noggrannt i
avsnittet om principen om inklusion och exklusion: vi ska alltsa inte rdkna element i snittméngden (hér { Kro-
Kro}) tva ganger.

OVNINGAR

9.2.1 Singla ett mynt fem ganger. Fick du Krona atminstone en gang? Singla ett mynt fem ganger till. Vad
ar sannolikheten att fa Krona atminstone en gang vid fem singlingar? Vad &r sannolikheten att inte fa nagra
Klave alls?
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9.2.2 Finn ett bra utfallsrum for att beskriva utfallen av kast med tva vanliga sexsidiga tarningar. Vad blir
sannolikheterna for de enskilda utfallen av ditt utfallsrum? Vad &r sannolikheten for att fa tdrningssumman 6
eller 77 Antag att tdrningarna har olika farger, réd och gron. Vad &r sannolikheten att fa mindre &n 3 pa den
roda och mer &n 3 pa den gréna?

9.2.3 Ange ett lampligt utfallsrum for experimentet dar vi singlar tre mynt och studerar resultaten av alla
tre mynt parallellt. (Om du vill kan du representera krona med en nolla och klave med en etta.)

9.2.4 Vad ar sannolikheten att fa ett udda antal Krona vid tre singlingar av ett mynt?

9.2.5 Anvind méngden {0, 1,2,3} som ett utfallsrum f6r experimentet dér du singlar ett mynt tre ganger
och réknar antalet gange du far Krona. Berdkna de individuella sannolikheterna p(0), p(1), p(2) och p(3). (Hor
troligen till nésta avsnitt.)

9.2.6 Vad ar sannolikheten att fa precis tre Krona da du singlar ett mynt fem ganger? Vad ar sannolikheten
att fa Krona tre ganger eller mer da du singlar ett mynt fem ganger?

9.2.7 Nar vi kastar tva vanliga sexsidiga tarningar, vad &r sannolikheten att fa tdrningssumman 4 eller
mindre?

9.2.8 Vad ar sannolikheten att fa en udda summa da vi kastar tre sexsidiga tédrningar?

9.2.9 Lat U vara ett utfallsrum med de tva handelserna A och B. Beskriv handelserna
a) AUB, b) AN B, ¢) A-B, d) AnB¢ e) A°nB°

med vanliga ord. Till exempel betyder AU B att ” A eller B intréaffar”. (Sa du behover alltsa inte 16sa a)-
uppgiften.) Hlustrera héndelserna i Venndiagram.

3. GRUNDLAGGANDE EGENSKAPER HOS HANDELSER OCH UTFALLSRUM

Vi ar nu redo att ge formella definitioner av vad sannolikhet ar och vi ger det genom att formulera tva
definitioner. Var uppgift r sedan att visa att sannolikheten har alla de egenskaper som vi skisserat ovan.

Definition: En éndlig méngd S = {z1,x2,...,2,}, dir {z;}}_; &r utfall i ett experiment, kallas ett dndligt
utfallsrum om och endast om:

1. till varje utfall z; finns ett associerat tal mellan 0 och 1 kallat den individuella sannolikheten for x; som
betecknas p(x;), och
2. summan av alla individuella sannolikheter for alla utfall ar 1, det vill siga Y ;" | p(x;) = 1.

Vi uppfattar har p som en funktion som vi bendmner den individuella sannolikhetsfunktionen for S.

Den hér definitionen infor alltsa sannolikhet som nagonting som tilldelas enskilda utfall, men vi vill infora
sannolikhet pa handelser som ju ar mdngder av utfall. Sa vi skapar ytterligare en definition for detta:

Definition: Lat S vara ett givet dndligt utfallsrum med en individuell sannoliketsfunktion p. Sannolikhets-
funktionen P pa S dr da funktionen P : P(S) — R given av

PE) =Y plas).
T, €EFE

Sannolikhetsfunktionen P bildas alltsa genom att for en héndelse (méngd) summera de individuella san-
nolikheterna av alla utfall som ingar i mangden. Eftersom summan av alla individuella sannolikheter i hela
utfallsrummet S &r 1 (enligt kraven i den foregaende definitionen) géller for alla hindelser E C S att

0<P(E) = pla) <Y plxi) =) plxi) =1
=1

T, €EFE ;€S

ocksa eftersom alla individuella sannolikheter &r positiva. Sa vi kan konstatera att definitionerna ovan ger att
P :P(S) — [0,1] som vi tidigare uttalade var en viktig egenskap.
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Vi ska samla de viktiga egenskaperna for sannolikhetsfunktionen i en sats, men innan det ska vi inféra en
term till via en definition:

Definition: Lat S vara ett utfallsrum med tillhorande sannolikhetsfunktion P. Da refererar vi till S till-
sammans med sannolikhetsfunktionen P som ett sannolikhetsrum.

Sats: Lat S vara ett sannolikhetsrum med sannolikhetsfunktionen P. For alla hidndelser A, B € S géller
da:

1. P(A
2. P(A
3. P(A

UB)=P(A)+ P(B) — P(AN B),
<1, P(®) = 0 samt P(S) =1 och
)=1—P(A).

QO ~—

Vi ska referera till dessa tre egenskaper som ”ettan” ”"tvaan” och "trean” och vi ska ge ordentliga bevis
for allihop. Men parallellt med att vi ger bevisen det ska vi ocksa ge beskrivningar och tolkningar av vad
egenskaperna innebér. For att battre kunna formulera oss i beviset antar vi att S = {x1,...,x,}, det vill sédga
att antalet utfall i S &r n och att de betecknas med x1,...,z,.

Bevis av tvaan: Vi ska visa tre saker: P(A4) <1, P() = 0 samt P(S) = 1. Men den forsta egenskapen,
P(A) <1, fann vi redan en motivering for precis efter definitionen av sannolikhetsfunktionen sa det &r klart.
Den andra egenskapen, P(()) = 0, foljer ocksa direkt av definitionen av sannolikhetsfunktionen,

P) = Z p(x;) = en summa utan termer = 0
;€0
eftersom en summa som inte har nagra termer alltid maste vara 0, det ar sa som summor fungerar.
Den sista egenskapen, P(S) = 1, foljde ocksa av definitionen av sannolikhetsfunktionen ovan.

Vi har nu visat tvaan och innan vi gar vidare ska vi ge nagra kommentarer. Vi tolkar dessa egenskaper
som att nagot utfall alltid maste intréffa, det vill siga nagon handelse maste alltid intréffa och det ar S sjalv
betraktat som héndelse. Det ar darfor S sjalv tilldelas sannolikheten 1. Omvént tilldelas tomma héndelsen
(att inget utfall intréffar) sannolikheten 0. Nagot utfall intraffar alltid. Om vi har ett experiment dér ett utfall
intraffar som vi inte har med i vart utfallsrum sa har vi per definition inte ett sannolikhetsrum och da maste
vi bygga en ny modell av verkligheten for att kunna dra slutsatser med hjélp av sannolikhetslaran.

Bevis av ettan: Vi ska nu visa att P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) géller diar A och B &r godtyckliga
héndelser i S. Men vi gor detta i tva steg, vi visar forst ettan under antagandet att A och B &r disjunkta,
alltsa for situationen da det inte finns nagot gemensamt utfall for A och B. Vi antar alltsa att A och B &r
godtyckliga handelser med

ANB=0.

Da har vi, enligt tvaan (som vi just visat) att P(ANB) = P(0) = 0 sa det vi ska visa a&r P(AUB) = P(A)+P(B).
Vi infor nya beteckningar for utfallen i A respektive B enligt

(1) A={as,...,ax}, respektive

(2) B={b1,...,b;}.
Da har vi alltsa kK +j =mn och S = {z1,...,2,} = {a1,...,a} U{b1,...,b;} = AU B. Enligt definitionen av
sannolikhetsfunktionen har vi da

P(AUB)= Y plx) = > p(z) =Y p(@)+ Y plx) = P(A)+ P(B)

r€AUB z€{ai,...,ar }U{b1,...,b; } €A zeB

vilket visar ettan da AN B = ). Anledningen att vi kunde sla isdr summan ) . 4,z p(z) i de tva summorna
> zeab(w) och 3, pp(x) var ju precis att det inte fanns nagra gemensamma utfall mellan A och B sa att
vii) ,cap(®)+ >, pp(r) inte réknar nagon individuell sannolikhet dubbelt. Men vi ska ju visa ettan utan
nagra extra krav och det gor vi pa foljande satt:

Skriv om AU B som AU (B — A). Eftersom méangderna A och B — A ar disjunkta sa kan vi anvénda ettan
for disjunkta hdndelser pa dessa tva méngder sa att vi far

P(AUB)=P(AU(B—A))=P(A)+ P(B—A).
Nu skriver vi om B som B = (AN B)U (B — A) och eftersom AN B och B — A ar disjunkta sa har vi
P(B)=P(ANB)+ P(B—-A).
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Men da kan vi skriva P(B — A) = P(B) — P(AN B) och detta insatt i ekvationen ovan ger oss
P(AUB)=P(AU(B—-A))=P(A)+P(B—-A)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

och beviset av ettan ar klart.

Observera likheten med principen for inklusion och exklusion som hér ocksa kan anvandas och vi kan alltsa
aven dra slutsatsen
|AUB| = |A|+ |B|-|ANBj.
Vi kommer ocksa att kunna ha sannolikhetsidentiteter av hogre ordning sa att vi for tre handelser A, B,C C S
har formeln

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—PBNC)+P(ANBNC)

som forstas ar helt i analogi med principen for inklusion och exklusion med tre mangder. Vi avstar dock fran
att ge ett bevis av detta nu.

Innan vi visar trean ska vi gora en definition. I trean talar vi om héndelsen A€ alltsa den hindelse som
bestar av alla utfall som ingar i komplementet till A. Den hér héndelsen uppfattar vi da forstas som att
héndelsen A inte intréffar. Vi ger dess namn i en definition:

Definition: Lat A vara en handelse 1 ett sannolikhetsrum S med sannolikhetsfunktion P. Da kallas A€ for
komplementet till A eller komplementhindelsen till A.

Bevis av trean: Vi ska visa att P(A) + P(A°) = 1. Men eftersom A och A° inte har nagra gemensamma
utfall och tillsammans utgdr hela S har vi, enligt tvaan och ettan

P(A) + P(A°) = P(AU A®) = P(S) = 1

vilket fullbordar beviset av trean.

I sannolikhetsteoretiska problemstéllningar ar ibland komplementhéndelsen till A mycket enklare att hantera
an A sjalv som vi senare ska se.

Vi kan ocksa tolka formeln P(A) + P(A¢) = P(S) = 1 som att det alltid ar sékert, for alla héndelser A att
antingen intraffar A eller sa intraffar A, Men detta har ju ocksa kopplingar till logiken, om vi sédtter utsagan
p="A intraffar” sa ar ju —p samma sak som ” A intraffar inte”, vilket ju ar ekvivalent med att A€ intraffar.
Och P(A) 4+ P(A°) = P(S) = 1 blir da en sannolikhetsteoretisk avspegling av att utsagan

pV p

alltid ar sann for alla utsagor p.

Vi kan ocksa ga tillbaka till vart exempel med de tva myntsinglingarna och betrakta de tva héndelserna

E = 7de bada myntens resultat dr olika”
F = "7de bada myntens resultat dar samma”

dessa tva héndelser dr uppenbart komplementhéndelser till varandra och vi har tidigare funnit att P(E) =
P(F) = 0.5. Eftersom de adr komplementhéndelser har vi alltsa

E‘=F och F°=F
och sista satsen stdmmer alltsa eftersom
P(E)+ P(E°)=P(E)+ P(F)=054+0.5=1.
Vi ska infora ett begrepp till:

Definition: Lat A;,..., A, vara en foljd av héndelser i ett givet utfallsrum S. Om A4; N A; = 0 for alla
1 # j sa kallas handelserna A1, ..., A, parvis disjunkta.

Sats: Lat Aq,..., A, vara en f6ljd av parvis héndelser i ett givet sannolikhetsrum S med sannolikhetsfunk-
tion P. Da galler

P(A U...UA,) = iP(Ak).
k=1

Beviset kan genomféras med matematisk induktion och ldmnas som &vning. Denna sats dr forstas en
sannolikhetsteoretisk motsvarighet till additionsprincipen fran kapitlet om kombinatorik.
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OVNINGAR

9.3.1 Om du kastar tva sexsidiga tarningar, var ar sannolikheten att du far en jaAmn summa eller en summa
storre an 87

9.3.2 [ foregaende 6vning, infor héndelserna E = jimn summa och F' = summa 8 eller mera. Sannolikheten
i foregaende uppgift kunde uttryckas som sannolikheten av E U F, det vill sdga P(E U F'). Varfor dr denna
sannolikhet inte lika med P(F) 4+ P(F)?

9.3.3 Lat E, F,G vara tre handelser i ett utfallsrum. Uttryck P(E U F U G) med hjilp sannolikheter av
héndelserna F, F, G och snitt mellan dem. Vad paminner detta om fran féregaende kapitel?

9.3.4 Fran en vanlig kortlek tar vi ett kort. Vad &r sannolikheten att kortet ar ett ess eller &r svart?
9.3.5 Ge en formel for P(EUF UGUH) dar E, F,G, H ar hiandelser i ett utfallsrum.
9.3.6 Tva sexsidiga tdrningar kastas. Vad &ar sannolikheten att nagon av dem visar en sexa?

9.3.7 Fran en vanlig kortlek tas ett kort. Berdkna foljande sannolikheter:

a) Kortet ar ett ess.
b) Kortet &r ett ruter.
c) Kortet ar ett ess eller ett ruter.

9.3.8 Lat A och B vara tva héndelser med P(A) = 0.7, P(B) = 0.8 och P(AU B) = 0.85. Beriikna

a) P(AN B)
b) P(B—A)
¢) P(A— B)
d) Sannolikheten att ezakt en av A och B intraffar — alltsa inte bada.

9.3.9 I en tillverkningsprocess kan tva slags fel intraffa, Fy och Fy. Det ar 10% risk att Fy intraffar och 15%
risk att Fy intraffar och 5% risk att bada felen intraffar. Berakna sannolikheten att

a) nagot av felen intraffar,

b) Fy intraffar, men inte Fb,

¢) Fy intréffar, men inte Fi,

d) exakt ett av felen intraffar — alltsa inte bada.

4. KOMBINATORIK OCH LIKFORMIG SANNOLIKHETSFORDELNING

Vi kommer att ha stor nytta av kombinatoriken nar vi studerar sannolikheter. Vi har redan sett att addition-
sprincipen och principen for inklusion och exklusion forekommer i sannolikhetsteoretisk tappning i forgaende
avsnitt. Vi ska nu se hur olika urvalsprocesser (det hér med dragning med och utan aterlaggning, med och
utan hénsyn till ordning) uttrycks i sannolikhetslaran.

I problemstéllningar i sannolikhetslara ar vi ofta fortjusta i att formulera sa kallade urnproblem. I kombina-
toriken formulerades nagot liknande i termer av lador. Dessa modeller ar i grunden valdigt liknande varandra
och ofta kan en urnmodell omvandlas till en ladmodell.

Vi tar ett exempel pa ett urnproblem.

Exempel: Det ar givet tva urnor, U; och Us. Den forsta urnan innehaller tre svarta kulor och tva vita. Den
andra urnan innehaller tre svarta kulor och fyra vita kulor. Vi drar férst en kula fran den foérsta urnan (U;) och

sedan tva kulor ur den andra (Us) utan aterlaggning. Berdkna sannolikheten att de tre kulorna har samma farg,.

Vi kan representera situationen med urnorna med en bild.
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Lo6sning: Vi infor hdndelsen A som héndelsen att de tre kulorna har samma farg. Vidare infér vi hédndelserna
B och C som

B = héndelsen att de tre kulorna som drogs pa det angivna séttet alla ar vita.
C = héndelsen att de tre kulorna som drogs pa det angivna séttet alla &r svarta.

Héndelserna B och C' ar uppenbarligen disjunkta och utgor tillsammans A sa kan konstatera att P(A), som
vi soker, kan skrivas som

P(A)=P(BUC)=P(B)+P(C)—P(BNC)=P(B)+P(C)—PW)=P(B)+ P(C)—0=P(B)+ P(C).

Vi ska snart berdkna P(B) och P(C) med vanliga kombinatoriska resonemang. Vi har gjort detta tidigare
men innan vi gér det ska vi inféra nagonting som skapar en tydlighet kring vad vi gor rent sannolikhetsteo-
retiskt. Vi ger forst en definition.

Definition: Ett dndligt sannolikhetsrum S med n utfall som vi bendmner 1, o, . . . , &, sdges ha en likformig
sannolikhetsfordelning om alla utfall i S ar lika sannolika, det vill sdga om alla utfall har samma individuella
sannlikhet, alltsa

p(z1) = p(r2) = ... = p(en).

I definitionen refererar vi alltsa till de individuella sannolikheterna for alla utfall och eftersom summan av
alla utfall 1 ett utfallsrum ar 1 sa drar vi slutsatsen att

pler) = plea) = .. = plae) =

I urnproblem brukar det vara underforstatt att alla kulor dras med samma sannolikhet. Om vi da betecknar
alla utfall hérande till en viss héndelse H med uq,...,u,;, sa berdknar vi sannolikheten for handelsen genom
att summera alla ingaende individuella sannolikheter for alla utfall som hor till héandelsen, vi har alltsa, enligt
definitionen av sannolikhet:

P(H) = plu).
k=1

Men eftersom vi ror oss i ett utfallsrum med en likformig sannolikhetsfordelning déar alla utfall har sannolikheten
sig 1/n (om det totala antalet utfall &r n) sa &r alla individuella sannolikheter av alla utfall i H ocksa lika
med 1/n och vi har

PH) =Y pug) =Y - ="
k=1 k=1

och det ar bakgrunden till att vi berdknar sannolikheter som kvoter. Om vi uppfattar vart utfallsrum som
hérande till nagon process som kan goras pa ett visst antal sitt (n sétt) och var héndelse som vi vill berdkna
sannolikheten for (H med utfallen uq,...,u,,) sa bildar vi alltsa kvoten

m

n

som da uppfattas som antalet satt att utféra processen sa att H intraffar dividerat med totala antalet sétt att
utfora processen. Vi kan ocksa bendmna detta ”antalet gynnsamma utfall dividerat med totala antalet utfall”.
Detta &ar begrepp som bara galler da vi har en likformig sannolikhetsfordelning, det vill sadga da alla utfall ar
lika sannolika.

Att berdkna sannolikheterna for handelserna som vi infor ovan innebar alltsa att berdkna kvoter: antalet
gynnsamma utfall (m) dividerat med totala antalet utfall (n).

Vi illustrerar detta med héndelsen B ovan (tre vita kulor) sa ska vi se att det egentligen inte dr nagon nyhet:
vi forutsitter ofta en likformig sannolikhetsférdelning.
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Vi vill alltsa berdkna sannolikheten av att om vi tar upp en kula fran urna 1 (med tva vita och tre svarta
kulor) och déarefter, utan aterliaggning, tva kulor ur urna 2 (med tre svarta och fyra vita) vi far tre vita kulor.

Vi beraknar detta som kvoten m

n
dar m ar antalet sitt att ta upp tre kulor pa det som anges (en ur forsta och tva ur andra utan aterldggning)
och verkligen fa tre vita kulor och n ar totala antalet sitt att ta upp tre kulor pa det sitt som anges.

Antalet gynnsamma utfall, alltsd m ar antalet sdtt att plocka kulor pa det angivna séttet och det kan vi
berdankna med vanlig kombinatorik. Vi anvander multiplikationsprincipen och ser tagandet av de tre kulorna
som en process 1 tre steg:

(1) Tag kula 1 ur urna 1. Den ska vara vit sa forsta steget kan utforas pa 2 sitt (eftersom det finns 2 vita
kulor dér).

(2) Tag kula 2 ur urna 2. Den ska ocksa vara vit och eftersom det finns 4 vita i urna 2 vid andra steget
finns det 4 sétt att ta en vit kula.

(3) Tag kula 3 ur urna 2. I det hér laget finns 3 vita kvar sa det finns 3 sitt att ta en vit kula till sa antal
sitt som sista steget kan utforas pa ar 3.

Enligt multiplikationsprincipen blir alltsa antalet sétt ta 3 vita kulor pa det féreskrivna séttet lika med
2-4-3

och det ar det har talet som vi kallat m i formeln ovan. Vi har alltsa m = 24.

Vi gar vidare och beréknar n, alltsa totala antalet utfall i experimentet, alltsa totala antalet sétt att ta kulor
pa det angivna séttet, men utan kraven pa att alla ska vara vita, det vill sdga att utfallen nédvandigtvis ska
ingé i den héndelse vi berdknar sannolikheten for. Vi kan aterigen se valet av kulor som en process i tre steg
och anvénda multiplikationsprincipen:

(1) Tag kula 1 ur urna 1. Vilken som helst av de 5 kulorna kan tas sa forsta steget kan utforas pa 5 sétt.

(2) Tag kula 2 ur urna 2. Aterigen finns inga krav pa hur den ska tas sa vilken som helst av de 7 ga bra.
7 satt.

(3) Tag kula 3 ur urna 2. Nu &r det 6 kulor kvar sa det dr 6 sétt att ta sista kulan.

Och, vi sammanfattar som forut, totala antalet utfall i sannolikhetsrummet som vi studerar, talen n,
ndmnaren i kvoten som ger oss P(B) blir
5.7-6.
(Eftersom detta tal ska inga en kvot sa behover vi inte rdkna ut precis vad det blir, vi ska ju &nda forkorta
bort en massa faktorer.)Nu kan vi berdkna P(B) och vi far alltsa

m 2 4.6 4
n 576 576 35

Lésaren far sjilv berdkna P(C) och de berdkningarna ska ge resultatet 3/35 och sannolikheten for A, alltsa
att kulor som dras pa det sitt som angavs alla ska ha samma firg blir

4 3 7 1
P(A)=P(B)+ P(C) = TR 0.20 = 20%.

Vi ska nu poéngtera ett mycket viktigt underférstatt antagande som gjorts i ovanstaende berdkningar. Vi har
funnit sannolikheter som kvoter, m/n, men vi har inte tydligt beskrivit hur det underliggande utfallsrummet
ser ut, hur de inviduella utfallen har karakteriserats och darmed har vi faktiskt gjort vara berdkningar med
en vag uppfattning om hur héndelserna egentligen har beskrivits. Det &ar tydligast i andra och tredje steget i

tillampningen av multiplikationsprincipen, det stod dér

P(B) =

(2) Tag kula 2 ur urna 2. Den ska ocksa vara vit och eftersom det finns 4 vita i urna 2 vid andra steget
finns det 4 sétt att ta en vit kula.

(3) Tag kula 3 ur urna 2. I det hér laget finns 3 vita kvar sa det finns 3 sitt att ta en vit kula till sa antal
satt som sista steget kan utforas pa ar 3.

och nu kan vi rikta en kritik mot den hér beskrivningen: om vi ska ta 2 vita kulor ur en population av 4
vita kulor och alla ar att betrakta som identiska, da ar val antalet sdtt att ta dessa identiska kulor lika med
(g‘) och inte 4 - 3 som ju ar P(4,2)? Vad ska vi ha? En binomialkoefficient eller antalet 2-permutationer?

Svaret pa den hér fragestédllningen ar att nér vi tecknat berdkningarna av sannolikheterna med tillampning
av multiplikationsprincipen sér det ytterligare tydliggjort att vi antar att det underliggande utfallsrummet
befattar sig med héndelser som innebéar plockandet av kulor ur urnorna ddr ordningsfoljden dr medrdknad. 1



KAPITEL 9 - GRUNDLAGGANDE DISKRET SANNOLIKHETSLARA 11

sjalva vart utfallsrum réknar vi alltsa inte kulorna som identiska utan vi uppfattar dem som olika. Vi kan byta
perspektiv och 16sa samma problem med binomialkoefficienter. Skillnaden &r att vi fa andra vérden pa m och
n men nar vi bildar de slutliga kvoterna sa blir &nda svaret detsamma. Vi genomfor dessa berdkningar for
tydlighetens skull.

Alternativ 16sning: Betrakta nu tagandet av kulor med hjalp av binomialkoefficienter istallet. Multip-
likationsprincipen ar fortfarande aktuell och for att berdkna P(B) studerar vi antalet sitt att vélja de tre vita
kulorna fran urnorna utan medréknad ordning.

(1) Tag forst kula 1 fran urna 1, eftersom det ar 2 vita att vélja pa sa kan den forsta kulan tas pa @) =2
satt. Detta rakar sammanfalla med antalet sitt att ta forsta kulan da ordningen dr medraknad.

(2) Tag nu de bada andra vita kulorna fran de 4 vita i andra urnan, eftersom det &r fragan om att ta 2
fran 4 utan ordning medréknad kan detta ske pa (g) = 6 satt.

Vi har bara tva steg i urvalsprocessen denna gang och vart m blir nu 2 -6 = 12. Vi gar vidare och beréknar
n, alltsa totala antalet sétt att vélja kulor (en fan U; och tva fran Us) och det blir

5 7 7-6
() ()5 L8 s

Och slutligen bildar vi kvoten m/n for att fa P(B) och den blir
12 4

5.7-3 35

som forstas Gverenstammer med vart tidigare resultat.

Nar det géller problemstéllningar vid likformig sannolikhetsfordelning ar det bara att anvinda den kombi-
natorik vi redan utvecklat. Dock har, som sagt, ibland formuleringarna i sannolikhetslaran med termen ”urna”
istllet for "1ador” som vi sett i kombinatoriken. Sjalvklart &r det i grunden ingen principiell skillnad. Vi stud-
erar detta genom att ge ett antal exempel. Vil att minnas ar forstas ocksa det har med att nér vi beraknar
kvoter av typen m/n maste bade téljaren m och ndmnaren n ha berdknats utgaende fran samma utfallsrum
vilket konkret betyder att vi antingen modellerar allt med hénsyn tagen till ordningsféljder, och da involverar
berdkningarna av m och n antalet k-permutationer, alltsa uttryck av typen P(n, k) och den andra mdjligheten
ar att berdkningarna av m och n bygger pa ett utfallsrum dar vi inte tar hénsyn till ordningsféljder, och da
anvénder vi binomialkoefficienter (alltsd uttryck av typen (7)) i beréikningarna.

Exempel: En vanlig kortlek blandas och 10 kort tas slumpvis ut utan aterlaggning. Ange sannolikheten
for att det finns tre ess bland de 10 korten.

Losning: Halva l6sningen bestar ofta i att vélja ett bra utfallsrum eller modell av problemstéllningen. En
modell kan skapas genom att vi betraktar kortleken som en rad av 52 kortplatser. Att ”ta ut 10 kort” kan
vi anse som att vi siger att vi anser att 10 av kortplatserna har en speciell status: detta ar de 10 utvalda
korten. Vi kan da skapa en mental bild av situationen, 52 kort symboliseras med ringar, de 10 utvalda korten
till vanster, symboliseras med grafargade ringar:

0000000000000 0OOOOLOLOOLOOOOLOOLOOLOLOOLOOOLOOOLOOLOLOOOOOOOOOOOO

och vi skapar nu en modell av situationen genom att siga att vi ar intresserade av fyra kort bland dessa 52
nadmligen essen och hur de placeras. Vi fragar efter sannolikheten att precis tre av essen &ar placerade bland
de utvalda korten, och den sékta sannolikheten blir alltsa 7% dir m &r antalet satt att placera ut tre av essen
bland de 10 utvalda korten och det aterstaende esset bland de 42 andra kortplatserna. Talen n blir antalet

satt att placera ut essen hur som helst och det ar (542) (i det hér exemplet tar vi alltsa inte hansyn till essens

ordningsfoljd). Talet m bildas ocksa som en produkt av talen (130) som &r antalet satt att valja de tre platserna

bland de 10 utvalda korten som ska vara ess, och talet 42 (som kan uppfattas som (412)) som anger antalet sétt
att vélja ut var det sista esset ska vara bland de 42 andra korten. Alltsa blir var sokta sannolikhet

)@ 5242 1009-8-4-42  1-3-8-1-6 144

52 ~ 52.51-50-49 = =
) 52515049 52.51-50-49  13-17-5-7 7735

= 1.86%.

— =
Lagg som sagt marke till att vi inte behéver ta nagon hansyn till ordningsfoljder, vare sig bland de utvalda

platserna som ska ha ess, eller vilken inbordes ordning som essen har, vi véljer egentligen bara kortplatser
for essen utan att rdkna nagot om vilket ess som hamnar vart. Det ar darfor det har problemet involverar
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binomialkoefficienterna som ju inte tar hansyn till ordningsféljder.

Kommentar: Vi relaterar nu den héar 16sningen till hur det hade sett ut om vi hade tagit hansyn till
ordningsféljden. Vi valde en modell dér de fyra kortplatserna inte tog nagon hénsyn till hur de olika essen
var placerade. Vi betraktade da bara ett abstrakt sétt att placera ess. Om vi istéllet hade gatt ner pa en
detaljniva dér vi tagit hansyn till essens ordningsfoljd skulle vi fatt andra m och n i vara berékningar. Talet
m skulle d& varit antal satt att, med ordningen medréknad, placera ut de fyra essen och det skulle varit

() (¥)

eftersom vi kan se antalet sitt att placera ut essen som (130) - 42 = antalet satt som det finns att véalja ut de
fyra platser som essen ska placeras pa, multiplicerat med 4! = antalet sidtt som det finns att inbérdes omordna
de fyra essen. Det viktiga att observera hér &r da att precis samma faktor, 4!, (som indikerar att vi tar hinsyn
till ordningen i vart utfallsrum) uppkommer i ndmnaren, sa att n hér blir

()

som alltsé ar antalet sitt att vilja de 4 platser dar essen placeras och sedan multiplicerat med antalet sétt att
omordna dem (4!). Samma faktor uppkommer i téljare och ndmnare och forkortas alltsa bort sa att vi givetvis
far samma sannolikhet som svar pa var fraga dven om vi valt ett annat utfallsrum som egentligen d& forstas
bara ar ett alternativt sétt att tdnka om samma fragestéllning.

Exempel: I ett rum med 23 personer, berdkna sannolikheten att minst tva personer fyller ar pa samma
dag. (Vi antar att ingen fyller ar pa skottdagen och att det inte &r skottar.)

Losning: Vi infor hiandelsen A att tva personer har fodelsedag pa samma dag. Det héar ar ett typiskt fall
da det ar lattare att studera komplementhéndelsen A€, alltsa att alla 23 personerna har fodelsedagar pa olika
dagar. Vi kan nadmligen da berékna sannolikheten som en kvot igen, m/n, dar m &r antalet sitt att vélja
fodelsedagar tillordnade de 23 personer sa att inga fodelsedagar sammanfaller. Vi kan gora detta val for de
23 personerna i en viss ordning. Det blir 23 val av fodelsedagar och valet av forsta personens fodelsedag kan
goras pa 365 sitt, eftersom inga andra fodelsedagar &r valda. Andra personens fodelsedag kan da valjas pa 364
sitt eftersom vi inte far vélja samma fédelsedag som den forsta personen har. Pa samma sétt blir nésta antal
valméjligheter 363 och sa vidare ner till person nummer 23 vars fodelsedag kan véljas pa 343 olika séatt for att
inte sammanfalla med nagon av de 22 tidigare personerna. Multiplikationsprincipen ger alltsa att m blir

365 - 364 - 363 - ... 344 - 343.

Talet n (som ska bilda kvoten i sannolikhetsberékningen) blir da antalet sitt att vélja fodelsedagar for de 23
personerna utan nagra som helst inskrankningar, vilket forstas blir 365%3. Detta svarar mot kombinatoriska
uttryck fran kapitlet om kombinatorik. Talet m som vi bildar som ovanstaende produkt svarar mot talet som
bildas for antal val av ”hogst en kula i varje lada vid placering av kulor i en foljd av numrerade lador” — i
kapitlet om kombinatorik kallades detta tal P(n,k) = (n+'k)' och vid narmare inspektion av uttrycket ser vi

att det kan skrivas som gg—g;. Talet n, som bildas som potensuttrycket 365> svarar mot det tal som bildas som

antal val av ”hur manga kulor som helst i ett antal numrerade lador”.

Sannolikheten for A¢ kan nu berdknas till
365!

342! - 36523
och darfor far vi P(A) =1 — P(A°) = 50.73%. Det ar alltsa ungefar 50% chans i en grupp med 23 personer
att tva personers fodelsedagar sammanfaller. Vad det nu finns for nytta att veta det! Men det kan &nda vara
intressant att se pa den sannolikheten for att belysa hur vara forutfattade meningar kring vad som &ar sannolikt
fungerar. Lésaren inbjuds att 6verviga vad hen anser att sannolikheten att tva personers fodelsedagar samman-
faller i en grupp pa 23 personer och jamfora med det korrekta resultatet (som alltsa tydligen ligger pa runt 51%).

= 0.4927

Exempel: Berdkna sannolikheten att ett slumpvis valt tal bland de 10000 forsta positiva heltalen inte &r
jamnt delbart med nagot av talen 2, 3 eller 5.

Losning: Detta exempel ansluter till exemplet dér vi berdknade antalet tal i méngden Q = {1,2,...,10000}
(alltsa de forsta 10000 positiva heltalen) som inte dr delbara med 2, 3 eller 5. Efter en utredning som involverade
anvandning av principen for inklusion och exklusion beriknades detta tal till 2333. Tre méangder A, B,C
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infordes enligt A = {z € Q;2|z}, B ={z € O;3|z} and C = {z € Q;5|z} och antalet tal som inte var delbart
med nagot av talen 2, 3 eller 5 befanns vara

10000 — £

dér k = |[AU B U] och det var just storheten |A U B U C| som berdknades med principen for inklusion och
exklusion enligt

JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|BNC|—|BNC|+|ANnBNC|

i 6vningarna leds ldsaren att formulera en 16sning till detta problem baserat pa detta tidigare exempel.

OVNINGAR

9.4.1 Fran en vanlig kortlek tas tre kort utan aterlaggning. Berkna sannolikheten for att

a) alla tre kort &r hjarter,

b) inget av korten dr hjérter,

c¢) alla tre kort har samma férg,
d) alla tre kort ar av valéren 10.

9.4.2 Fran en vanligt kortlek tas tre kort utan aterlaggning. Vad &r sannolikheten att dessa tre kort alla
ar i intervallet 2-10 och utgdr en sa kallad stege, det vill sdga deras valérer ar pa varandra foljande virden?
(Exempelvis: klover 4, ruter 5, hjarter 6.) (Kortens ordningsfoljd i vilken de dras réknas inte, sa det rdknas
som en stege om 5:an kommer forst, sedan 4 och sist 6:an.)

9.4.3 Fran en vanligt kortlek tas tre kort utan aterlaggning. Vad ar sannolikheten att dessa tre kort alla &r i
intervallet 2-10 och utgor en sa kallad stege i farg, det vill sdga deras valorer ar pa varandra féljande varden och
att de alla dr av samma firg? (Exempelvis: klover 4, klover 5, klover 6.) (Aterigen riknas inte ordningsfoljden
i vilken korten dras.)

9.4.4 Om tre térningar kastas, vad ar sannolikheten att

a) alla visar lika? (Till exempel tre fyror.)
b) alla visar olika? (Till exempel en etta, en tvaa och en femma.)

9.4.5 En urna innehaller fem vita kulor och tva svarta kulor. Tva kulor dras slumpméssigt. Berdkna
sannolikheten att de har olika farg om dragningen sker

a) utan aterldggning,
b) med aterlaggning.

9.4.6 En sa kallad tipsrad bestar av 13 symboler som vardera &ar 1, x eller 2. Om vi antar att alla utfall ar
lika sannolika, alltsa alla tipsrader férekommer lika ofta, vad ar da sannolikheten att fa
a) 13 ratt?
b) de 12 forsta matcherna réatt men den sista fel?
c) 12 ratt?
d) precis 1 ratt?

(Ettor brukar vara mer sannolika eftersom det representerar att hemmalaget vinner.)

9.4.7 Berékna sannolikheten att vid dragning av fem kort fran en kortlek vi far ess, kung, dam, knekt, tio i
samma farg, (en sa kallad Royal Straight Flush).

9.4.8 Beridkna sannolikheten att om vi far 10 kort fran en kortlek, 2 ar spader, 3 ar hjarter, 1 &r ruter och
4 ar klover.

5. BETINGAD SANNOLIKHET

I detta avsnitt ska vi inféra nagonting som heter betingad sannolikhet. Ordet ”betingad” betyder ”villkorad”
och den engelska termen for betingad sannolikhet ar conditional probability, sa det har skulle kunna ha namnet
?villkorlig sannolikhet” istéllet.

Betingad sannolikhet kommer ge oss en djupare forstaelse for hur noggranna vi verkligen maste vara nér vi
modellerar verkligheten med sannolikhetsteori. Vi tar ett illustrerande exempel som ar baserat pa en utmarkt
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film fran Youtube som heter The Bayesian Trap av Veritasium.

Exempel: En av 1000 personer har en otrevlig sjukdom som vi kan kalla (). Det finns ett medicinskt test
T som anvands for att stalla diagnosen for ) men medicinska tester ar inte perfekta och T ger ett positivt
resultat 1 99% av alla ganger som det anvands pa folk med sjukdomen @, men i 1% av fallen som det anvands
pa friska personer ger den ett felaktigt positivt resultat, det vill sdga positivt &ven om personen som testas
anda inte har sjukdomen Q).

Fragan ar nu, om en person, vi kan kalla honom Kalle, far ett positivt resultat fran testet 7. Vad &ar da
sannolikheten att Kalle verkligen har sjukdomen Q)7 Vi kanske forst spontant tanker att eftersom testet iden-
tifierar 99% av de som har sjukdomen sa maste det val vara 99% chans att ett positivt testresultat innebar att
Kalle har Q7 Men sa ar det inte! Vi bérjar med att formulera fragan mer noggrannt:

Fraga: Om Kalle far positivt resultat fran testet 7', vad ar sannolikheten att Kalle har sjukdomen Q7

For att illustrera betydelsen av ”betingad sannolikhet” eller ”villkorad sannolikhet” sa kan vi formulera om
fragan igen:

Fraga: Under forutsattning att Kalles testresultat ar positivt, vad ar sannolikheten att Kalle har sjukdomen

Q7

Vi soker alltsa en sannolikhet under en wviss forutsdtining, eller under ett visst villkor och detta villkor ar
att testet T visar ett positivt resultat. Vi infor tva héndelser:

(@ = héandelsen ”Kalle har sjukdomen @)” och
T = handelsen "testet T visar positivt resultat for Kalle”.

Vi soker alltsa sannolikheten av att @ intraffar under forutsdtining att T har intraffat. Denna sannolikhet
betecknar vi med

PQ|T)
och det utléses sannolikheten att Q intrdffar givet att T intrdffat eller den betingade sannolikheten for @ givet T.

Vi ska nu rékna ut P(Q|T).

Vi betraktar ett representativt urval av befolkningen pa 1000 personer.

O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OODOOOOODObOLOOOOOOO
O0O0O0O00O0OO0OO0OO0ODODOOOODODObOOOOOOOO
[CNCHONORCHONONONONCONONON NONONONCNONONONCONCNONONG)
O000@0O00O0O0OOOOOOObOLOOOOOOO
O00O0O0O0O0OO0OO0OO0OODOOOOODObOOOOOOOO
[N CNONONCHON NONCHNCONCHCHONONONCONCN NONONONCONCHONC)
O00O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOObOOOOOOOO
(O CHONONCHONONONONCNCNONONONONCONCNONONONONCN HONC)
O00O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0ODOOOOODObOOObOOOOO
O00O0O00O0OO0OO0OO0OODOOOODODObOOOOOOOO
O0O0O0O0D0O0OO0OO0OO0OODOOOODODODOOOOOOOO
O0O0O0O00OO0OO0OO0OO0OODOOOOOObOLOOOOOOO
O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OODOOOOOObOLOOOOOOO
O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OODOOOOODObOLOOOOOOO
O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOObOOOOOOOO
(O CHONONCHONONONONCNCNONONONONON NONONONONCONCNONG)
O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OODOOOOODObOOObOOOOO
[CNONONONCH NONONCONCHCHCHONONONCONCHONONONONCONCHONC)
O00O0O0O0O0OO0OO0OO0OODOOOODODObOOOOOOOO
O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0ODODOOOOOObOLOOOOOOO
O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OODOOOOOObOLOOOOOOO
O0O0O0O00O0O0O0O0ODOOOODODObOOOOOOOO
O00O0OO0OO0O0OO0OO0OO0OOOOOOOLOOOOOOOOO
O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOO
O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OODOOOOODObOLOOOOOOO
O00O0O0O0O0OO0OO0OO0OOOOOOObObOOObOOOOO
O00O0O0O0O0OO0OO0OO0OODOOOODODObOOObOOOOO
(O CHONONCHONONONONCNCNONONONONONCN NONONONCNCNONS)
[ONoN NONCHONONONONCNCNONONONONCONCHONONONONCONCNONC)
O00O0O0O0O0OO0OO0OO0ODODOOOODODObOOOOOOOO
O0O0O0O0DO0O0OO0OO0OO0OODOOOODODObOOOOOOOO
O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOO
O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OODOOOOOObOLOOOOOOO
O0O0O0O00OO0OO0OO0OO0OODOOOOODObOOOOOOOO
O00O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOO
O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOObOOOOOOOO
O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOObOLOOOOOOO
[CNONONONCHONONONCNCNCHCHONONONCOHCHONONON NONCHONC)
(O NONONCHONONONONCONCHCHONONONCONCHONONONONONCHONC)
O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0ODODOOOODODODOOOOOOOO

Det ar totalt 1000 prickar som symboliserar ett representativt urval ur befolkningen. En av 1000 har sjuk-
domen och den olyckliga personen symboliseras med den graa pricken. Alla de vita prickarna symboliserar folk
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som &r friska. De svarta prickarna symboliserar ocksa folk som &r friska, men som testet visar felaktigt positivt
resultat for, det &r 1% chans att testet visar fel och dessa olyckliga 10 symboliseras alltsa av de svarta prickarna.

Vi atervinder nu till var fragestéllning: hur stor sannolikhet ar det att Kalle har sjukdomen @ givet att
testet T' gett ett positivt resultat? Vad &r alltsa P(Q|T")?

Om vi tdnker ndrmare pa detta sa inser vi att det faktum att Kalle fatt ett positivt resultat pa testet innebér
att Kalle inte dr en av de 989 friska personerna som testet get negativt resultat for (de vita prickarna). Kalle
ar i sjalva verket en av de svarta prickarna (han har alltsa ett felaktigt positivt resultat) eller sa dr Kalle den
graa pricken (han har alltsa sjukdomen Q).

Vi har alltsa ett betydligt mindre utfallsrum som bestar av 11 personer som utgors av de 10 personer (de
svarta prickarna) for vilket testet ger fel svar och den enda person som verkligen ar sjuk. Sa vart nya utfallsrum
kan alltsa symboliseras med 11 prickar.

Nagon av dessa 11 personer ar sjuk, men de andra har fatt felaktiga resultat fran testet! Det ar alltsa 1 pa
11 att Kalle verkligen ar sjuk om Kalle fatt ett positivt resultat sa det ar alltsa 9% risk att Kalle verkligen har
sjukdomen.

Nér vi stéller en fraga som involverar betingad sannolikhet s& byter vi alltsa utfallsrum. Léigg méarke till att
det var inte de 1000 personerna som var utfallsrummet som vi anvinde for att hitta sannolikheten 9%, det var
ett mindre utfallsrum. Vi skulle kunna séga sa har:

Vi soker sannolikheten P(Q|T) som &r andelen personer som har sjukdomen @ givet att de testet T' visat
positivt resultat. Den sannolikheten kan vi se som en kvot:

antalet personer som har sjukdomen som testet 1" visar positivt for

totala antalet personer som testet 1" visar positivt for

Hur beréknar vi denna kvot? Om vi uttrycker oss i sannolikheter sa blir téljaren lika med talet
P(QNT) - antalet personer i totala populationen.

Om vi antar att de 1000 personerna ar ett representativt urval sa &ndras inga sannolikheter for att vi studerar
just de hér 1000 personerna sa vi kan anta att antalet personer i totala populationen &r 1000. Och detta &r
alltsa det ursprungliga utfallsrummet. Téljaren fa da utseendet

P(QNT) - 1000.

Om vi med samma forutsdttningar att de 1000 personerna ar ett representativt urval sa blir ndmnaren lika
med

P(T) - 1000.
Sa sammantaget har vi
_P(@QNT)-1000 P@QNT)
P@IT) = P(T)-1000 P(T)

och detta ar den allménna formeln fér betingad sannolihet.

Vi formulerar detta noggrannt i en definition:

Definition: Lat S vara ett sannolikhetsrum med sannolikhetsfunktionen P. For en given héndelse A
definierar vi, for alla héndelser B C S, den betingade sannolikheten for B givet att har A intrdiffat som talet
P(ANB)

P(A)

Vi ska se pa hur betingad sannolikhet kan anvéndas nér vi undersoker mer komplicerade sannolikhetsteo-
retiska problemsallningar.

P(BlA) =

Exempel: Kim och Alex spelar poker och har fatt fem kort var. Alex vet att Kim har ett ess men Alex
sjalv har inte &nnu tittat pa sina kort. Vad &r sannolikheten att Kim har ytterligare ett ess?
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Losning: Halva l6sningen av en sadan hir uppgift ar att infér héndelser som péa ett korrekt sitt beskriver
situationen. Det kan ibland vara svart. Vi kan vara frestade att skriva

FFE = handelsen ”Kim har ett ess”
TE = handelsen ”Kim har tva ess”.

och sedan ténka att vi &r intresserade av att berdkna P(TE|EE). Enligt definitionen av betingad sannolikhet
ar detta tal lika med
P(TENEE)
P(EE)
Eftersom handelsen EE ar inkluderad i hiandelsen TE sa maste vi ha TEN EE = TFE sa vi vill alltsa berdkna
P(TE)
P(EE)’

Och hérifran kanske vi kan anse att vi kan rékna ut den sokta sannolikheten. Men det finns en svarighet
hér och vi behover beskriva hidndelserna lite battre. Den sannolikhet vi soker utifran det héndelseforlopp som
ar beskrivet ar egentligen sannolikheten att Kim har minst ett ess. Sa var situation blir battre modellerad
om vi sager att hindelserna FE och T'E beskrivs av

FE = handelsen ”Kim har minst ett ess”
TE = handelsen ”Kim har minst tva ess”.

Ta en paus och fundera pa vad skillnaden blir jamfért med den formulering som gavs ovan. Om vi skulle
arbetat med den ursprungliga formuleringen kanske vi rent av skulle géra misstaget och tro att vi ska riakna
med sannolikheten P(EE) och uppfattar den som att det dr sannolikheten for exakt ett ess och att P(TE)
ska representera exakt tva ess. Da blir det fel. Dessa riakningar, som alltsa ar felaktiga, ser ut sa héar:

Sannolikheterna att Kim ska ha (exakt) ett ess respektive (exakt) tva ess, det vill siga Py (EFE) respektive
Pfel(TE) ar

4 (51 N a0
Pra(EE) = % respektive P(TE) = M
5
och da vi bildar kvoten av dessa tal sa forkortas (552) bort s& att vi far

Pra(TE) _ (3) - (%) _ 6- %5+
Pro(TE|EE) = = = ' = — (=11.7%).
rel(TE|EE) P (EE) 4. (541) 4. 51-504-;19-48 51 ( %)

For att undvika detta problem behover vi alltsa vara mer precisa da vi formulerar vara héndelser som
berdkningarna baserar sig pa. Lat alltsa darfor hdandelsen E'E verkligen representera att Kim har minst ett
ess och handelsen TE att Kim har minst tva ess. Vi soker fortfarande sannolikheten

P(TE)
P(EE)

och vi kan borja med att rdkna ut P(EFE). Det hir &r ett typiskt lige da det &r lattare att arbeta med
komplementérhéndelsen, och alltsa anvénda oss av att P(EE) = 1— P(EE€). Och P(EE®) &r ju da hdndelsen
att Kim inte har nagot ess alls som blir (458) / (552).

Nista steg ar att finna P(T'E) och den ar tyvérr inte sa enkel att finna. Vi kan dock finna den om vi infor

tre andra handelser:

(1) EXs=héandelsen att "Kim far exakt tva ess”
(2) EXs=handelsen att "Kim far exakt tva ess”
(3) EX4=héndelsen att "Kim far ezakt tva ess”

och sa ser vi att eftersom héndelserna FXs, E X3 och EX, ar disjunkta och tillsammans utgér T'E sa kan vi
skriva

P(TE) = P(EX,) + P(EX3) + P(EXy).

Eftersom

P(EXQ) = wa P(EX2) = w, och P(EX4) = M
(5) (5)
P(TE)

sa kan vi berakna den sokta sannolikheten P(EE) S0m

PTE) - PTE) () (G)/G)+6)- ()G + @) @)/F)

P(EE) 1- P(EE®) 1- (3)/(2)
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Har forlanger vi téljare och ndmnare med (552) och uttrycket blir da lika med

Q- +E- D) +0) () % 5P +4-50+41-1  50-49-48+4-50 41
(%) — () 52.51:5049-48 _ 4847464544 52.51-10-49-2 —47-46-9-44

som vi raknar ut med en miniraknare, det blir ungefar 0.0676, alltsa 6.76% chans vilket ar ett annat resultat
an det vi fick da vi hade felaktiga beskrivningar av héndelserna FE och TE.

Med definitionen for betingad sannolikhet kan vi uttrycka P(ANB) som P(B|A)-P(A) och det &r anvéindbart
i beviset av en sats som kommer att hjilpa oss att gor falluppdelningar i sannolikhetsteoretiska problemstéllningar.

Sats: Lagen om total sannolikhet. Lat S vara ett sannolikhetsrum med sannolikhetsfunktionen P. Om
héndelserna Hy, ..., H, ar parvis disjunkta och S = H U...UH,, (det vill sdga {Hy, ..., H,} ar en partitionering
av S) sa giller, for varje héndelse A C S att

n

P(A) = P(Hy) P(A|Hy).
=1

De olika héndelserna Hy, ..., H, brukar kallas ”hypoteser” och om vi sékert vet att ndgon av n stycken hy-
poteser sikert ar uppfyllda (alltsa S = H; U...U H,,) kan vi alltsa berékna sannolikheten for en viss héndelse
A baserat pa de n olika mdjliga fallen som kan gélla och sannolikheten blir da summan med n termer som star
i satsen. Innan vi ger ett bevis for detta ska vi se pa ett exempel.

Exempel: I ett samhélle delades invanarna in i tre grupper, A, B, C, déar

A = alla med en inkomst 6ver 400000 kr per ar,
B = alla med en inkomst mellan 200000 kr och 400kkr per ar och
C = alla med en inkomst ldgre &n 200000 kr per ar.

Andelen invanare i gruppen A var 20% av alla i samhéllet, andelen i gruppen B var 50% och andelen invanare
i gruppen C var 30%.

Undersokningar av dessa olika gruppers invanares sparvanor gjordes gjordes varvid man kom fram till att
70% av invanarna i grupp A hade mer dn 100000 i besparingar, 40% av invanarna i grupp B hade mer dn
100000 kronor i besparingar och slutligen att bara 10% av invanarna i grupp C' hade mer &n 100000 kronor i
besparingar.

Vad &r sannolikheten att en godtyckligt vald invanare har mer &n 100000 i besparingar?

Losning: En stor del av 16sningen till problem i sannolikhetsteori &r att infora ratt utfallsrum och handelser.
Sa vi tdnker oss att vart experiment bestar i att vilja en invanare fran samhéllet. Om vi betecknar méngden
av alla invanare med U sa kan vi infora utfallsrummet S = {x valdes : * € U} och sa kan vi inféra de olika
hypoteserna som ska anvéindas i lagen om total sannolikhet sa att

A = héndelsen att den invanare som valdes ingar i grupp A4,
B = héandelsen att den invanare som valdes ingar i grupp B och
C = héndelsen att den invanare som valdes ingar i grupp C.

(Har anvander vi samma bokstav for att beteckna héndelsen att en invanare valdes fran en grupp som vi
anvander for att beteckna sjélva gruppen, annars blir det sa manga bokstéver.)

Méngderna {A, B,C} partitionerar U sa héndelserna A, B,C partitionerar utfallsrummet S sa vi kan
anvanda lagen om total sannolikhet och inféra héndelsen D som innebér att invanaren som &ar vald har mer
an 100000 kronor i besparingar. Vi far nu enligt lagen

P(D)= P(D|A)-P(A)+ P(D|B) - P(B)+ P(D|C) - P(C)
och om vi sétter in de olika sannolikheterna som é&r givna i problemformuleringen fa vi
P(D)=0.70-0.20 4 0.40 - 0.50 + 0.10 - 0.30 = 0.14 + 0.20 4 0.03 = 0.37 = 37%.

I summan med de tre termerna ser vi hur de olika grupperna A, B, C bidrar till den slutliga sannolikheten.
Tydligen bidrar grupp A med 14%, grupp B bidrar med 20% och grupp C bidrar med 3% till den totala
sannolikheten 37% i samhallet att en slumpvis vald invanare har besparingar pa mer an 100000 kronor.

Det ar vart att studera summan

0.70 - 0.20 4+ 0.40 - 0.50 4+ 0.10 - 0.30
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i detalj. Denna summan blir ju P(D) enligt utredningen ovan och att de tre hypoteserna {A, B, C'} utgor en
partitionering av S avspeglas av att summan av talen 0.20, 0.50 och 0.30 &r 1. Det betyder att A, B, C' bidrar
till summan 0.70-0.2040.40-0.5040.10-0.30 proportionellt mot hur stora A, B, C &r. B bidrar mest, eftersom
det &r en storsta gruppen (50%) men A bidrar ocksa eftersom A har en stor andel invanare som na upp till
mer &n 100000 kronor i besparingar. Sa det &r vart att betrakta den har summan ett tag och forsta hur den

ar uppbyggd.

Bevis av lagen om total sannolikhet: Eftersom {Hq,..., H,} &r en partitionering av S kan vi skriva

P(A):P(AmS):P(Am(Hlu...an)):P((AmHl)u...u(AmHn)):ZH:P(AmHk)

k=1
dar sista likheten fas fran egenskapen att AN B = () = P(AU B) = P(A) + P(B) anvant pa flera méngder:
ANHy,...,AN H,. Men nu behtver vi bara anvianda definitionen av betingad sannolikhet for att skriva

P(ANHy) = P(Hy) - P(A|H},) och sé foljer

= iP(A N Hy) = ZP H;) - P(A|H})
k=1

vilket skulle bevisas.

Slutligen ska vi studera en sats som kommer till anviandning da vi vill vinda pa en betingning. Som nadmnt
ovan géller ju P(AN B) = P(B|A) - P(A) men denna formel ar ju symmetrisk i A och B sa vi kan lika gédrna
skriva P(AN B) = P(A|B) - P(B) vilket innebér att vi har

P(A|B)-P(B)=P(ANB)=P(B|A) - P(A)
sa att vi far (3] ) B) - P(B)
P(BJA)-P(A P(A|B) - P(B
P(AIB) = ———————= kti PB|A) = ———————=
(A|B) P(B) respektive P(B|A) PA)
och manga ganger racker det har for att kunna utfora de berdkningar vi ar intresserade av. Det finns dock en
kraftfullare variant som heter Bayes Sats som vi formulerar nu.

Bayes Sats: Lat S vara ett sannolikhetsrum med sannolikhetsfunktion P och lat {Hq, ..., H,} partitionera
S. Lat vidare A C S. Da géller, for allai=1,...,n

P(H;) - P(A|H;)
> =1 P(Hj) - P(AH;)
Bevis: Héndelserna H; och A uppfyller forstas
P(Hi|A)- P(A) = P(A|H;) - P(H)
som alla andra héndelser och om vi dividerar bada led med P(A) far vi
P(A|H;) - P(H,)

P(Hi|A) =

P(H;|A) =
Men nu anvénder vi lagen om total sannolikhet pa P(A) och partitionerar med hjalp av Hy,..., H,, det ger
oss att P(A) =37 | P(H;) - P(A|Hj) och detta insatt i ekvationen ovan ger oss
P(A|H; H;
Pt |4) — — PUAIH) - P

2 i1 P(Hj) - P(A|H;)

och detta ar vad som skulle visas.

Vi kan nu anvénda Bayes Sats for att vanda pa fragestillningar. Ovan hade vi ett exempel med invanare i

ett samhélle uppdelat i tre grupper A, B, C' dar vi hade infért handelserna

A = personen som valjs tillhér grupp A (och har mer &n 400000 kr i arslon),

B = personen som viéljs tillhér grupp B (och har 200000 kr — 400000 kr i arslon),

C = personen som valjs tillhér grupp C (och har mindre &n 200000 kr i arslon) och

D = personen som viljs har mer &n 100000 i sparade pengar.
Med hjélp av lagen for total sannolikhet kunde vi berdkna sannolikheten att en slumpvis vald person hade med
an 100000 kronor i sparade pengar. Med Bayes Sats kan vi dock berdkna sannolikheterna

P(A|D) P(B|D) P(C|D)
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som alltsa dr sannolikheten att en innevanare tillhér en viss samhéllsgrupp (A, B, C) givet att hen har ett
sparkapital storre &n 100000. Vi berdknar dessa sannolikheter.

Om vi bara formulerar Bayes Sats for berdkning av P(A|D) i det specifika exemplet sa har vi
P(D|A) - P(A)
P(D)
vi kan utveckla ndmnare P(D) med lagen for total sannolikhet (som Bayes Sats egentligen &r formulerad) men

det gar lika bra att bara lata P(D) sta kvar i nmnaren. Om vi sétter in vardena P(D|A) = 0.70, P(A) = 0.20
och P(D) = 0.37 sa far vi

P(A|D) =

0.70 - 0.20

Om vi traffar en innevanare i detta samhélle med mer &n 100000 kronor i besparingar ar det alltsa 38% chans
att hen kommer fran grupp A. Vi goér motsvarande fér B och far

P(D|B)-P(B) _ 0.40-0.50

P(B|D) = = =54
(BID) P(D) 0.37 %
och motsvarande berdkningar for grupp C' far utseendet
P(D|C) - P(C 0.10-0.30
P(C|D) = (DIC) - P(C) _ = 8%.

P(D) 037

Sa dven fast befolkningen i grupp C utgor 30% av befolkningen ar det &nda bara 8% chans att en person som
véljs ut med besparingar mer &n 100000 ska tillhéra grupp C. Det ar ju forstas en effekt av att innevanarna i
grupp C inte har sa stora besparingar.

OVNINGAR

9.5.1 Om vi kastar tva tarningar, vad ar sannolikheten att summan &r jamn givet att summan ar storre
eller lika med 10?7 Anvénd formeln for betingad sannolikhet for att 16sa problemet.

9.5.2 Om vi singlar ett mynt tre ganger, vad ar sannolikheten att tva singlingar i rad ar krona givet att det
blir ett jaimnt antal krona?

9.5.3 Antag att en student svarar pa en tentamen som bestar av tre fragor. Fragorna berotr olika &mnesomraden
och studenten har sadana kunskaper att hen med 90% sannolikhet svarar réatt pa fraga 1, 80% sannolikhet svarar
ritt pa fraga 2, 70% sannolikhet svarar ratt pa fraga 3. Vad ar sannolikheten att studenten svarar ratt pa precis
tva av fragorna? Héndelserna att studenten svarar ritt pa olika fragor ar oberoende av varandra. (()vningen
tillhor nésta avsnitt.)

9.5.4 Fran en véigskylt med texten "UPPSALA” faller tva bokstdver slumpvis ner (det ar lika stor san-
nolikhet for alla bokstéaver att falla ner). En apa (som absolut inte kan nagonting om bokstéver) sétter upp
bokstaverna igen och de rakar hamna rattvianda. Men vad &r sannolikheten att skylten aterigen visar texten

"UPPSALA”?

9.5.5 For de tre hiandelserna A, B, C géller
P(AnBNC)=0.1, P(A)=0.5, och P(BJA)=0.4.
Berékna P(C|AN B).

9.5.6 I nagon form av industriell produktionsprocess testas de producerade enheterna for att se om de ar
defekta. En defekt enhet klassificeras som defekt med sannolikheten 0.9 och en enhet klassificeras som korrekt
med sannolikheten 0.85. 10% av enheterna ar defekta. Berdkna sannolikheten att en enhet verkligen ar defekt
givet att klassificeringen anger att den ar defekt.

9.5.7 I en specifik riskgrupp av patienter testas individer for en vissa sjukdom S. En person som har
sjukdomen far korrekt diagnos (av testet) med sannolikheten 0.99 medan en person som inte har sjukdomen
inte far diagnosen (av testet) men en sannolikhet av 0.95. Vi vet ocksa att 6% av personerna i gruppen som
testas kommer att fa diagnosen S av testet. Berdkna

a) Andelen personer i gruppen som har sjukdomen S och
b) sannolikheten av att en person som far diagnosen S av testet verkligen bér pa sjukdomen S.
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9.5.8 Du singlar tre mynt.

a) Vad &r sannolikheten att du far minst tva krona?
b) Vad ar sannolikheten att du far tva krona givet att du ser att ett av utfallen ar klave?

9.5.9 Tre personer A, B och C &r olika skickliga pa att utféra en uppgift, X. Sannolikheten att A klarar X
ar 0.90, sannolikheten att B klarar X &r 0.80 och sannolikheten att C' klarar X &ar 0.70. Vi vet inte vem som
kommer att forsoka utfora uppgiften X men det ar 25% att det blir A som forsoker, 30% chans att B forsoker
och 45% chans att C forsoker. Det ar bara en av A, B, C' som forsoker.

a) Berdkna sannolikheten att uppgiften blir korrekt genomford.

b) Beridkna sannolikheten att uppgiften inte blir korrekt genomford.

¢) Om uppgiften blir korrekt genomford, berékna sannolikheten att det var A som genomférde den.

d) Om uppgiften blir korrekt genomford, berdkna sannolikheten att det var C' som genomforde den.

e) Om uppgiften inte blir korrekt genomférd, berékna sannolikheten att det var A som genomférde den.
f) Om uppgiften inte blir korrekt genomford, berdkna sannolikheten att det var C' som genomforde den.

6. OBEROENDE HANDELSER

Tva handelser A, B i ett utfallsrum S ar oberoende om sannolikheterna for att den ena intraffar &r oberoende
av om den andra har intraffat eller inte. Som exempel kan vi ta kast med tva tdrningar, sannolikheten for
att vi far en etta i forsta kastet ar 1/6. Vi kallar detta hindelsen A och konstaterar alltsa att P(A) = 1/6.
Sen studerar vi sannolikheten att vi far en femma i andra kastet och kallar den héndelsen B. Sannolikheten
for B &r ocksa 1/6, dvs P(B) = 1/6 och detta &r oberoende av om vi fatt en etta i forsta kastet eller inte,
alltsa huruvida A instraffat eller inte. Som kontrast studerar vi tva héndelser som inte dr oberoende av
varandra och tva sadana héndelser uppkommer om vi kastar de tva tdrningarna och later ena héndelsen C
vara att vi far tdrningssumma mindre &n 8 och den andra héndelsen D vara att den ena térningen visar en sexa.

Vi kan illustrera de bada situationerna i ett diagram som ger en &verblick av utfallsrummet som vi studerar.

(1,6)](2,6) (3.6) (4,6) (56) (6,6)  D||(1,6)N26) (3.6) (4,6) (5,6) (6.6)

B| [(1,5)](2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) (1,5) (2,5)\3,5) (4,5) (5,5) [(6,5)

(1,4)(24) (34) (44) (5.4) (6,4) (1,4) (24) (34) (6,4)
(1,3)(2,3) (3,3) (43) (5,3) (6,3) (1,3) (2,3) (3,3) (4.3) (6,3)
(1,2)(2,2) (32) (42) (5,2) (6,2) (1,2) (2,2) (32) (42) (5,2)

A C
(L,1)|(2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) |(6,1)

6,2)

Vi ska nu betrakta alla dessa héndelser i detalj. Som lasaren troligen insett har vi infért en representation
av utfallsrummen i de bada experimenten (som i tidigare liknande fall) som 36 par av heltal, dér det forsta
heltalet representerar den forsta tarningens resultat och det andra talet representerar den andra térningens
resultat.

I diagrammet till vanster har vi det forsta experimentet dar vi studerar handelserna A och B och om vi
tanker efter sa uppfattar vi att dessa héndelser maste vara oberoende av varandra, att fa en etta i forsta kastet
och att fa en femma i andra kastet kan sjalvklart inte vara beroende av varandra pa nagot satt. Men vi bedver
ocksa en strikt matematisk tolkning av situationen. Direkt i diagrammet till vanster kan vi avlisa foljande
identiteter:

P(A)=1/6 PB)=1/6 P(ANB)=1/36 P(A|B)=1/6 P(B]A)=1/6.

Att héndelserna A och B &r oberoende ska uppfattar som att sannolikheten for att A intraffar inte ska ha
nagonting att gora med om B intréffar eller inte och omvént. Rent matematiskt kan vi med betingade sanno-
likheter uttrycka det sa har:

P(A) = P(A|B) respektive P(B) = P(B|A)
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och eftersom alla dessa ar lika med 1/6 (som vi sag ovan) sa kan vi konstatera att A och B verkligen &r
oberoende.

Det visar sig att vi kan fa en d&nnu mer kompakt formulering av vad det innebdr att tva héndelser ar
oberoende om vi studerar likheterna P(A) = P(A|B) och P(B) = P(B|A) med hjélp av definitionen av
betingad sannolikhet:

P(ANB) P(BNA)

P(B) P(A)
men bada dessa likheter &r ekvivalenta med P(A N B) = P(A) - P(B) och det &r sa vi gor definitionen av
oberoende héndelser:

P(A) =P(A|B) < P(A) = respektive P(B)=P(B|A) < P(B) =

Definition: Lat A, B vara tva héndelser i ett sannolikhetsrum S. Med att A och B &r oberoende menas da
att identiteten

P(ANnB)=P(A)-P(B)
galler.

Nar vi har ett utfallsrum med likformigt sannolikhetsmatt (alla utfall lika sannolika) sa kan vi tolka figuren
over utfallsrummet geometriskt och tolkningen ar da att sannolikheten for en hindelse proportionell mot arean
av det omrade i utfallsrummet som héndelsen (med alla dess utfall) omfattar. Vid tdrningskasten som mod-
elleras med de 36 talparen (1,1),(1,2),...,(6,6) har varje utfall sannolikheten 1/36 och arean av det omrade
som ett utfall tacker ar just talet 1/36 och vi ser hér att arean av de omraden som héndelserna A och B técker
ar vardera 1/6. Vidare ar arean av héndelsen P(AN B) lika med 1/36 som mycket riktigt &r 1/6-1/6 och med
areatolkningen uppfattar vi 1/36 som 1/6 av en 1/6. Och har uppfattar vi alltsa sannolikheter for hdndelser
som angivelser av i hur stor del av utfallen som en vissa héndelse intréffar. Oberoendet uttrycker sig da som att
vi kan berdkna sannolikheten som produkten av sannolikheterna for de bada ingaende oberoende héndelserna
precis som arean av en rektangel som berédknas som produkten av langden av dess bada sidor.

Om vi nu som jamforelse betraktar handelserna C' och D sa kan vi forst fa en uppfattning om att dessa
héndelser inte dr oberoende. Héandelsen C var att vi far mindre &n 8 i summan av tdrningarnas resultat och
D var att det finns minst en sexa. Aterigen genom att betrakta utfallsrummet observerar vi att

P(C)=21/36 =7/12 P(D)=11/36 P(CND)=2/36=1/18  P(C|D)=2/11  P(D|C)=2/21

och uppenbarligen haller inte identiteten P(C N D) = P(C) - P(D) och darmed heller inte nagon av P(C) =
P(C|D) eller P(D) = P(D|C). Om vi tdnker 6ver den situationen sa kan vi ocksa ha en forstaelse for att
héndelserna inte ar oberoende: om det ar givet att vi har en tdrningssumma mindre &n 8 sa ingar fler fall dar
vi har mojligheten att fa en sexa &n om tarningssumman &r storre an 8. Det framgar av studier av diagrammet
over utfallsrummet.

Exempel: Tva héndelser A, B ar oberoende om och endast om deras komplementhdndelser A¢, B¢ ar
oberoende. Vi kan visa detta genom att visa att
P(ANB) = P(A) - P(B) = P(A°N B) = P(A°) - P(B°)
och sedan foljer omvandningen av att pastaendet ar symmetriskt i hdndelserna och deras komplementhéndelser.

Bevis: Vi utgar alltsa fran P(AN B) = P(A)- P(B) och ska visa P(A°N B) = P(A®)- P(B°). Vi har, enligt

DeMorgans lag och lagen om komplementhéndelsens sannolikhet att
P(A°NB°)=P((AUB))=1—-P(AUB).
Nu anvénder vi formeln f6r sannolikhet av en union (P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)) och far detta till
1-(P(A)+P(B)—PANB))=1—-P(A)— P(B)+ P(ANB).

Eftersom A, B var oberoende kan detta skrivas om till 1 — P(A) — P(B) + P(A) - P(B) som é&r lika med
(1—=P(A))- (1 —-P(A)) som ar precis P(A°) - P(B) och sammantaget har vi visat

P(A°N B¢) = P(A°) - P(B°)

och eftersom omvéandningen foljer av att lata A° ta rollen av A och B€ ta rollen av B (pastaendet dr symmen-
triskt i héndelserna och komplementhéndelserna) ar beviset klart.
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Den tomma héndelsen, alltsa () — att ”ingenting hinder” — som har sannolikheten 0 &r oberoende med varje
annan héndelse och dven den sékra hiandelsen, S (alltsa hela utfallsrummet). Det kan faststéllas eftersom vi
alltid har de triviala identiteterna

0=P0)=PONA)=P®)-P(A)=0-P(A) =0
respektive
g P(AnS)=P(A)=P(A)-1=P(A)- P(S)

men dessa specialfall har inte s& stor anvandning.

I grund och botten kan vi ofta férmoda att en slumpmassig process som kan modelleras som ett urnproblem
med aterlaggning, ger upphov till oberoende hindelser, medan om modellen ir av typen utan aterlaggning sa
far vi troligen héndelser som inte 4r oberoende av varandra.

Tva héndelser A, B som &r oberoende av varandra med P(A) > 0 och P(B) > 0 kan inte vara disjunkta.
Varfor det? Vi kan inse att de inte kan vara disjunkta genom att om de vore de sa vore P(A|B) = 0. Varfor
motsédger det P(A) > 07

Da vi studerar oberoende héndelser &r det alltsa mojligt att ersitta P(A N B) med P(A) - P(B) och det
underlédttar i vissa berakningar. Bland annat har vi foljande sats:

Sats: Om héndelserna Ay, Ag, ..., A, ar oberoende pch P(A;) = p; sa &r sannolikheten att minst en av dem
intraffar lika med

1=(1=p1)-(I=p2) ..  (L=pn)
Bevis: Vi soker sannolikheten att A; U...U A,, intraffar. Men det ar enklare att berdkna sannolikheten av
komplementhéndelsen och sedan ta 1 minus resultatet for att fa det vi soker. Alltsa har vi

P(AjU...UA,)=1-P((A1U...UA,)°)
och hér anvander vi DeMorgans lag och skriver om detta till
1—PAIN...NAS)=1—P(A])-...-P(Ay)=1—(1—p1) - (1 —=p2) - ... (1 — pp)

déar vi ocksa anvéant att om héndelserna Ai,..., A, alla &r oberoende av varandra sa blir dven Aq,..., A,
oberoende. Beviset ar klart.

Sannolikhetsteorin for oberoende handelser ar sarskilt anvandbar vid tillforlitlighetsberdkningar. Antag att
vi har en process som ska leverera nagot slags funktion och att processen kan ha en av tva grundlaggande
konfigurationer:

Ut In

—p] — —

1 2 1 2

Ut

In

Processen fungerar om det finns minst en vag mellan In och Ut dar det som ska levereras gar genom de tva
komponenterna (numrerade 1 och 2) och dessa komponenter fungerar. Komponenterna fungerar med en viss
sannolikhet och i bada konfigurationerna finns tva komponenter av varje slag sa att om en komponent inte
fungerar sa tar den andra 6ver. I konfigurationen till vanster har processen en mojlighet att fungera om nagon
av komponenterna numrerade med 1 och 2 fungerar medan processen till hoger kraver att bada komponenterna
pa samma rad (den 6vre eller den undre) maste fungera. Om vi kallar en koppling av de tva komponenterna
av nedanstaende slag

o 1 2 >

for ett system sa kan vi bendmna den ena konfigurationen (den till hoger) for systemredundans eftersom
vi i vara overvaganden om huruvida hela processen fungerar eller ej maste ta hansyn till om ett helt system
fungerar eller inte. Vi har visserligen redundans eftersom vi har tva parallella system, men bada systemen har
minst en felaktig komponent sa fungerar inte var process. Konfigurationen till vanster kan vi kalla komponen-
tredundans eftersom vi dar, for en fungerande process endast behdver att nagon av komponenterna fungerar
pa varje rad, processen fungerar alltsa om den 6vre komponenten med nummer 1 gar sénder och den undre
komponenten med nummer 2 gar sénder medan konfigurationen enligt systemredundans da inte fungerar.
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Vi stéller oss nu fragan, om sannolikheten att komponent 1 fungerar ar p; och sannolikheten att komponent
2 fungerar ar po, vad ar da sannolikheterna att de olika konfigurationerna (systemredundans respektive kom-
ponentredundans) fungerar?

Sannolikheten att ett system (alltsa seriekopplingen av komponenterna 1 och 2 ovan) fungerar ar da pips.

Vi infér handelsen A att processen med systemredundans fungerar och inser att héndelsen A kan skrivas
som B U C, diar B ar handelsen att bada komponenter pa den undre raden fungerar och C &r héndelsen att
bada komponenter pa den Ovre raden fungerar. Alla héndelser &r hir oberoende av varandra sa vi kan dra
slutsatsen att

P(B) = p1p2 P(C) = pip2
och med additionsformeln for sannolikheter har vi
P(A)=P(BUC)=P(B)+ P(C)-PBNC)=PB)+ PC)—P(B)-P(C)=pips + pip2 — p1p2 - P1p2
som efter forenkling kan skrivas om till

p1p2(2 — p1p2).

Vi gar vidare och soker sannolikheten for att processen med komponentredundans ska fungera. Vi infor
héndelsen D for detta och infor handelsen E for situationen da nagon av de forsta komponenterna fungerar
(alltsa de med ettor pa i diagrammet for komponentredundands ovan) och héndelsen F' for att nagon av de
andra komponenterna fungerar. Héndelsen D &r da precis ENF. Aterigen arbetar vi med oberoende héndelser
sa vi har sannolikheten P(D), som vi soker, som vi kan berdkna som

P(D)=P(ENF)=P(D)-P(F).
Vi behover alltsa nu hitta P(E) och P(F'). Det visar sig lattare att studera komplementhéndelserna sa att
P(E)=1- P(E°)
dér alltsa D€ blir handelsen ”ingen av forsta komponenterna fungerar” vilken har sannolikheten (1—p1)(1—p1).
Pa liknande sitt blir P(F°) = (1 — p2)(1 — p2) och sammantaget har vi
P(D)=P(ENF)=P(D): P(F) = (1-P(E))(1 - P(F)) = (2p1 — p})(2p2 — p3)-

Sannolikheten for att processen med systemredundans fungerar &r alltsa P(A) = pipa(2 — p1p2) och san-
nolikheten for att processen med komponentredundans fungerar ir P(D) = (2p; — p})(2p2 — p3). Enligt
vadiskussion ovan om att processen med komponentredundans troligen oftare fungerar borde vi kunna férvanta
oss att P(D) > P(A) det vill sdga att oberoende av var p; och py ar sa borde den matematiska olikheten

(2p1 — p1)(2p2 — P3) > P1p2(2 — p1p2)

vara uppfylld. Sa &r det och lasaren inbjuds i 6vningarna att bevisa denna olikhet. Den allménna in-
genjorsmassiga slutsatsen har ar helt enkelt att "komponentredundans ar béattre ar systemredundans” och
hér har alltsa den sannolihetsteoretiska grunden for detta givits.

OVNINGAR

9.6.1 Hindelserna A, B ir oberoende med P(A) = 0.1 och P(B) = 0.05. Berikna P(A°N B¢). Ar
héndelserna A€ och B¢ oberoende? Varfor, varfor inte?

9.6.2 Lat A, B vara tva hindelser med positiva sannolikheter.

a) Om de ar disjunkta, kan de vara oberoende?
b) Om de &r oberoende, kan de vara disjunkta?

9.6.3 Vi har P(A) = 0.3, P(B) = 0.04 och P(AU B) = 0.6. Avgor om héndelserna A och B dr oberoende
eller inte.

9.6.4 Handelserna A och B ar oberoende med P(A) = 0.2 och P(B) = 0.3. Berikna
a) P(AN B),
b) P(A°N B°),
¢) P(AUB),
d) sannolikheten att exakt en (alltsa inte bada) av A och B intréffar.
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9.6.5 I foregaende uppgift, svara med formler istéllet for siffror, till exempel &r svaret pa a)-uppgiften
P(ANB) = P(A)...P(B).... Formlerna far bara innehalla P(A) och P(B), multiplikation, addition och
subtraktion.

9.6.6 De tre héndelserna A, B, C ar alla (parvis) oberoende av varandra med P(A) = 0.1, P(B) = 0.2 och
P(C) = 0.3. Berdkna

a) P(AUBUC) genom att anvéinda nagot som paminner om principen for inklusion och exklusion,
b) P(AU B UC) genom att berdkna 1 — P((AU B U C)°),
¢) P(A|IBUQ).

BLANDADE OVNINGAR

9.1 Lat A och B vara tva oberoende héndelser med P(A) = 0.5 respektive P(B) = 0.4. Berdkna den
betiangade sannolkheten att A N B intréaffar givet att vi vet att atminstone en av A och B intréffar.

9.2 Vi har tva urnor, Uy och Us. U;p innehaller tre vita och och tva svarta kulor. Us innehaller tva svarta
och och tva vita kulor. Vi drar en kula fran Uj, utan att titta pa dess farg, och lagger i Us. Sedan drar vi en
kula fran Us och mérker att den &r vit. Vad ar sannolikheten att den flyttade kulan var svart.

9.3 Ur en vanlig kortlek dras tre kort utan aterliggning. Om de forsta tva korten &ar spader, vad ar sanno-
likheten att det tredje kortet a) &r spader? b) inte &r spader?

9.4 Ur en vanlig kortlek dras tre kort utan aterlaggning. Om de forsta tva korten inte ar ess, vad ar sanno-
likheten att det tredje kortet a) ar ett ess? b) inte &r ett ess?

9.5 Ur en vanlig kortlek dras tre kort utan aterlaggning. Om det tredje kortet ar ett ess, vad ar sannolikheten
a) att det finns minst ett ess bland de forsta tva korten? b) att det finns exakt ett ess bland de forsta tva
korten? ¢) att det inte finns nagot ess alls bland de forsta tva korten?

9.6 Tva fabriker A och B framstéller en viss produkt. Fabriken A &r battre dn fabriken B och de enheter
som kommer fran A ar korrekt fungerande till 99% medan de som kommer fran B fungerar med 95% chans.
Men fabriken B ar storre &n A och 70% av alla enheter som framstélls kommer fran B.

a) Berikna sannolikheten att en slumpvis vald enhet fungerar.
b) Ledningen for foretaget vill se att atminstone 97% av alla enheter fungerar. Hur stor andel av enheterna
behover da produceras i den béttre fabriken?

9.7 Antag att vi har fyra sorters kulor i en urna, 10 bla och 10 gula. En av de bla kulorna har ett hal i sig
sa att den kan trds upp pa en trad och dven en av de gula kulorna har ett hal sa att den kan tris upp pa en
trad. Vi drar en kula ur urnan.

a) Infér héndelsen A = ”den dragna kulan ar bla” och B = ”den dragna kulan har ett hal”. Ar dessa
héndelser oberoende? Varfor?

b) Nu tar vi bort hélften av de gula kulorna den med hal &r kvar men vi behaller dock formuleringen av
vad som utgor hiandelserna A och B. Egentligen har vi da ett annat utfallsrum. Ar hiindelserna A och
B fortfarande oberoende?



