KAPITEL 7 - GRAFTEORI

1. GRAFER: STRUKTURER PA MANGDER

Ingenjorskonsten inom datalogin kan fundamentalt betraktas som tillimpad diskret matematik. En av de
bésta illustrationerna av det ar vi nér studerar situationer som involverar flera entiteter och vi vill arbeta med
att dessa entiteter hdnger ihop pa olika sétt. Ordet "entitet” &r bara en allmén teknisk term som anvénds for
att referera till vad vi arbetar med, det kan betyda vad som helst, pa samma sdtt som ordet ”element”, sa
grafer hjalper oss att studera strukturer som uppstar pa méngder av vissa speciella element.

Entiteterna/elementen kan vara till exempel vara kunder i en databas och produkter som de vill kopa. Re-
lationerna kan da vara att en viss kund vill képa en viss produkt. Och fran kapitlet om relationer vet vi att en
relation modelleras och defineras med méangder. Vi kan hitta pa andra exempel: entiteterna kan vara processer
i ett operativsystem och relationen kan vara att en process har skapat en annan process. En annan liknande
situation kan vara att vi vill skriva ett program som hanterar problemstéllningar kring om olika orter som &r
forbundna med varandra via viagar. Entiteterna hér &r da orterna och en relation mellan tva entiteter ar att
det finns en viag mellan orterna. Vi kan illustrera det genom att ge en bild déar orterna symboliseras av punkter
och tva punkter har ett streck mellan sig innebér precis att det finns en vag mellan dessa tva orter.
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Vi observerar att ovanstdende bild skulle kunna representera nagot helt annat: till exempel skulle varje
punkt kunna vara en dator i ett nétverk och strecken symboliserar da att tva datorer i ndtverket har direkt
kommunikation med varandra. En graf ar da en abstrakt modell (som vi snart ska precisera) som kan anvindas
for att modellera en situationer som beskrivits ovan. For att bygga upp en bra terminologi kring det héar ska
vi kalla punkterna for hdrn och strecken mellan punkterna/hérnen for kanter.

Vi studerar en annan bildméssig representation av en graf:
/N /\ =z

Det hér ar en graf med 12 horn med diverse kanter utritade. Grafen har en speciell egenskap: mellan tva
olika horn finns hogst en kant. Den héar grafen ar dessutom av en typ som vi senare kommer att kalla trdd
och sadana grafer kan ritas pa ett hierarkiskt sétt: ett visst horn hér i grafen ovan ar utvalt och vi ritat det
hogst upp och i sadana hér skisser kallar vi det utvalda hérnet for tradets rot. Vi har ocksa en underforstadd
riktning i grafen, och hoérn som ligger under andra horn kallas d& dessa horns barn. Den hér typen av trad
skulle da kunna anvéndas for att modellera situationen med processer som skapar andra processer, (sadana
processer brukar da kallas fordldra- respektive barnprocessser) men vi ser ocksa att samma typ av trad skulle
kunna anvéindas for att modellera kataloger i en filstruktur. Eller sa kan vi anvénda trad for att beskriva hur
komponenter i ett mjukvarusystem hénger samman. Som vi ser &r mdéjligheterna valdigt vittgaende och vi ska
nu inféra den formella definitionen av grafbegreppet.

Definition: En graf ar ett par av tva mangder (V, E), dar V # () och E &r en méngd av méngder av horn
med tva olika element valda ur V. Elementen i V' kallas grafens hérn och elementen i F kallas grafens kanter.
Om e = {v,w} &r en kant (dér v,w € F) sa sigs e forena hornen v och w och dessa horn ségs da vara grannar.
Hoérnen v och w kallas ocksa es dandpunkter.

Antalet kanter som utgar fran ett visst horn kallas det hornets gradtal eller grad och det betecknas deg(v),
dar v &r hornet i fraga. Ett horn kallas j@mnt (respektive udda) omm den har ett jamnt (respektive udda)
gradtal. Ett horn med graden 0 ségs vara isolerat.

En graf (V, F) ségs vara dndlig om V &r en éndlig mangd. (Alla grafer kommer hidanefter att vara andliga
i den hér framstéallningen.) Nar vi siger "Lat G(V, E) vara en graf” sa infor vi en graf som vi betecknar med
G som har hérnméngd V' och kantméngd F.
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Skrivsatt: Ibland forkortar vi notationen och skriver vw istéllet for {v,w} nér vi vill beteckna ett horn i
en graf och inte vill skriva det langre uttrycket e = {v, w}.

Vi anvénder alltsa méangdbegrepp for att formalisera precis vad en graf &r och vi ska nu se hur det hénger ihop
med bildrepresentationen av en graf. Studera grafen G(V, E), dar V = {a,b,c,d,e} och E = {ab,ac,ad,bd}.
Den bildmaéssiga representationen anges nedan.

a b

* d
c
Vi ser att hornet e ar ett isolerat horn, att a ar granne till b, ¢, d men att b inte &r granne till ¢. Gradtalen
i grafen ges av deg(a) = 3, deg(b) = 2, deg(c) = 1, deg(d) = 2 och deg(e) = 0. Det betyder att méngden av
jdmna horn i grafen ar {b,d, e} och méngden av udda hérn ar {a, c}.

En graf ar alltsa ett par av tva méngder (V och E). Det betyder att grafbegreppet &r mycket generellt
och dér kan grafteorin ge oss resultat som kan tillimpas i manga olika situationer. Som vi sa ovan kunde
grafer anvandas for att representera vitt skilda problemstéllningar. Rubriken for det har avsnittet motiveras
alltsa genom att grafer blir ett sdtt att infora strukturer pa méngder: vi har en méngd av entiteter som vi vill
studera. Dessa entiteter kallas da hérn och strukturen beskrivs genom att vi anger méngden av kanter.

Eftersom grafer da kan anses som méngder med strukturer sa kan de tidigare inférda méngdbegrepp ocksa
anvandas pa grafer. Nar vi har en graf GG sa kan vi alltsa tala om att lagga till eller ta bort horn eller kanter
for att skapa storre eller mindre grafer. Vi talar dock inte om ”den tomma grafen”, vi har i definitionen kravt
att vi atminstone ska ha ett horn. Men grafer har dnda mycket likheter med méngder, vi har dir begreppet
delgraf som vi nu ska inféra.

Definition: Lat G(V, E) vara en graf. En graf G1(Vq, F1) kallas da en delgraf av G om och endast om
V1 CV och Ey C E. Vi skriver detta G; C G. (Vilket da innebéar att vi med den hér definitionen infér en ny
betydelse hos tecknet C.)

I samband med den héar definitionen ar det naturligt att inféra ”den fullstdndiga grafen”:

Definition: Lat V vara en mangd med n element. Den fullstindiga grafen pa n hérn betecknas med K,
och definieras da som grafen (V, F) dar F &r méngden av alla kanter som gar att bilda mellan hérn i V.

Sa om vi har en dngd V av n element sa kan vi bilda manga olika grafer genom att associera V med en
méangd av kanter. Vi skulle kunna formera (V,0), vilket forstas skulle vara en vildigt trakig graf eftersom det
inte skulle finnas nagra kanter, men till den héar grafen skulle vi gradvis kunna légga till kanter och fa storre
och sorre grafer. Till slut har vi lagt till alla mjliga kanter och da har vi natt K,. Vi illustrerar detta genom
att studera en tédnkt méngd med fyra element. Om vi lagger till kanter och skapar olika grafer G, har for
alla dessa kanter delgrafsrelationen (V,0)) C G C Ky. 1 figuren nedan ger vi fem sadana grafer, den langst till
vanster ar (V,0), det vill siga den har inga kanter (vi betecknar ocksa den med A), medan den langst till hoger
ar Ky, det vill siga den har alla méjliga kanter som den kan ha (vi betecknar ocksa den med F). Mellan dessa
ytterligheter har vi de tre mellanliggande graferna B, C, D:

X
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A B C D E

Om vi betraktar dessa grafer sa ser vi att foljande delgrafsrelationer ar uppfyllda: A C B C C C E = K,
och AC BCDCFE = K4 Observera dock att vi inte har C C D eller D C C eftersom kantméngderna
horande till C' och D inte uppfyller ndgon delméangdsrelation.

Definitionen av delgraf siger inte att antalet horn maste Overenstdmma, men ett sjilvklart krav ar att en
delgraf maste ha farre antal horn &n den graf som den &r delgraf av. Vi kan illustrera det genom att modifiera
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det foregaende exemplet och studera andra delgrafer av Ky, och hér ersitter vi graferna A, B, C, D med andra
liknande grafer men med avtagande antal horn. Vi kallar de nya graferna A’, B, C’, D’:

I

o—eo

A’ B; C’ D’ E

I den hér nya situationen ar varje graph till vanster delgraf av den till hoger sa att vi kan skriva A’ C B’ C
C'CD CFE=K,.

I det har laget kanske léseren ser valdigt stora likheter med delméangdsrelationen. Och faktiskt kan vi visa
att mangden av alla grafer utgor en partiellt ordnad mangd under delgrafsrelationen. Lésaren uppmanas att
genomfora det beviset.

1.1. Bipartita grafer. En vanlig situation som uppkommer i databastillimpningar ar att vi vill studera re-
lationer mellan entiteter ur en viss kategori (kanske kunder) och hur dessa entiteter relaterar till entiteter i en
annan kategori (kanske produkter som kunderna vill képa, hyra eller lana). Med dessa fa ord har vi genast
beskrivit stora méngder av vart samhélles administrationsbehov och vi kommer i detta avsnitt studera en viss
typ av grafer som kan modellera dessa tillimpningar: de bipartita graferna.

For att beskriva vad en bipartit graf &r ska vi beskriva ett exempel. Vid ett universitet ges manga kurser och
manga studenter gar manga kurser. Vi séger att studenter och kurser har ett sa kallat "manga-till-manga”-
forhallande, det anser vi som det mest komplicerade forhallandet som kan rada mellan entiteter av tva olika
slag (hér studenter och kurser). Om vi antar att det finns fyra studenter, a,b,c,d och tre kurser, x,y, z, sa
skulle en sadan hér situation kunna beskrivas av foljande graf.

“ X
b y
¢ Z
d

Grafen uttrycker alltsa att a gar kurserna x och z, b gar y och z, ¢ gar x och z och d gar alla kurser, x, y och z.

Det hér ar en sa kallad bipartit graf som alltsa beskriver relationer mellan tva kategorier av element. Vi tar
en formell definition pa vad en bipartit graf ar.

Definition: En bipartit graf ar en graf vars hérnméngd kan partitioneras i tva klasser, V1 och Vs pa ett
sadant satt att om vw &ar en godtycklig kant s& géller att v € Vi och w € V5 eller det omvéinda w € V; och
v € Va. En fullstindig bipartit graf, G, dr en bipartit graf som har alla méjliga kanter, det vill siga (med
notationen V; och V3), for alla mdjliga par av horn v € V; och w € V3 sa dr vw en kant i G. Den fullstindiga
bipartita grafen pa m respektive n horn defineras som den bipartita graf med hornklasser Vi respektive Vo, dar
[Vi| = m och |V5]| = n. Den betecknas med K, .

(I exemplet ovan hade vi Vi = {a,b,c,d} och Vo = {z,y,z}.)

OVNINGAR

7.1.1 Betrakta nedanstaende konstruktioner. Vilka av dem é&r grafer och vilka &r inte grafer?

(a) ({a,b,¢,d},{ad,be,bd, de}) (b) ({a,b,¢,d, e}, {{a},{a,d},{b,c}}) (c)({a,b,c,d},{{a, e}, {a,d}, {c,d}})

Rita figurer for allihop som illustrerar de grafer som ges men rita ocksa figurer &ven om det som ges inte
ar grafer och illustrera sjélva problemet: varfor dr det som ges inte en graf? (For de konstruktioner som inte
ar grafer ar det forstas kanske inte helt klart hur de ska ritas, men rita nagonting sa resonerar vi kring det
tillsammans. )

I Finans och Bogart-Drysdale-Steins bocker gors en lite annorlunda definition av grafbegreppet — de intro-
ducerar begreppet “simple graph”, alltsa “enkel graf” for det som vi kallar graf. Deras grafbegrepp dr alltsa lite
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bredare dn varat och de tillater kanter som gar fran ett horn tillbaka till samma hérn — det kallas da en loop
— och vidare tillater de ocksa att tva hérn kan ha flera olika kanter som férbinder dessa horn. Vi kommer
att kalla sadana konstruktioner for pseudografer och vi kommer att introducera detta begrepp i ndsta avsnitt,
men vi gor dessa kommentarer hdr for att ni lattare ska kunna arbeta med ovningarna i Finan och Bogart-
Drysdale-Steins bocker. De anvander en datalogisk terminologi, vi anvinder en matematisk terminologi.

Finan: Exempel 34.3, Exempel 34.4, Exempel 34.5, Exempel 34.6, Problem 34.1.
Bogart-Drysdale-Stein: Exercise 6.1-1, Exercise 6.1-2, Exercise 6.1-3, Problem 3, Problem 10, Problem 11.

2. PSEUDOGRAFER7 RIKTADE GRAFER, VIKTADE GRAFER OCH GRANNMATRISER

I definitionen av vad en graf &r sa krévs det att en kant ska vara en méngd av tva olika horn. Det hér kravet
gor definitionen av grafer ganska inskrankt och vi kan observera flera brister i definitionen:

(1) Vi kan inte ha en kant fran ett horn tillbaka till samma horn.

(2) Tva olika horn kan inte vara férbundna med flera kanter, hogst en kant mellan varje par av horn.

(3) En kant kan inte modellera en riktning, det vill sdga ange att ett av hornen i en kant skulle bestdmmas
som starthorn och det andra hornet som sluthorn.

(4) En kan kan inte forses med en kostnad eller vikt vilket &r mycket anvénbart inom tillimpningar dér
kanterna representerar att tva entiteter dr forbunda 6ver ndgon form av avstand.

Foljande konstruktioner kan alltsé inte modelleras av var nuvarande definition av grafbegreppet sa som det
ser ut just nu:

15

30 20

De hér konstruktionerna kan inte modelleras av de nuvarande grafbegreppet men vi kan &nda tédnka oss att
de har tre skisserna kan vara modeller av viktiga ingenjorsméssiga tillampningar. Skissen i mitten liknar till
exempel ett tillstandsdiagram som kan beskriva funktionen hos ett sa kallat sekvensnét inom digitaltekniken.
En overgang fran ett tillstand till ett annat ar en riktad process, vi har ett starttillstand och ett sluttillstand,
men det finns ingenting i var nuvarande definition av grafer som maojliggdr en representation av detta. Skissen
till hoger kan sdgs beskriva ett vagnit mellan fem orter betecknade med a,b,c,d, e och att tva orter har en
vag som forbinder dem illustreras av att det finns en kant mellan de hérn som representerar orterna. Och den
mellanliggande kanten har da ocksa ett associerat tal, kallat vikt eller kostnad som anger hur mycket det kostar
att anvinda végen. Kostnaden skulle helt enkelt kunna representera hur lang végen &r. (I skissen till hoger
har vi noterat hérnen med bokstdverna a, b, c,d, e for att inte blanda samman dem med kostnaderna som &r
associerade med kanterna.) Slutligen har vi skissen till vénster som inte kan representeras av en graf av tva
anledningar. Den forsta dr att horn nummer 2 har en kant som gar tillbaka till hérn 2. Detta kallas en loop
och ga alltsa inte att representera med var nuvarande definition av grafer eftersom en kant méaste anges av tva
olika horn. Den andra anledningen till att den vénstra skissen inte kan representeras ar att mellan hérnen 1
och 3 forekommer tva kanter.

Observera att i ovanstaende stycke har vi anvéant orden ”hérn” och ”"kant” &ven fast hela stycket podngterar
att det vi beskriver tyvarr inte kan anses vara grafer. Vi har valt dessa ord for att skapa en tydlighet om vad
vi skulle 6nska: vi vill kunna representera dessa ovanstaende konstruktioner som grafer pa ett noggrannt sitt.
I det hér avsnittet ska vi undersoka en del mojligheter till det och vi ska basera var diskussion péa figuren ovan
med de tre typerna av skisser som vi skulle vilja formalisera som grafer.

2.1. Riktade och viktade grafer — grannmatrisen. Vi borjar med att studera den mittersta skissen och
den till hoger. For att kunna representera situationen ska infor nagonting som kallas for en riktad graf. Vi
skulle kunna definiera en riktad graf genom att i den ursprungliga definitionen for graf helt enkelt bara byta
ut definitionen av en kant sa att en kant inte ges av en méngd av tva hoérn utan istallet ges av ett ordnat par,
(v,w), dér v &r det forsta hornet, som vi skulle kunna kalla ”starthérn” och w &r det andra hérnet som vi skulle
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kunna kalla ”sluthérn”. Vi ska dock inte gora sa héar av en anledning som kommer att klarna sa smaningom.
Vi ska ga en annan vig och inféra ett helt annat sétt att representera grafer: via matriser. Vi infor detta
genom att studera ett exempel.

Exempel: Bilda en matris baserad pa den mittersta skissen pa foéljande sétt: matrisen ska 5 rader och 5
kolonner. Pa rad 4, i kolonn j ska det sta talet 1 om och endast om det finns en kant med starthérn ¢ och
sluthérn j. Om det inte finns nagon kant mellan hérn ¢ och j ska det sta en 0:a ddr. Nu har vi aterigen anvént
orden "horn” och "kant” trots att den skiss vi talar om ovan ar till for att illustrera att det héar skisser inte ar
grafer, men vi ser inte det som ett problem hér. Den matris som uppkommer genom den hér processen ser ut
sa hér:

01 00O
0 01 10
0 0010
0 00 01
10 000

Den o6versta raden ar rad 1 och beskriver alltsa alla kanter som utgar fran horn 1. Det finns bara en kant
och den gar till horn 2 alltsa skrevs en 1:a in pa rad 1, kolonn 2. Pa samma sétt utgor rad tva motsvarande
beskrivning av alla kanter som utgar fran hérn 2. Det finns tva kanter, en till horn 3 och en till hérn 4 varfér
vi har 1:or i kolonn 3 respektive 4 pa rad 2. De foljande raderna skapas forstas pa samma sétt.

Vi har nu skapat ett alternativt representationssétt for grafer. En matris som skapas pa det sétt som illustr-
eras i exemplet kallas for grannmatrisen och en grannmatris kan alltsa specificera uppbyggnaden av en dndlig
sa kallat riktad graf dir varje kant har ett starthorn och ett sluthérn. Det forutsitts givetvis att vi associerar
de ingaende hérnen med ett tal och antal rader i grannmatrisen blir da lika med antal hérn i den graf vi vill
representera. Grannmatrisen ar forsta dven kvadratisk sa antalet kolonner blir ocksa lika med antalen horn i
grafen som vi vill representera.

Det fina ar nu att vi kan inse att vi kan representera grafer enligt den ursprungliga definitionen ocksa med
grannmatriser. Dock behover vi forst bestdmma oss for om vi vill anse att kanterna i en vanlig graf ocksa ska
vara riktade och om vi har vanlig graf dar hérnen v och w &r férbundna med en kant, vill vi da anse att detta
innebar att denna kant ska vara likvardig med att det finns tva riktade kanter, v — w respektive w — v, och
att bada tillsammans utgor kanten {v,w}? Om vi gar med pa det sa kan vanliga grafer representeras med
grannmatriser och de blir da symmetriska matriser med 0:or i diagonalen och 1:or pa de stéllen som specificerar
grafens kanter. Grannmatrisen blir da har symmetrisk eftersom vi inte har nagon riktning hos kanterna.

I och med att vi infort grannmatrisen pa det har sittet sa har vi gjort en speciell manéver som ofta sker i
matematiken: vi har utvidgat representationen av ett begrepp (hér grafer) och skapat en mer generellt begrepp
(har riktad graf) och pa detta sdtt har vi 6kat mojligheterna att skapa tillimpningar av teorin. Det kommer
att visa sig att grannmatrisen ar anviandbar for att kunna avgora om vi kan hitta en vig mellan tva noder i
en graf. (En vég ar en f6ljd av kanter som férbinder tva givna noder.)

Vi gar nu till den hogra skissen. 1 diskussionen ovan infordes det som kallades for en riktad graf och
riktningen hos alla kanter bestdmdes av hur l:orna som specificerade kanterna placerades i grannmatrisen.
Med en stunds eftertanken inser vi dock att vi faktiskt skulle kunna skriva andra tal &n 1:or i grannmatrisen
och vi har en annan typ av utvidgning som ar mojlig: pa rad 4 och i kolonn j noteras vikten som &r associerad
med kanten som gar fran horn 4 till hérn j. Noga taget ger detta upphov till en riktad och viktad graf men vi
sk inte modellera s& noggrant utan vi ndjer oss med att modellera en viktad graf dar alltsa kanterna inte har
en riktning utan bara en vikt. Grannmatrisen for grafen i skissen till hoger ovan far da féljande utseende:

0 10 17 25 15
10 0 20 1 O
17 20 0 30 O
25 0 30 0 5
15 0 0 5 O

Vi skulle ocksa kunna modellera viktade och riktade grafer genom att inte arbeta med symmetriska matriser

men vi avstar fran det i den hér framstéllningen.

2.2. Pseudografer. Till sist uppstar till sist fragan om hur vi modellerar situationen dar vi har flera kanter
mellan tva horn. Vi skulle teoretiskt sett da kunna definiera en graf som en méngd horn och ange kanterna
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som en foljd av tripplar (v, w, k), dar v och w &r horn och k ar kantens kostnad. En trippel ar inte en méangd
sa vi med denna konstruktion ange alla typer av grafer som vi kan komma pa. Men vi gor inte detta. Vi
slappnar av definitionskravet en aning och konstaterar att det ar mojligt att goéra dessa och vi kommer att
ge en framstéllning av den foljande teorin som om dessa noggranna definitioner gjorts, men pa grund av att
notationen i bevisen kan bli 6verméktig avstar vi fran det. Vi litar pa att det kommer att ga bra.

For dnda vara nagotsandr medvetna om vad vi gor sa infor vi ytterligare ett begrepp (som vi faktiskt inte
preciserar, men som skulle kunna preciseras med den hér konstruktionen med kanter som tripplar) for att técka
in situationen da vi har grafer som inte kan specificeras enligt den ursprungliga méangddefinitionen.

Informell definition: En graf som inte riktigt ar en graf eftersom den har loopar eller flera kanter mellan
tva av dess horn kallas en pseudograf.

Pseudografer med loopar kan representeras av en grannmatris som da far 1:or i diagonalen, men vi kan inte
anvanda grannmatriser fOr att representera pseudografer med flera kanter mellan tva av sina horn.

2.3. Sammanfattning. Detta avsnitt har alltsa resulterat i tre nya begrepp: pseudografer, riktade grafer
och viktade grafer och ett nytt instrument: grannmatrisen. Tonen i avsnittet har varit informell pa flera
sétt, dels har vi infért grannmatrisen via exempel och inte teckat definitionen formellt sett, men den formella
defintionen &r inte svar att skapa. Vi har ocksa sett mer informalitet i den informella definitionen av pseudograf.

Det ar faktiskt sa att vi till och med kan anse inférandet av grannmatris som inte bara en alternativ repre-
sentation av viktade och/eller riktade grafer, vi skulle till och med kunna anse det som en alternativ definition
av hela grafbegreppet. Det ar ytterligare en anledning till att vi infor den via exempel och inte pa ett formellt
sitt. Om vi skulle gjort formella definitioner baserade pa grannmatrisen sa skulle vi behovt formulera bevis for
att sdkerstilla att den nya definitionen (med grannmatris) ar likvirdig med den ursprungliga (som baserade
sig pa méngder).

I mycket av den foljande grafteorin kommer bevis och satser att formuleras som om de beror endast grafer,
men manga av satserna kommer dven att vara giltiga for pseudografer, riktade och/eller viktade grafer. Vi
kommer dock inte att poéngtera detta i de respektive satserna, det lamnas upp till lasaren att vara medveten
om distinktionen mellan grafer, pseudografer, riktade och viktade grafer och avgora vilka typer av grafer
som avses. Vi kan konstatera att den mest generella typen av graf ar pseudograf och om en sats géller for
pseudografer sa géller den dven for de andra typerna av graf. Det ar darfor lite otillfredsstédllande att vi inte
preciserar begreppet pseudograf noggrannt, men vi avstar dnda fran det.

OVNINGAR

Finan: Problem 34.2.

3. NAGRA RESULTAT OM GRAFER

Vi ska ge en sats av Euler om grafer.

Sats: FEulers Sats. Lat G = (V, E) vara en graf. Da dr summan av alla horns gradtal lika med 2 ganger
antalet kanter. Med andra ord kan vi skriva

Z deg(v) = 2|E|.

veV

Anmdrkning: om vi hade valt att beteckna alla noder i V- -med v1,va, ..., v, skulle vi kunnat skriva Z deg(v)
veV
som Y p_q deg(v;).

Bevis: Vi kan betrakta summman av alla gradtal pa tva satt. Vi kan forstas dels direkt bara summera
alla gradtal for alla hérn i grafen och fa just talet ) i deg(v), men vi kan ocksa bilda detta talet genom att
summera Over alla kanter. Varje kant bestar ju av precis tva noder och varje kant bidrar med talet 2 =1+ 1
(1 for bada hérnen som kanten bestar av) till summan av alla noders gradtal. Sa om vi summerar Gver alla
kanter sa maste alltsd summan av alla gradtal ocksa kunna skrivas som ) ., 1+ 1. Vi har alltsa

D degv)=> 1+1=) 2=2> 1=2E|

veV eeE ecE eeE
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vilket skulle bevisas.
Foljdsats: Antalet udda horn i vilken graf som helst méaste vara jamnt.

Bevis: Lat G(V, E) vara en godtycklig graf. Eulers sats ger att ekvationen

Z deg(v) = Z deg(v) + Z deg(v) = 2|E]

veV veV,v udda veVu jamnt

géller for G. Vi delar alltsa upp gradtalssumman i summan av alla gradtal av de udda hérnen och summan av
alla gradtal av de udda hornen. Men eftersom summan av alla gradtal av de jamna hérnen maste vara jamn
sa ger ovanstaende uppdelning att dven summan av alla gradtal av de udda hornen maste vara ett jamnt tal,
det vill sdga talet Zvev,v wdda d€g(v) maste vara jimnt. Eftersom varje term i den summan &r udda sa maste
sjilva summan innehalla ett jdmnt antal termer (annars kan den inte bli jdmn). Men antalet termer &r ju
precis lika med antalet udda horn och detta antal ar alltsa jamnt vilket skulle bevisas.

Om radar upp alla gradtal som hor till en graf sa kan vi alltsa vara helt sékra pa att antalet gradtal som &r
udda maste vara jamnt. Vi ska formulera det hér pa ett alternativt satt och infor darfor ett speciellt namn pa
listan av alla gradtal i en graf.

Definition: Lat G(V, E) vara en godtycklig graf. Da kallas listan pa alla gradtal hos noderna i denna graf
for grafens gradtalssekvens.

Exempel: Gradtalssekvensen for den bipartita grafen ovan ar
2,2,2,3,3,2,4

(gradtalen for hornen i ordningen a, b, ¢, d, x,y, z). Vi kan summera dessa gradtal och far da gradtalssumman
for grafen som ar

Z deg(v) = deg(a) + deg(b) + deg(c) + deg(d) + deg(x) + deg(y) + deg(z) =2+2+2+3+3+2+4=18.
veV

Enligt Eulers sats ar detta tal 2 ganger antalet kanter och om vi rdknar kanterna sa ser vi att de verkligen ar
9 till antalet. Vi observerar ocksa att antalet udda termer i denna summa (som svarar mot antalet udda horn)
ar 2 — ett jamnt tal.

Ovm’ngar saknas men teorin kommer att anvdndas i de féljande avsnitten sa évningar horande till de andra
avsnitten kommer att fungera som évningar till detta avsnitt.

4. ISOMORFI

Studera de tva foljande graferna:

1 2 a b c

d e f

Ar det hiir tva olika grafer? Faktiskt inte, de &r bara ritade pa olika siitt. Om vi formerar de underliggande
méangderna av horn och kanter sa kommer vi att se att de bara skiljer sig at i vilka namn som ges de ingaende
hornen. Vi ska snart se detta men vi kan ocksa uppfatta dessa grafers likhet genom en mer bildméassig syn-
vinkel. Tva grafer ar lika pa det héar sattet om och endast om vi kan tranformera den ena grafen till den andra
genom att tdnka oss att de ar gjorda av nagot slags elastiskt material och sedan omformar vi den ena till den
andra sa att horn och kanter placeras pa nya stallen som Gverenstammer med de stéllen de finns i den graf
vi transformerar till. Sjdlva transformationen ar nagonting som vi ska se inom oss och det kan illustreras sa hér:
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Vi ténker oss att de hér delstegen visar oss att det dr mdjligt att overfora (eller transformera) den ena
grafen till den andra och att detta visar oss att graferna egentligen adr en och samma, bara ritade pa olika sitt.
Vi behover ocksa tinka oss att transformationen sker inte i delsteg (som i skisserna ovan) utan istllet &r ett
kontinuerligt fldde, som om graferna verkligen vore gjorda av nagot slag gummi.

Nér det ar mojligt att gora en sadan hér tranformation eller omformning och graferna alltsa vésentligen &r
precis samma graf, sa séger vi att graferna ar isomorfa. Det hér ar forstas grekiska och ”iso” betyder ”samma”
och "morf” betyder ”"form” sa tva isomorfa grafer har alltsa samma form. (Egentligen kanske det vore béttre
att siga att de hade "samma innehall”, men, ja, versidttningar fungerar inte alltid sa bra.)

Vi ger en skarp definition av isomorfibegreppet och anvénder oss sa av funktioner:

Definition: Givet tva grafer G1(Vi, E1), Ga(Va, E2). Vi sdger da att G ar isomorf med Gy (eller att G,
och G &r isomorfa) och skriver detta G; = G2 om och endast om det finns en bijektion ¢ fran V; till Vo sadan
att:

1. vw € B} = ¢(v)p(w) € Ea, och
2. Vru € By : Jow € By : ru = p(v)p(w) (vilket bara betyder att r = ¢(v) och u = p(w)).

Vi kallar funktionen ¢ en isomorfi fran G till G, och vi séger ocksa att ¢ : Gi — Gg ar en isomorfi. (Det ar
lite oegentligt eftersom ¢ ju gar mellan hrnméangderna.)

For att definitionen ska vara helt konsekvent nar den anger att vi kan sdga att Gy och G5 ar isomorfa
behdver vi visa att om G ar isomorf med Gy sa ar G5 isomorf med G, det vill sdga vi behGver visa att
isomorfirelationen ar symmetrisk pa mangden av alla grafer. Men det &ar inte svart: om ¢ &ar en isomorfi som
visar att G1 & G5 sa fungerar inversen till ¢ som isomorfi som visar att Go = G1. Sa isomorfirelationen ar
symmetrisk. Pa samma sédtt kan man visa att isomorfirelationen &r reflexiv och transitiv. Det betyder att
isomorfirelationen ar en ekvivalensrelation och vi kan alltsé inse att allt som listar ut angaende en viss graf
giller for alla grafer som ar isomorfa (alltsa alla grafer i ekvivalensklassen) sa nér vi arbetar med grafer far vi
ha med oss i atanke att vi egentligen arbetar med alla grafer som ar isomorfa med den som vi har framfor oss.
Det ar ju ocksa det som ar sjalva kdrnan i att en graf representerar nagonting annat och att genom att arbeta
med en graf som representerar nagonting sa kan slutsatserna om grafen utvidgas till att ocksa gilla det som
den representerar.

Det priméra séttet att visa att tva grafer ar isomorfa &r att konstruera en isomorfi. Vi gor det med exemplet
ovan. Efter en del grubblerier kommer vi fram till att funktionen ¢ definierad pa mangden {1,2,3,4,5,6} som
gar till {a,b,c,d, e, f} given av p(1) = a, ¢(2) = f, ©(3) = ¢, p(4) =€, p(5) = b och p(6) = d ar en isomorfi.

Tva isomorfa grafer ar alltsa vésentligen samma graf: de har samma antal hérn, samma antal kanter, och
hela strukturerna ar 6verenstammande. Varje horn som via isomorfin korresponderar till ett horn i den andra
grafen har samma gradtal som det andra hornet och sa vidare. Det finns inget principiellt behov av att skilja
pa isomorfa grafer.

Vi kan ocksa betrakta isomorfin som en funktion mellan grafer. Den ar ju inte det, isomorfin dr en funktion
mellan hornméngder men de tva kraven isomorfin innebér att vi kan se det som att isomorfin ar en avbildning
mellan tva grafer (en tranformation som vi beskrev i inledningen till avsnittet) och da séger vi att isomrfin
bevarar strukturerna och egenskaperna pa den graf vi stoppar in i isomorfin. Den hér egenskapen att en iso-
morfi bevarar egenskaper kan anvéndas for att visa att tva grafer inte ar isomorfa. Problemstéallningen ar da
att vi konfronteras med tva olika grafer och ska visa att de inte ar isomorfa. Vi kan da visa detta genom att
peka ut en egenskap som den ena grafen har som skulle bevaras av en isomorfi, men som den andra grafen
inte har. Ett mycket enkelt exempel pa detta &r antal horn (eller antal kanter): isomorfa grafer maste ha lika
manga horn (eller kanter). Om antal horn inte 6verentsstdmmer sa kan inte graferna vara isomorfa. Vi tar ett
par exempel pa det hér (men inte sa uppenbara som de som &r baserade pa antal hérn).
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Exempel: Visa att de tva graferna nedan inte ar isomorfa.

N4 a d
2 3 b

Vi kan omedelbart se att dessa grafer inte ar isomorfa eftersom de har olika gradtalssekvenser. Den till
vanster har 3, 2, 2, 1 och den till hoger har 2, 2, 2, 2. En isomorfi kan da inte finnas eftersom den ena grafen
har horn av ordningar 1 och 3 och det finns inga sddana horn i den andra grafen. Om ingen isomorfi finns sa
kan inte graferna vara isomorfa.

Vi avslutar det hér avsnittet genom att ge ett mer detaljerat bevis for att tva grafer inte ar isomorfa. Det
beviset kommer att involvera en mer detaljerad observeration av egenskaperna som de bada graferna har.

Exempel: Visa att de tva graferna nedan inte ar isomorfa:

l |
! |

Sa hur visar vi att dessa tva grafer inte &r isomorfa? Gradtalssekvenserna hos bada grafer ar 4,2,2,1,1,1,1
sa de dverenstdmmer ... vad finns det fér annan egenskap som inte dverenstdmmer? Vi antar att vi hittat en
isomorfi som vi kallar ¢. Eftersom bada grafer innehaller exakt ett horn som har graden 4 sa maste isomorfin ¢
ange att dessa horn korresponderar mot varandra. Men om vi nu kallar grafen till vénster for Gy och grafen till
hoger for Go sa ser vi att hornet med grad 4 i Gy har 4 grannar (forstas!) och att graderna av dessa fyra horn
ar 2,1,1,1. Gradtalen hos de fyra noderna i Gy som ar grannar till hornet med gradtal 4 i G2 ar emellertid
2,2,1,1 och det hir ar en egenskap som maste bevaras av isomorfin: gradtalen hos de fyra grannarna till
hornet med gradtal 4 i G; maste 6verenstamma med gradtalen hos de fyra grannarna till hornet med grad 4 i
G2 men det ar omojligt eftersom de fyra gradtalen i Gy &r 2,1,1,1 och de fyra gradtalen i Go ar 2,2,1,1. Vi
har alltsa funnit en egenskap som inte kan bevaras genom en isomorfi, alltsa kan det inte finnas nagon isomorfi
och graferna ar alltsa inte isomorfa.

OVNINGAR

Finan: Problem 34.8, Problem 34.9.

Bogart-Drysdale-Stein: Exercise 6.1-4.

5. VAGAR, CYKLER, KRETSAR, ...

Grafteorin har en massa tekniska termer for att beskriva olika egenskaper som grafer har. Vi ska infora flera
sadana begrepp nu for att kunna tala om grafer och deras egenskaper pa ett bra sitt.

Definition: Har kommer en lista pa viktiga begrepp:

(1) En promenad i en graf ar en alternerade foljd av horn och kanter som borjar med ett horn kallat
starthorn (eller startpunkt) och slutar i ett horn kallat sluthérn (eller sluthérn). Promenaden har alltsa
utseendet ”starthorn-kant-horn-kant-...-kant-sluthorn” och varje mellanliggande kant forbinder forstéas
de tva horn som den férekommer mellan.
) Léngden pa en promenad definieras som antal kanter i den.
) En promenad &r sluten om starthérnet sammanfaller med sluthérnet.
4) En stig ar en promenad dér alla kanter &r olika (ingen kant forekommer alltsa mer &n en gang).

) En vdg ar en promenad dér alla horn ar olika (inget horn forekommer alltsa mer &n en gang).

) En sluten stig kallas en krets.

) En krets dér starthornet sammanfaller med sluthérnet men dér inga andra hérn férekommer tva ganger
kallas en cykel.
(8) En n-cykel dr en cykel med n hérn. Den kallas jéimn om n &r ett jaimnt tal respektive udda om n &r

ett udda tal.

(9) En graf kallas sammanhdngande om det alltid finns en promenad mellan godtyckligt valda par av horn.
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Hér har vi alltsa en defintion med manga begrepp. Vi ska illustrera dessa begrepp genom att ge figurer som
fortydligar det mesta, men ldsaren uppmuntras att lopande rita egna figurer ocksa.

De forsta fyra figurerna kommer att illustrera en promenad som inte ar vare sig en stig eller en vag. Sedan
kommer en sluten promenad som inte ar vare sig en vag eller stig, sedan kommer en stig som inte ar en vig
och till sist kommer en vig. Har ar dessa figurer:

b ¢ b c b c b c
a d a d a d a d
P PP P
8 8 g g
abcfbedg abcfbedgea aefedfe abedfs

Vi arbetar i samma graf i alla fyra exempel for att gora jamforelser lattare. I alla fyra promenader anger vi
dem genom att bara ange de hérn som promenaden passerar genom. (Alla &r promenader men alla promenader
ar inte stigar eller vigar.) Det &r 6verflodigt att ange de mellanliggande kanterna eftersom de hér graferna inte
ar pseudografer som kan ha flera kanter mellan tva horn.

Den forsta promenaden anges av abcfbedg och som ndmnt ovan ar detta en promenad som varken &r stig
eller vag eftersom bade kanter och hérn upprepas. Den andra promenaden ér abcfbcdga vilken dr densamma
som den forsta men har har vi lagt till innehall sa att promenaden blir sluten.

Sedan har vi aefgdfc som ar en 6ppen stig. Det &r en stig eftersom inga kanter upprepas (forekommer tva
ganger), men hornet f upprepas sa det hér &r inte en vég.

Slutligen ger vi véigen abedfg som alltsa &r en promenad dér inga horn upprepas. Alla hérn férekommer
alltsa bara en gang och det ar precis det som gor den till en vég.

Vi gbr en observation hér: i en vig upprepas inga horn. Men det betyder ocksa att ingen kant kan upprepas
for om en kant upprepas sa gar vi ju genom den kantens &ndpunkter tva ganger. Det hér betyder att om en
promenad &r en vig sa maste den ocksa vara en stig. Vi kan formulera det lite mer formellt:

Sats: Lat G(V, E) vara en godtycklig graf. For alla promenader W C G géller:

W ar en vag = W ar en stig.
Vi kan forstas formulera den ekvivalenta kontrapositionen som da far lydelsen
W ar inte en stig = W ar inte en vag.

Vi fortsitter nu att ge exempel pa en krets (en sluten stig) som inte &r en cykel och dven en cykel. Det dr inte
mojligt att ge ett exempel pa en 7sluten vag” eftersom kravet pa en vag ar att inga horn ska upprepas och i en
sluten promenad sammanfaller start- och sluthorn. Men en cykel ar nagonting som vi verkligen ska intressera
oss for framover. P& sétt och vis skulle en cykel ndstan kunna anses vara en ”sluten vig”, mer precist: en
cykel skulle kunna ha varit en vig, det enda som forstor detta ar att start- och sluthérn sammanfaller och det
ar inte tillatet i en vag.

Det kommer ocksa att sta klart att de begrepp som vi egentligen ar intresserade av kommer att vara cykel
och vag. De andra begreppen, promenad, stig och i viss man krets, dr mer att betrakta som hjalpbegrepp vars

huvudfunktion ar att hjalpa oss att infora de mer intressanta begreppen cykel och vag.

Har kommer de utlovade exemplena:

f ' f ' ,
h l
abecdiegfa abceihgfa

Det forsta exemplet ger en krets abecdieg fa som inte ar en cykel eftersom till exempel hornet e upprepas.
Léagg dock mérke till att inga kanter upprepas.
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Det andra exemplet abceihg fa &r verkligen en cykel precis eftersom inga andra precisely because no vertex
(other than the starting vertex a) appears twice.

I dessa exempel har vi inte gett exempel som diskuterat lingden eller pariteten (det hér med udda och
jamna cykler) eftersom dessa begrepp troligen ar lattare att forsta. Vi har haft som tonvikt att illustrera just
begreppen stig, vag, krets och cykel. Alla grafer vi studerat har varit sammanhéngande sa det begreppet har
dock funnits med i exemplen. (Det &r inte sa intressant att studera promenader i en icke sammanhéngande graf.)

5.1. Eulerska grafer. I staden Koningsberg (nuvarande Kaliningrad) fanns sju broar och stadens invanare
hade som ett sondagsnoje att forstka ta en promenad fran en plats i staden, korsa alla broar precis en gang
och komma tillbaka till utgangspunkten. Det har var pa 1700-talet sa det var féormodligen ett rikemansndje.
Vi ger en principiell karta 6ver staden Koningsberg nedan:

Det héar en usel karta, det sag inte ut sa hér, men vi har idealiserat situationen lite. Vi har idealiserat &nnu
mer genom att till hoger ge en pseudograf som beskriver relationerna mellan landmassorna déar den relation vi
studerar alltsa ar att landmassor ar eller inte &r forbundna med en bro. Det blir en pseudograf eftersom vi har
fler 4n en bro mellan vissa av landmassorna som dé alltsa illustreras med flera kanter mellan par av hérn i grafen.

Det var aldrig nagon som lyckades ta en sadan har promenad och en speciell invanare i staden, som hette
Leonhard Euler (1707-1783), insag att det faktiskt &r omdojligt att ta en sadan promenad. Euler sjilv rdknas
som en av tidernas mest produktive matematiker, det var han som lade grunden till funktionsbegreppet och
talet e (matematikens nést viktigaste tal, efter ) heter e just for att det var Euler som fann det talet. Euler
lade ocksa grunden till grafteorin.

Euler tog fasta pa egenskapen att i problemstéllningen skulle promenaden involvera alla broar precis en gang:
det betyder att promenaden i pseudografen skulle kunna modelleras som en krets. Men det extra kravet fanns
ocksa och det var ju att alla broar skulle bestkas. Det har exemplet ligger till grund for begreppet Eulerkrets
som vi infér med en definition.

Definition: En Eulerkrets i en graf ar en krets som innehéaller alla kanter i grafen. En graf kallas Fulersk
om det finns en Eulerkrets i den. Pa samma sitt definierar vi en Fulerstig som en stig mellan tva horn som
innehéaller grafens samtliga kanter.

Problemstéallningen med séndagspromenaden innebar alltsa att avgéra om det finns en Eulerkrets i grafen
och vi ska ge ett bevis for att det inte finns nagon sadan. Pseudografen som modellerar staden Kaliningrad
ovan &r alltsa inte Eulersk.

Bevis: Detta ar ett standardmaéssigt motsagelsebevis. Vi antar att pseudografen ovan har en Eulerkrets.
Den startar och slutar da i nagot av de fyra hornen a,b,c,d i grafen. Att vi kan ga igenom grafen i en Eu-
lerkrets kraver att vi kan passera varje kant precis en gang. Vad betyder det for hornens gradtal? Da vi
gar igenom Eulerkretsen maste vi ankomma till varje horn (landmassa) och anvénda en kant (bro) och sedan
lamna hornet (landmassan) genom att anvinda en annan kant (bro). Det kan hénda att vi ankommer samma
horn (landmassa) flera ganger men varje gang maste det ske genom att vi kommer dit via en kant och ldmnar
via en annan kant. Det betyder att det maste finnas ett jamnt antal kanter som ansluter till varje horn i
grafen. Gradtalet forn varje horn maste alltsa vara jimnt om en Eulerkrets existerar. Men om vi studerar
gradtalssekvensen for grafen (alltsa alla gradtal) sa ser vi att den &r 5,3,3,3, det finns alltsa inte ett enda
jamnt horn! Vi har pa detta satt natt en motségelse och vart antagande om att det skulle finnas en Eulerkrets
maste alltsa vara felaktigt. Grafen &ar alltsa inte Eulersk och beviset ar klart.
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Troligtvis var det sa har Euler resonerade da han forstorde det har sondagsndjet. (Férhoppningsvis kanske
de som hade tid att ta sadana promenader kunde borja dgna sig mer at vélgorenhet istéllet.)

I beviset ovan kan vi se en mer generell sats:
Sats: En graf ar Eulersk om och endast om alla hérn i grafen ar jamna och den ar sammanhéngande.
Vi ger inte beviset till denna sats, &ven om halva beviset kan ses i beviset ovan.

Att hitta en Eulerkrets i en graf dr handlar verkligen inte bara om ndjen. Det kan vara en valdigt viktig
del av ett planeringsarbete nér det till exempel géiller underhall av infrastruktur. Néar ett lands forvaltande
instanser av dess regering ska planera service och reparation av landets vagar ar det ytterligt betydelsefullt
att vagarna kan nas pa ett ekonomiskt sétt. Det dr da intressant att hitta saker som Eulerkretsar som kan
anvandas for att besoka varje vég precis en gang. (Att besoka en vég fler ganger &n vad som behdvs &r forstas
inte bra ur ekonomisk och miljoméssig synvinkel.) Vi kommer att ha mer att siiga om sadana héir saker nér vi
studerar algoritmer for att hitta billigaste vagar och andra strukturer i viktade grafer.

Vi ger till sist en sats som enkelt kan bevisas med hjalp av den foregaende satsen om Eulerkretsar:

Theorem: En graf G innehaller en FEulersk stig mellan tva horn u,v € G om och endast om G &r sam-
manhéngande och alla hérn utom u och v i G &r jamn.

5.2. Hamiltoncykler. Vi kommer inte att studera detta sa detaljerat men vi kommer att fokusera pa forstaelse
for vad en Hamiltoncykel ar, forméaga att hitta en sddan och viss féorméaga att visa att en sadan inte existerar.
Vi ger forst en definition av detta begrepp.

Definition: En Hamiltoncykel i en graf ar en cykel som innehaller varje horn i grafen. En graf som har en
Hamiltoncykel kallas Hamiltonsk.

Exempel: Betrakta de tva givna graferna.

a a

Den till hoger ar den fullstandiga grafen pa 4 hérn — K4 — och den maéaste darfor vara Hamiltonsk. (Ar alla
fullstdndiga grafer — K,, — Hamiltonska? Varfér? Varfor inte?)

Kalla nu grafen till vinster for G. Vi vill visa att G inte &r Hamiltonsk, det vill sdga att det inte finns
nagon Hamiltoncykel i G. Det hér dr en typisk situation da vi vill anvinda ett motsdgelsebevis. Vi an-
tar darfor att det finns en Hamiltoncykel H i G. Nu betraktar vi det centrala hornet c, eftersom det har
hornet ar del av cykeln H och hoérnen a,b ocksa maste vara del av cykeln da, eftersom det bara kanterna
bc och ca existerar sa maste ett segment av H innehalla f6ljden acb eller bca. Men d maste ocksa passa in
pa nagot sitt och det ga inte eftersom den enda kant som forbinder d ar cd och om segmentet ach eller beca
med sékerhet ingar i H sa kan inte H nagonsin na till d utan att vi ga tillbaka till ¢ vilket skulle innebéra
att ¢ besokts tva ganger vilket da motsiger att H dr en Hamiltoncykel. Alltsa kan grafen inte vara Hamiltonsk.

Det ar fosta enklare for en graf att vara Hamiltonsk ju mer kanter den har och en misstanke vore darfor att
alla fullstandiga grafer K, ar Hamiltonska. En tidigare sats gjorde det mojligt for oss att enkelt avgdra om en
graf i Eulersk, men tyvarr finns det inte nagot enkelt sétt att avgora om en graf &r Hamiltonsk eller inte. Vi
fa studera varje fall i detalj och vi kan da végledas av den hér observationen om att det ar enklare for en graf
att vara Hamiltonsk ju fler kanter den har. Grafen ovan till vinster hade minimalt antal kanter (for att vara
sammanhéngande) och det visade sig da att den inte var Hamiltonsk. Det enklaste séttet att visa att en graf
dr Hamiltonsk &r forstas om vi lyckas skriva ned en Hamiltoncykel och for grafen ovan (den till hoger) kan vi
skriva ner Hamiltoncykeln abcda.

I digitaltekniken finns tva olika tillimpningar av insikter som vi kan fa fran Hamiltonska grafer. Den forsta ar
da vi vill implementera robusta sa kallade ”asynkrona automater”. Ett problem for dessa ar att kapplopning
kan uppsta vid tillstandsovergangar men om tillstanden placeras ut som horn i en n-dimensionell kub och
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tillstanden kodas digitalt med egenskaen att en tillstaandsévergang modelleras genom att endast en bit &ndras
sa kan en kapplopningsfri automat byggas. En annan liknande tillimpning &r sa kallade Graykoder som haft
viktiga anvandningar i felsékra system.

OVNINGAR

Finan: Problem 34.10.

Bogart-Drysdale-Stein: Exercise 6.3-6, Problem 1 (sidan 298), Problem 2 (sidan 298), Problem 3 (sidan
298), Problem 5 (sidan 298), problem 8 (sidan 298), Problem 12 (sidan 299) — ange bara vilka grafer som har
Hamiltoncykler, vi struntar i Diracs och Ores satser,

6. OPTIMERINGSPROBLEM FOR GRAFER: DIJKSTRAS ALGORITM OCH HANDELSRESANDEPROBLEMET

I det har avsnittet och néasta ska vi studera algoritmer som har manga mycket viktiga tillampningar. Den
forsta kallas Dijkstras algoritm och varianter av den anvéinds varje gang vi ansluter till Internet for att var
anvandarupplevelse av natet ska bli sa bra som mojligt och sa lite energi som mojligt ska spenderas nar nétet
levererar responser pa de tjinster vi begar. Med enklare ord: varje gang vi opnar en webblésare kan vi till
viss del tacka Edsger Dijkstra (Nederlandsk datalog, 1930-2002) for att webblésaren och webbservern kommu-
nicerar sa bra, Dijkstra skapade ndmligen en algoritm som hjélper till med detta. Vi ska senare ocksa ge en
kort beskrivning av det sa kallade handelsresandeproblemet.

6.1. Viktade grafer — igen. Vi borjar med att ge en alternativ definition av viktad graf. I ett tidigare avsnitt
infordes begreppet viktad graf via grannmatrisen, men vi ska gora det genom att utvidga den ursprungliga
definitionen av grafbegreppet:

Definition: En viktad graf ar en graf G(V, E) tillsammans med en reellvird funktion w : £ — [0,00). Om
e ar en kant i F sa kallas det ickenegativa talet w(e) for kanten es vikt eller kostnad. For en delgraf G; C G
definierar vi kostnaden for G som summan av alla vikter av alla kanter i G1. Vi kan ocksa kalla detta tal for
vikten av G1.

I grannmatrisen hade vi vikterna som element i sjalva matrisen som definierade hela grafen, har har vi dock
valt ett annat sétt: vi har lagt till en funktion som anger vad vikterna &r. Den hér definitionen ar lite mer
generell eftersom vi teoretiskt sett skulle kunna ha en kant med kostnaden 0, men vi arbetar inte ofta med
sadana viktade grafer. En 0:a i grannmatrisen betyder ju att det inte finns nagon kant sa grannmatrisen kan
inte definiera grafer med kanter som har kostnad 0. Fér det behover vi alltsa en mer generell definition och
den den ovan &r ett exempel pa en sadan definition.

Vi ska dock inte analysera definitioner sa mycket, det viktiga ar att 1Saren far en kompetens i att hantera
grafer oberoende av hur de definieras.

6.1.1. En vig betraktad som en delgraf. Vi kan anse en vag med en start och en slutpunkt i en graf G som en
delgraf av G. En vag ar inte exakt definierad som en delgraf, men om vi tar kanterna och hérnen som utgor
en vig sa ar det inga problem med att &nda betrakta en vig som en delgraf. Pa det viset kan vi tala om
kostnaden av en vig helt enkelt som kostnaden av vagen betraktad som delgraf.

6.1.2. Betydelsen av ordet ”optimeringsproblem”. Ordet ”optimera” betyder i allméanhet att vi scker ett min-
imum eller ett maximum av nagon storhet ibland med olika bivillkor. Att finna billigaste vagen mellan ett
starthorn och ett sluthorn ar ett exempel pa ett sa kallat optimeringsproblem dér vi alltsa forsoker hitta ett
minimum pa en kostnad (som kan definieras som vikten pa en delgraf som utgors av en vég fran ett starthérn
till ett sluthorn) och villkoren for den minimeringsprocessen kan ségas beskrivas av att vi soker en vég.

Att optimera nagonting ar detsamma som att minimera eller maximera nagon variabel (ovan var variabeln
kostnaden av en vég). Optimeringsproblem kan formuleras pa olika sétt och kan ha olika l6sningar beroende
pa hur de formuleras och ordet ”optimeringsproblem” betyder alltsa att vi har en matematisk problemstéallning
dar vi vill soka ett maximum eller ett minimum under vissa givna villkor.

Ett annat exempel pa ett matematiskt optimeringsproblem &ar att soka storsta och minsta virdet av en
deriverbar (reellvard) funktion definierad pa ett slutet och begréansat intervall. Det &r vélbekant procedur fran
den matematiska analysen. Optimeringar i den diskreta matematiken handlar ddremot om att hantera enskilda
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véarden och entiteter som vi kan rdkna upp och i fallet med dndliga grafer kan vi till och med rita upp en skiss
som blir mycket overskadlig.

6.2. Dijkstras algoritm. Dijkstras algoritm befattar sig med att finna billigaste vigen som forbinder tva
horn, vi bestammer oss alltsa for ett starthorn och ett sluthorn och fragar: ”vilken vag med det har starthérnet
och det har sluthérnet har lagst kostnad?” Det visar sig att Dijkstras algoritm ar ett mycket enkelt sétt att
finna en sadan billigaste vag.

Algoritmen gar till sa att vi sitter sa kallade ”etiketter” pa samtliga noder i grafer. Dessa etiketter kan
sedan anvindas for att finna billigaste vagen fran starthérnet till vilket annat horn i grafen som helst.

Etiketterna sitts ut i en process som hela tiden upprepas, vi tar nya varv i en loop (som i programmering)
och i varje varv sitts minst en ny etiketter ut pa ett hérn. Dessa etiketter ger oss da mer och mer information
om hur billigaste vagar i grafen ser ut. Vi infér Dijkstras algoritm genom att studera ett exempel.

Exempel: Betrakta nedanstaende viktade graf och séatt A till starthérn och Z till sluthdrn och finn en
billigaste vég fran starthérnet till sluthérnet (figuren innehaller samma graf i tva delsteg av algoritmen — till
véanster har vi inte borjat dnnu, till hoger har vi tagit forsta steget):

Vi startar alltid Dijkstras algoritm genom att sétta ut etiketten (—,0) pa starthornet, det indikeras i grafen
till hoger av att det star A(—,0). Det ska da tolkas som att ”det kostar 0 att ta sig fran A till A pa billigaste
sitt”. En etikett som sitter pa en nod ger oss precis upplysningen om den lagsta kostnaden att ta sig till den
noden fra startnoden.

Vi dr nu redo att starta iterationen (upprepningen) i algoritmen som steg for steg ger nya etiketter. Hér
betraktar vi nu alla hérn som ar grannar till hérn med etiketter. Bara A har en etikett 4n sa lange sa de nérn
som vi betraktar &r B och C'. Vi stéller oss nu fragan: vilken &ar billigaste kanten som férbinder B med ett hérn
som har en etikett och vilken &r billigaste kanten som forbinder C' med ett horn som har en etikett? Eftersom
bara A har en etikett i detta steg &r svaren pa hér fragorna att

* kanten AB forbinder B med ett horn som har en etikett (A sjilv). Kostnaden av denna kant &r 4,
respektive att
* kanten AC forbinder C' med ett horn som har en etikett (A sjilv). Kostnaden av denna kant &r 6.

Dijkstras algoritm foreskriver nu att vi véaljer ett av dessa svar och skapar en ny etikett. Vi ska vélja det
svar som har lagst kostnad och det ar forsta svaret. Etiketten som da skapas &r B(A,4). Etiketten har da
betydelsen ”for att komma fran A till B pa billigaste sétt ska vi komma fran A och det kostar 4”. (Forsta
etiketten som sattes ut pa A kanske darfor skulle haft utseendet A(A,0).)

Observera att vi i det hér steget ocksa har pa forslag att hornet C' ska fa etiketten C(A,6). Vi kan da be-
trakta B(A,4) och C(A,6) som kandidater till nésta etikett och B(A,4) vinner eftersom den har lagst kostnad.
Efter vi satt ut den vinnande etiketten har vi nedanstaende utseende.

BA4 7 D 5 G

For att vi lattare ska fa en kénsla for algoritmens vésen eller grundidé infor vi en liknelse. Om vi ténker oss
att den viktade grafen ar som ett vatten kérl dér hornen kan fyllas av vatten och att vattnet kan flyta genom
kanterna sa har vattnet en formaga att alltid hitta kortaste viagen genom att vattenytan alltid ar plan. Om
vi da ténker oss att vatten kommer in fra starthornet och fyller hela grafen sa har nu vattenytan stigit sa att
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hornet A sta under vatten men ocksa hornet B. Vi ska ocksa vara mer formella och inféra beteckningen U for
méngden av horn som har etiketter (alltsa hornen som ”star under vatten”). I forsta steget nér bara A hade
etiketten A(—,0) var U = {A} men nu nér andra steget ar taget och B fatt etiketten B(A,4) ar U = {A, B}.

Innan vi kor vidare ska vi gora en fullstédndig formulering av Dijkstras algoritm och sedan ska vi fortsatta
att kora algoritmen sa att hela grafen forses med etiketter. Det kan hidnda att det &r lattas att lasa igenom
hela exemplet fore du ldser den formella beskrivningen av algoritmen.

Formell beskrivning av Digkstras algoritm. (Vi antar att starthérnet betecknas A.)

Steg 0. Sétt ut etiketten A(—,0) och beteckna l6pande med U méngden av horn som har etiketter utsatta.
(Efter steg 0 ar alltsa U = {A}.)

Steg 1. Beteckna med V méngden av de horn i grafen som ar grannar med horn som har etiketter, alltsa
hérnen i U. For varje horn v € V bilda en kandidatetikett pa foljande sétt: finn det hérn v € U som
minimerar w(uv)+d, dar d, ar vikten i etiketten pa hornet u. Kandidatetiketten ar da v(u, w(uv)+d,).
(I exemplet ovan uppstod kandidaterna B(A,4) och C(A4,6).)

Steg 2. Valj den kandidat som har minst kostnad och utoka méangden U genom att infora den aktuella etiketten
pa det aktuella hornet. Om alla hérn har etiketter &r vi klara, annars upprepa steg 1 och 2 tills alla
horn har etiketter. (Det gar att avbryta sa fort sluthornet har fatt en etikett.)

Steg 3. Den billigaste vigen fran starthornet till sluthornet kan nu tas fram med hjélp av etiketterna. (Vi
illustrerar det sist i det givna exemplet.)

Sa vi illustrerar nu hur det hér fungerar nér vi tar steget fran U = {4, B} i vart exempel. Till vénster i
figuren nedan ser vi situationen U = {4, B} och vi ska nu lidgga till nésta etikett.

BA4) 7 D 5 G BA4) 7 D 5 G

Med U = {A, B} far vi méngder av grannhérn till V' = {C, D} och de olika méjliga valen av (u,v) i detta
steg blir da

Héar betecknar d vikten pa den kandidatetikett som uppstar och av denna lista skapar vi de tre kandi-
datetiketterna C(A,6), C(B,5) och D(B,11). Av dessa representerar C'(B,5) den minsta kostnaden varfor vi
satter etiketten (B,5) pa hornet C. Mangden U ar nu utokad till {A, B,C} och vi ser etiketten pa plats till
hoger i figuren.

Vi ser i det hér laget att algoritmen insett att det ar billigare att ga fran A till B via B, det kostar alltsa 5
att komma till C' om vi kommer fra B, det &r betydelsen av etiketten som just placerats pa C och i precis den
hér situationen sa kan vi alltsé inse varfor Dijkstras algoritm fungerar.

Men vi betonar ocksa den tidigare liknelsen med en vattenniva som hela tiden stiger. Vattnet har nu alltsa
stigit sa att A, B och C sta under vatten och vattnet har flutit genom vagen ABC och inte direkt fran A till
C eftersom det innebér en storre kostnad.

Vi fortsdtter processen med U = {4, B,C}. Da blir V. = {D, F, E}. Mojligheterna att vélja (u,v) blir
(B,D)=d=11, (C,F)=d=11 och (C,E) = d = 7 och vi fa alltsa de tre kandidaterna D(B,11), F(C,11)
och E(C,7), dér (u,v) = (C, E) ger den minsta kostnaden d = 7 (som gav upphov till kandidaten E(C,7)) sa
nésta etikett blir (C,7) pa hornet E. Detta representeras bildméssigt till vénster i nedanstaende figur.
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BA4) 7 D 5 G B(A,4) 7 D(B,11) 5 G

Och nu kommer vi alltsa till U = {A,B,C,E} och V. = {D,F,H}. Valen av (u,v) ar (B,D) = d = 11,
(C,F)=d=11, (E,F) = d =12 och (E,H) = d = 13. Hér har vi en intressant situation. Vi har tva
kandidater som ger samma minimala kostnad i sina respektive etikettforslag. Om dessa kandidater till (u,v)
(det vill sdga (B, D) och (C,F)) med tillhérande etiketter, svarade mot samma un eller samma v sa skulle
vi kunna vélja att anvianda nagot av de bada forslagen, men eftersom dessa bada forslag skiljer sig at bade i
forstakomponenterna (alltsa u:na — B # C') och i andrakomponenterna (alltsa vina — D # F') sa kan vi anvénda
bada etikettforslagen. Vi sétter alltsa dit etiketterna D(B,11) och F(C,11) samtidigt. Detta kan ses som att
vattenytan har stigit och nar nu D och F' samtidigt, de ligger alltsd pa samma minimala avstand fran A. Vi
kan ocksa inse att vi skulle kunnat vélja bara en av etiketterna men i nésta iteration av algoritmen sa skulle
da den etikett vi inte valt dykt upp sa bada etiketterna kan séttas pa samma gang.

Ja, sa nu har vi U = {A,B,C, D, E,F} och det ger i detta steg V = {G,I,H}. Valen av (u,v) blir nu
(D,G)=d=16, (F,I)=d=13, (F,H) = d =17 och (FE,H) = d = 13 och vi far aterigen tva etiketter pa
en gang: I(F,13) och H(E,13). Detta illustreras i figuren nedan till vénster.

B(A4) 7 D(B1I1) 5 G B(A,4) 7 D(BI11) 5 G(D,16)

H(E,13)

H(E,13)

Vi borjar nu ndrma oss slutet, vattennivan har stigit sa att den técker alla hérnen A, B,C, D, E, F,I, H och
endast G, Z &r kvar. Vi kan nu na Z (sluthérnet) och detta uttrycker sig i att Z ar en medlem i V. Vi har alltsa
U={AB,C,D,E,F,I,H} och V ={G,Z}. Valen av (u,v) ges nu av (D,G) = d =16, (I,G) = d = 18 och
(H,Z) = d = 17 vilket ger oss etiketten G(D,16) som illustreras i figure ovan till hoger.

Till sist 4r det mycket enkelt att hitta den sista etiketten for Z och den blir (H, 17).

Vi ska nu anvénda etiketterna for att ta fram billigaste vagen fran A till Z. Vi gor detta genom att utga
fran sluthornet Z och lasa av i etiketten varifran vi har kommit for att ha gatt den kortaste vigen. Om vi
laser baklanges pa detta satt far vi kortaste vigen fran A till Z given av

A-B-C—-FE—-H-Z7

och den har kostnaden 17 (som ju ocksa anges av etiketten pa 7).

Vil att mérka i det héar skedet &r att etiketterna som sitter pa alla horn i grafen ger oss mojlighet att hitta
kortaste vigen fran A till vilket annat horn som helst i grafen. Kortaste vigen fran A till F' ger till exempel
av A — B — C — F och den har kostnaden 11.

Vi illustrerar kortaste véagen fran A till Z till vénster i nedanstaende figur.

B(A,4) 7 D(B,11) 5 G(D,16) B(A,4) 7 D(B,11) 5 G(D,16)

4
A(-0) < S AG),
0 3 7~ 2H,17)
2

" H(E,13)

H(E,13)

Till héger ovan har vi en annan situation dar vi dndrat vikten av kanten GZ till 1. Det far effekten att
en helt ny billigaste vag fran A till Z uppkommer. Vi har i sjalva verket tva alternativa kortaste vagar héar
men poangen ar att etiketterna sa att sdga innehaller kunskap om grafens struktur och att en liten &ndring i
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forutsattningarna (vikten pa GZ sénktes) gav upphov till en ganska stor dndring i resultatet. En annan liten
andring som ocksa ger en stor andring i resultatet dr om vi lagger till kanten IZ med vikten 1. Detta ger
upphov till en helt annan billigaste vag fran A till Z. Lésaren uppmanas kora algoritmen och se vad som
hénder. Vi illustrerar detta nedan.

6.3. Handelsresandeproblemet. Dijkstras algoritm som vi gatt igenom ovan l6ser det enkla optimeringsprob-
lemet att hitta en billigaste vig med ett givet starthérn och ett givet sluthérn. (Och som vi anmérkte behéver
inte sluthérnet bestdmmas.)

Om vi dock skulle lagga till villkoret i problemstéllningen med att hitta billigaste vagen mellan ett starthorn
och ett sluthérn att vi ocksa maste besoka alla horn i grafen och aterkomma till utgangspunkten sa att vi
har en Hamiltoncykel sa far vi genast ett mycket svart problem. Det kallas for handelsresandeproblemet for
det modellerar en ténkt situation med en handelsresande som vill besdka olika orter och resa mellan dem pa
det mest ekonomiska séittet. Det dr som sagt ett vildigt svart problem och vi kan absolut inte ge en 16sning
pa det men vi kan forstas tdnka oss att problemet kan bli lattare vi lagger till bivillkor som att vissa delar
av grafens horn beshéver besokas i en viss ordning. Det skulle kunna vara en modell av verkligheten dar en
handelsresande, for att éverhuvudtaget kunna bedriva sin verksamhet, ¥ tvungen att besOka vissa orter av
central betydelse, som till exempel ett lager dar varor forvaras och liknande. Vi ska dock inte fordjupa oss i
detta men ndmner handelsresandeproblemet for ldsarens allménbildnings skull.

Ovningar pi optimeringsproblem kommer i de blandade problemen.

7. TRAD OCH MINIMALA UPPSPANNANDE TRAD

Vi ska infor mycket viktig typ av grafer: sa kallade trdad. Grafer som ar trad har tva egenskaper: de ar
sammanhangande och mellan varje par av horn finns exakt en vig. Det ar sa pass viktigt att vi ger en formell
definition.

Definition: Lat G(V, E) vara en graf. Da kallas G(V, E) ett trdd om och endast om G har foljande tva
egenskaper:

(1) G &r sammanhéngande.
(2) G for varje par av horn v,w i G géller att det finns exakt en vig med v som starthérn och w som
sluthorn.

Ett horn av ordning 1 i ett trad kallas ett low.
Vi inser ldtt att foljande sats géller:

Sats: Lat G vara en sammanhéngande graf. Da ar G ett tridd om och endast om det inte finns nagra cykler
iG.

Satsen visar att vi ocksa skulle ha kunnat ta det har som definition pa ett trad, alltsa en graf sigs vara ett
trad om och endast om grafen ar sammanhdngande och inte har nagra cykler.

Grafen som vi sag i borjan av detta kapitel som hade foljande utseende:
/N /\ =

ar ett exempel pa ett tradd. De horn som ritats ut langst ner i den hér bildmaéssiga representationen har som
vi ser ordning 1 och &r darfor de sa kallade 16ven. Man kan pa motsvarande sétt dven kalla ett visst av tradets
horn for en rot och med det vill vi infora ett slags utgangspunkt i tradet. Om tradet modellerar en filstruktur
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dér hornen symboliserar kataloger och 16ven &r filer som ligger i katalogerna sa kan man utse en katalog till den
som ligger hogst upp och det hornet bendmns da triadets rot. 1 datateknik anvénds ocksa ordet ”rotkatalog”
eller bara rétt och sldtt ordet "roten” till en viss enhet (harddisk eller liknande). Viktigt att ldgga mérke till
ar att vi kan vélja vilket horn som ska anses vara rot (och da presenterar vi i allménhet ocksa tradet pa ett
annat sitt genom att rita roten Gverst).

Om vi tdnker pa vad som krévs for att att en graf ska vara ett trad sa har vi tva krav: 1. den ska vara sam-
manhéngande. 2. det ska bara finnas en vig mellan varje par av horn. En graf kan inte vara sammanhéngande
om den har for fa kanter. Det forsta kravet pa att triadet ska vara en sammanhéngande graf innebér alltsa att
grafen har tillrackling manga kanter. Men det andra kravet lagger en gréns pa hur mycket kanter vi kan ha. Om
vi har for manga kanter i en graf, ja da uppsta cykler, sa dessa tva krav verkar skapa ett slags dragkamp. Och
fraktiskt skapas en balans mellan antal horn och kanter av dessa tva krav. Vi har féljande viktiga sats om trad:

Sats: Lat G(V, E) vara ett trad. Da géller |[V| —1 = |E].

Antal horn ar alltsa precis ett mer an antalet kanter. Vi ska ge ett bevis for det hér men vi ska forst visa
att ett trad alltid maste ha minst ett 16v. Vi ger det som ett lemma (alltsa en hjélpsats) innan vi visar satsen
om antal horn och kanter i ett trad.

Lemma: Lat grafen G(V, E) vara ett trad med mer &n ett horn men med ett dndligt antal horn. Da har G
minst ett 1ov.

(I lemmat lagger vi till forutsattningen att vi har mer dn ett horn for att utelimna det ldjliga tradet som
bara bestar av ett horn och inga kanter — en enda isolerat horn alltsa, inte intressant.)

Bevis av lemmat: Antag motsatsen till det som ska visas, det vill siga antag att tradet inte har nagot 16v,
det vill sdga horn av grad 1. Eftersom tradet dr en sammanhéngande graf s kan inte nagra hoérn vara isolerade
(det vill séga ha grad 0). Grafens samtliga horn maste alltsa vara av ordning 2 eller hogre. Vi kan nu vilja
ett horn som vi kallar ey i grafen och bilda en foljd av horn, e, es, ... genom att e; véljs som ett hérn som ar
granne till ey, eftersom ey har ordning > 2 sa kan e véljas som en granne till e; som inte ar ey och sa vidare,
en foljd av horn bildas ...,e, 1, €n,€n11, ... dir e, 1 ar granne till e, som ar granne till e, 1 och sa vidare i
all odndlighet — notera att vi kan aldrig upprepa horn i den hér féljden, da skulle vi skapa en cykel och ett trad
har ju inga cykler. Men detta motsager att tradet ska innehalla ett dndligt antal horn totalt. Antagandet om
att det inte finns nagot horn av grad 1 (ett 16v) maste alltsa vara felaktigt, alltsa finns ett 16v och beviset ar klart.

Som vi ndmnde i borjan av kapitlet studerar vi bara dndliga grafer (som alltsa har ett andligt antal horn)
men det &r egentligen bara i den hér satsen (eller lemmat) som vi anvénder det sa vi formulerar i lemmats
forutsattningar kravet att antalet horn ar éndligt.

Nu kan vi bevisa satsen om antal horn och antal kanter i ett trad:

Bevis: Vi anvinder matematisk induktion 6éver antalet horn i tradet. Infor alltsa predikatet
A(n) & ett trad med n horn maste ha n — 1 kanter.

Vi ska nu visa Vn € N : A(n).

Steg 1. Kolla att A(1) géller. Ett trad med bara ett horn (det 16jliga tradet!) kan inte ha nagra kanter,
antal kanter maste alltsa vara 0 och det &r ju precis ett mindre &n antal horn sa A(1) géller.

Steg 2. Visa nu att A(p) = A(p+ 1) for alla p > 1. Som vanligt antar vi darfér att A(p) &r sann,
det vill siga om ett trid har p hérn sa maste det innehélla p — 1 kanter. Vi ska nu visa att A(p + 1)
ar sann sa valjer ett godtyckligt trdd med p + 1 horn, vi betecknar det tradet med T'(V, E), dér alltsa
V' ar méangden av horn och E adr mangden av kanter i tradet. Enligt lemmat ovan sa har detta trad
ett 16v, vi kallar det 16vet e. Eftersom e &ar ett 16v sa ansluts e till 7" med en kant som vi bendmner
v. Om vi nu tar bort e och v fran T sa uppsta en ny graf som vi kan kalla G(V’, E’), dar alltsa
V' =V —{v} och E' = E — {e}. Vi har tagit bort 16vet och den enda kant som férband l6vet med
det ovriga tridet. Den nya graf som uppsta har alltsa [V'| = [V| —1 = p+ 1 —1 = p respektive
|E'| = |E| — 1. Men eftersom vi tog bort ett 16v fran ett trad och den tillhérande kanten sa har vi
skapat en graf som ocksa maste vara ett triad: den nya grafen maste vara sammanhéngande fér om den
inte vore sammanhéngande sa hade inte tradet vi utgatt fran varit sammanhéngande och det kan av
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samma anledning inte finnas cykler. Det betyder att (V' ¢') ar ett trd med p hérn och det uppfyller
alltsa forutséattningara i induktionsantagandet, vi kan alltsa hér anvénda att

V| = |E'|+1
men detta ger da med sambanden |V’'| =|V|—1=p+1—1=p respektive |E'| = |E| — 1 att
V|-1=|E|-1+1<|V|=|E|+1

vilket precis uttrycker att antal horn i G ar precis ett mer &n antalet kanter. Eftersom G var ett
godtyckligt valt trad med p + 1 hérn maste alltsa A(p + 1) vara sann och vi har visat implikationen
A(p) = A(p+1). Steg 2 i induktionsbeviset ar klart.

Steg 3. Steg 1 och 2 och induktionsaxiomet fullbordar beviset och vi har alltsa alltid att antalet horn
i ett trad ar precis ett mer dn antalet kanter.

Bevis som involverar grafer har ganska mycket text i sig, och det hanger pa att manga av begreppen definieras
med det naturliga spraket sa att skriva ner bevis som géller grafer kraver alltsa att vi formulerar oss noggrannt.

7.1. Uppspannande trid, Prims och Kruskals algoritmer. Vi vill nu studera en speciell typ av viktiga
optimeringsproblem som involverar trad och for den skull ska vi forst inféra en speciell typ av trdd som kan
bilda ett slags skelett till en graf. Det kallas "uppspannande trad” och vi ger en definition av det hér.

Definition: Lat G(V, E) vara en sammanhéngande graf. En delgraf T C G med egenskaperna att T in-
nehaller alla horn som finns i G och att T ocksa ar ett trad kallas ett uppspinnande trad for G.

Ett uppspéannande trad anges ofta tillsammans med den graf som det spanner upp, om vi studerar grafen
som vi hade forut sa kan ett uppspannande trad for den grafen anges genom att vi ritar de kanter som ingar i
det uppspannande tradet tjockare &n de kanter som inte ska inga. Det kan se ut sa hér:

B D G

H

Med det har vill vi alltsa symbolisera det uppspannande tradet
{A,B,C,D,E,F,G,H,1,Z},{AB,AC,BD,DF,EH,FH,GI,HI, HZ})

som alltsa ar ett uppspinnande trid till den givna grafen. Vi har i detta trdd med samtliga 10 horn fran den
graf som vi ska spédnna upp men da bara 9 av dessa kanter.

Ett uppspannande trad skulle kunna modellera ett stromforsérjningsnat mellan orter i ett landsomrade eller
komponenter i en maskin. Mgjligheterna &r, som sa ofta med grafer, oerhort vittomspannande.

Det optimeringsproblem som vi nu ska studera &ar att finna ett sa kallat minimalt uppspannande trad: vi
vill alltsa hitta ett uppspénnade trad i en viktad graf med total kostnad varandes sa liten som mojligt.

Vi ska studera detta problem genom att arbeta med samma graf som exempel, vi utga alltsa fran den viktade
grafen som vi forut anvande for att illustrera Dijkstras algoritm.

Exempel: Finn ett minimalt uppspdnnande trad i nedanstaende viktade graf.
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Vi ska gora detta genom att steg for steg illustrera det som kallas Prims algoritm. Det kommer att vara
annu enklare &n Dijkstras algoritm och vi beskriver algoritmen genom att koéra den pa den givna grafen.

Alla horn ska ingé i ett minimalt uppspannande triad sa vi kan inrikta oss pa ett horn, till exempel A. Nagon
av kanterna som ansluter till A (alltsa AB med vikt 4 eller AC med vikt 6) maste inga i trédet sa och eftersom
tradet ska vara minimalt véljer vi kanten AB och vi har nu bérjan till ett minimalt uppspannande trad. Vi
fortsédtter och addera kanter och hérn och far ett stérre och storre trad som till slut innehaller alla hérn och
en mangd kanter som ger en minimal kostnad.

Vi har alltsa hornen A och B tillsammans med kanten AB och fortsiatter att bygga pa detta. Vi studerar
alla intilliggande kanter och dessa utgors av AC med vikten 6, BC' med vikten 1 och BD med vikten 7. Pa
samma satt som forut véljer vi kanten BC eftersom den har lagst vikt och tradet har nu hérnen A, B, C och
kanterna AB, BC'. Vi illustrerar det hela i grafen nedan.

I nésta steg behover vi inte 6verviaga om vi ska ldgga till kanten AC eftersom den gar mellan tva hérn som
redan finns i tradet. Vi ska bara 6verviga kanter som leder ut fran tradet till horn som inte ar i tradet. Nar vi
nu har tradet med hérn A, B, C sa &r det kanterna BD (vikt 7), CF (vikt 6) respektive CE (vikt 2). Vi véljer
den billigaste som &r kanten C'E och utokar tridet med hornet £ och kanten C'E. Tradet har i detta steg
hornen A, B,C, E och kanterna AB, BC och CE. Lagg mérke till hur trddet hela tiden har en kant mindre
an antalet horn och att i varje steg sa utokas triadet med en kant fran grafen som Okar tradets vikt minimalt.
I nésta steg har vi att vélja pa kanterna BD (vikt 7), CF (vikt 6), EF (vikt 5) respektive EH (vikt 6) och vi
valjer forstas kanten E'F' och vi tradet vi fa illustreras nedan:

Och tradet ges nu av hornen A, B,C, E, F' med kanterna AB, BC,CF,CFE. Nasta tva kanter som laggs till
blir férst F'I (vikt 2) och sedan HI (vikt 3) och trédet har da foljande utseende:

och i det héar ldget har vi kommit till en valsituation: vi kan antingen addera kanten H Z eller kanten DF', de
har bada vikten 4. Men det spelar ingen roll, om vi lagger till den ena sa& kommer vi i ndsta steg att garanterat
lagga till den andra sa vi lagger till bada tva och far tradet som illustreras nedan:
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I sista steget har vi tre alternativ, vi kan addera vilken som helst av kanterna DG, IG eller GZ, alla har
samma vikt och vi véljer IG och far det slutliga minimala uppspannande tradet givet nedan:

Det minimala uppspannande tradet ges alltsa av
{A,B,C,D,E,F,G,H,1,7Z},{AB,BC,CE,CF,FD,FI,IH,IG,HZ})
och det har vikten 4 +1+2+64+4+2+3+5+4 = 31.

Prims algoritm utgar alltsa fran grafens kanter och bygger successivt upp ett trdd som till slut innehéller
grafens alla horn. Tradet byggs upp pa ett saddant sitt att det bli minimalt och till sist kommer det att spanna
upp hela grafen.

Det finns ett alternativ till Prims algoritm som brukar bendmnas Kruskals algoritm, dar utgar vi istéllet
fran kanterna och adderar dem i storleksordning och undviker att addera kanter som ger upphov till cykler.
Om vi skulle kort Kruskals algoritm pa ovanstaende graf s& kunde kanter adderats i foljande ordning;:

BC,CE,FI,IH,AB,DF HZ IG,CF.
Det finns ofta flera olika minimala uppspannande trad men de har fostas alla samma minimala vikt.
OVNINGAR
Finan: Exempel 35.1.
Bogart-Drysdale-Stein: Exercise 6.1-6, Exercise 6.1-7, Exercise 6.1-9, Exercise 6.1-10, Problem 1 (sidan 274),

Problem 12 (sidan 274), Problem 13 (sidan 274), Problem 15 (sidan 275), Problem 16 (sidan 275), Exercise
6.2-1, Problem 1 (sidan 285), Problem 2 (sidan 285)

BLANDADE OVNINGAR

Samtliga blandade dvningar dr hdmtade fran gamla tentor sa de anges inte har sa ni kan ga direkt pa hogen
med gamla tentor nu.



