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Inldmningsuppgift 2 - tidsdiskret dynamik
Losningarna till denna inldmningsuppgift skall skrivas pa svenska.

DEL I. Fixpunkter, periodiska banor och deras stabilitet.

1. Om f(p) = p, séigs p vara en fizpunkt till f. Vi séger att en fixpunkt
p till en funktion f &r attraherande om det finns 6ppet intervall J,
sadant att p € J och lim,,_,, f"(x) = p for alla x € J.
Bevisa foljande sats:

Sats. Antag att f har kontinuerlig derivata f’ och att p &r en fixpunkt
till f sadan att |f'(p)| < 1. Da &r p en attraherande fixpunkt.

2. Undersokning av familjen av tdltavbildningar T.
Lat

Ml—z), 1/2<z<1

(a) Visa att T\ avbildar intervallet [0, 1] in i sig sjalvt om 0 < A < 2;

(b) Visa att Ty har en attraktiv fixpunkt som attraherar alla startvérden
da0<AN<1;

(c) Beskriv dynamiken da A\ = 1, dvs beskriv banorna {z, Ty (z), T?(z), . . .
for alla « € [0, 1].

(d) Hur &r det med fixpunkter och deras stabilitet da 1 < A <27

(e) Visa att T} inte har nagra attraktiva periodiska banor da 1 < A < 2.

{)\x 0<2<1/2
A:

3.Undersdkning av den kvadratiska familjen Q)
Lat Qx(z) = x(1—2),0<x < 1.

(a) Visa att @, avbildar intervallet [0, 1] in i sig sjélvt om 0 < X\ < 4.

(b) Vilka fixpunkter har @7 Hur beror deras stabiletet pa A7

(¢) For vilka virden pa A har @), en periodisk bana av lingd 27 For
vilka varden pa A ar den stabil?

(d) Skissera graferna till @ och Q3% tillsammans med linjen y = z for
de olika A\-vdrden som anges nedan. Bestdm lokala extrempunkter
for Q%, och anviind dig av resultaten fran (b) och (c); med denna in-
formation &r det mojligt att skissera graferna for hand. Kontrollera
giarna genom att ocksa plotta graferna med lamplig programvara.

(i) nagot A sadant att 0 < A < 1

(ii) nagot A sadant att 1 < A < 2

(iii) nagot A sadant att 2 < A < 3

(iv) A



(v) A= 3.1
(vi) A=4

(e) Sammanfatta med ord hur fixpunkter och 2-cykler och deras sta-
bilitet fordndras med véixande .

(f) Anvénd valfria mjukvara/programsprak for att numeriskt visa pa
nagra av de stabila fixpunkter och 2-cykler du har funnit i den
kvadratiska familjen. Genom att titta pa bifukrationsdiagrammet
i kompendiet Iterationer kan du ocksa hitta parametervirden som
ger en stabil 3-cykel, illustera dven detta.

(g) For varje positivt heltal m sa finns det (minst) ett intervall A,, av
A-varden sa att ) har en stabil cykel av langd m for A € A,, . Du
kan ldsa mer om detta i kompendiet [terationer. Kan du numeriskt
hitta A-virden som ger en stabil periodisk bana av langd 57 Léattast
gar det om du letar efter det A-virde som gor att den kritiska
punkten z = 1/2 &r en punkt pa den periodiska banan.

DEL II Kaotisk beteende

Begreppet "kaos” anvéinds lite oprecist om nagra relaterade fenomen
som forekommer till exempel for vissa av de dynamiska systemen T)
och @, du har studerat ovan.

Kinsligt beroende pa initalvirde (Sensitive dependence on initial con-
ditions) ar en form av kaotiskt beteende som innebér att sma skillnader
i initialvdrde snabbt vixer under iteration.

4. Studera familjen T for 1 < XA < 2. Om =z och yy &r tva inti-
alvirden som ligger néra varandra, dvs om |zg — yo| &r mycket litet,
och som ligger pa samma sida om maximipunkten z = 1/2, vad kan
man da siga om |z, — y,| (dar x,, = T (xg) och y, = T (yo) ) ? Forsok
att finna en formel som talar hur avstandet |z, — y,| beror pa n och
det intitalavstandet |z — yo|. Hur linge, dvs for vilka vérden pa n &r
formeln giltig?

5. Q4 = 42(1 — ) ar en funktion som vid iteration genererar kaotisk
dynamik med kénsligt beroende pa initalviarden. Att verkligen bevisa
det ar inte sa ldtt som for T, A > 1. Vi nojer oss darfor med att studera
detta numeriskt.

Forsok med numeriska undersokningar att besvara foljande fraga: Om
xo och yy dr tva intialvirden som ligger nira varandra, dvs |xg — yo|
ar mycket litet, och ligger pa samma sida om den kritiska punkten
r = 1/2, vad kan man da siga om |z, — y,| , dir x, = Q%(xy) och
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Ett annat kdnnetecken pa kaotisk dynamik &r att typiska banor ten-
derar att sprida sig 6ver hela interval efter en viss sannolikhetsférdelning.

6. Studera @Q)4: Vilj ett startvirde xy och berdkna en lang sekvens
{0, 21, x2,...,2,} av dess bana, och gor sedan ett histogram som visar
hur denna bana har fordelat sig 6ver intervallet [0, 1]. Upprepa forsoket
med nagra olika véarden pa zy och jamfor resultaten. Gor histogrammen
med hog upplosning, dvs dela in intervallet [0, 1] i sa manga delintervall
som mojligt och gor sa langa banor som maojligt.

7. I Inlamningsuppgift 1 studerade ni den logistiska modellen i kon-
tinuerlig tid

(1) % =ry (1 - %) , 4(0) = wo,
dér » och K &r positiva konstanter.

a) Visa att den diskreta modellen y,, 11 = Qx(yn) := Ayn(1l — y,) kan
skrivas om som en differensekvation, for differensen Ay, := y,11 — Yn,
pa formen

(2) Ay, = Ryn (1 - %”)

b) Denna differensekvation har formellt sett mycket stora likheter med
den logistiska differentialekvationen (1), om man sétter dy = Ay och
dt = At = 1 6vergar (1) till (2). Men hur dr det med deras lésningar?
Beskriv i ord skillnaden mellan méjliga tidsutvecklingar for 16sningar
till (1) respektive (2).

DEL III Rickerfamiljen

Tidsddiskreta dynamiska system anvéands for att modellera popula-
tionsdynamik, x,, tolkas som populationens storlek vid tidpunkt n. Den
kvadratiska familjen @, = Az(1 — ) har egenskaper som inte &r reali-
tiska for en populationsmodell: intitalvirde xq = 1 leder till utdéende
i nésta steg, x1 = 0, och intialvarden zy > 1 ger negativ populations-
storlek en tidsenhet senare, 1 < 0. Som allternativ modell anvénds till
exempel den sa kallade Ricker-familjen,

Ryg = Ave P A >1,8>0.

8. Bekanta dig med Rickermodellen:

(a) Skissera grafen till Ry 3 och préva att iterera grafiskt.
(b) Visa att for sma virden pa z,, dvs 0 < x, < 1 giller att z, 3 =
Ry 3(z,) =~ Az,,. Vad blir den biologiska tolkningen av A?
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(c) Hur tolkar man faktorn e=?* biologiskt? Vad spelar parametern (3
for roll?

9. § ar en skalningsparameter som kan elimineras med ett koordi-
natbyte: Visa att z,.1 = Az,e 7" 6vergar i upy1 = Aupe " efter
variabelbytet u = [x.

Vi kan dérfor noja oss med att studera Rickerfamiljen for 5 =1,
Ry % Ryy = Aze ™.

10. Bestam fixpunkter och deras stabilitet for R).

11. Precis som for den kvadratiska familjen géller att till varje para-
metervarde A finns en unik attraktor €2, som attraherar ”néastan alla”
startvirden xy under iteration med R). Plotta det sa kallade bifurka-
tionsdiagrammet som visar hur €2, beror pa .

12. For sma « giller som vi sag ovan att Ry(x) ~ Az. Visa att en
battre approximation for sma = ges av Ry(z) ~ Qx(x).

13. Antag att vi har en djurpopulation i en viss isolerad miljo, och
att populationsdynamiken beskrivs av Rickermodellen R). Ténk dig att
isolationen bryts och djurpopulationen far ett tillskott genom immigra-
tion med fixerat antal djur per tidsenhet. Modfiera Rickermodellen for
att beskriva denna nya situation. Hur paverkas den positiva fixpunk-
tens stabilitet? Diskutera olika scenarier.



