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Losningsforslag till 6vningsméastarprov 2: komplexitet

Lika vikt

Forst visar vi att likaviktsproblemet ligger i NP. For varje ja-instans ska en 16sning kunna verifieras
i polynomisk tid. Lat 16sningen vara en partitionering av dom n prylarna i tva disjunkta méangder.
Lat partitioneringen representeras av en boolesk array A[l..n] ddr A[¢] & sann om pryl nummer
¢ dr i forsta méngden och falsk om den &r i andra méngden. Verifieringsalgoritmen behéver bara
summera vikterna i vardera méngden och kontrollera att summorna &r lika.

EqualWeight Verify ({v; }T, A[1..n]) =
suml <0
sum2 < 0
for i+ 1 tondo
if Af{] then suml + suml + v;
else sum?2 < sum2 + v;
return suml = sum?2

Tidskomplexiteten for verifieringsalgoritmen dr O(n) med enhetskostnad och O(nm) med bit-
kostnad (dér m &r antalet bitar i indata), vilket &r polynomiskt.

Vi visar nu att problemet &r NP-svart med en reduktion av problemet delméngdssumma. Lat
o vara summan av alla tal i P. Idén &r att vi later vikterna motsvara talen i indata P. Om den
s6kta summan K = o0/2 s kommer en uppdelning av prylarna i tva delar att ge delar med just
vikten K. Annars ldgger vi till en extra pryl med vikt A som &r avpassad s att en uppdelning
av prylarna i tva delar med lika vikt motsvarar att det finns en delméngd av P med den sckta
summan K.

Hur stor ska vikten A vara? Om vi kan partitionera dom n+ 1 prylarna i tva lika delar s& viager
varje del (c+A)/2. Om K > /2 sa vill vi att ena delen ska ha vikt K. Ekvationen K = (0 +A)/2
har 16sningen A = 2K — 0. Om K < 0/2 sa vill vi att ena delen ska ha vikt K + A. Ekvationen
K+ A = (0 + A)/2 har 16sningen A = o — 2K.

Vi later alltsd A vara 2K — o|.

I pseudokod blir reduktionen sa hér:

Delméngdssumma({p;}7, K) =
o<+ 0
for i< 1 ton do
Vi < Di
o4 0+ p;
if K # 0/2 then v,41 + |2K — 0]
return LikaVikt(v[])

For att bevisa att detta &r en Karpreduktion ska vi visa att varje ja-instans for delméngdssum-
ma transformeras till en ja-instans for likaviktsproblemet och att varje nej-instans fér delméngds-
summa transformeras till en nej-instans for likaviktsproblemet. Den andra delen &r ekvivalent med
att visa att for varje ja-instans for likaviktsproblemet som kan skapas av transformationen sa &r
motsvarande instans av delmédngdssumma en ja-instans.

I en uppgift pa E-niva krévs inte att dessa tva bevis genomfors i detalj, men sa hir kan dom
se ut:

1. Om det finns en delméngd S C P med summa K sé ska vi visa att det finns en partitionering
av v[] i tva delar med lika vikt. Lat o vara summan av talen i P.

Fall 1: Om K = 0/2 s& kommer bade S och P— S att ha samma summa, varfor motsvarande
partitionering ger lika vikt.



Fall 2: Om K > o/2 si later vi S vara ena partitionen (med vikt K), och den andra
partitionen far da vikt A + 0 — K = 2K — o0+ 0 — K = K, alltsa lika vikt.

Fall 3: Om K < 0/2 s& later vi bade A och elementen i S vara i ena partitionen som dé far
vikt A+ K =0 —2K + K =0 — K, vilket ar precis vad andra partitionen har som vikt.

I alla tre fallen finns det alltsa en partitionering med lika vikt.

2. Anta nu istéllet att det finns en partitionering med lika vikt och visa att det méaste finnas
en delmingd med summa K. Vi har samma tre fall som ovan.

Fall 1: Om K = 0/2 s& kommer partitionernas vikt att vara precis /2 = K och alla element
kommer fran P, s& det finns en delméngd (till och med tva delméngder) med summa K.

Fall 2: Om K > 0/2 s& kommer partitionernas vikt att vara (A+0)/2 = (2K —oc+0)/2 = K.
I den ena partitionen finns bara element fran P, s det finns alltsa en delméngd med summa
K.

Fall 3: Om K < 0/2 s &r A = 0 — 2K, dvs 0 = A + 2K. Partitionernas vikt kommer att
vara (A+0)/2 = (A+ A+ 2K)/2=A+ K. I den partition som A tillhér kommer allts&
ovriga element (som vara kommer fran P) att ha vikten K, som onskat.

I alla tre fallen finns det alltsa en delméngd med summa K.
Det &r ocksa nodvandigt att visa att Karpreduktionen tar polynomisk tid. Varje varv i slingan
i reduktionen tar linjér tid i antalet bitar i dom ingaende vikterna. Om antalet bitar i indata &r m

sé tar reduktionen tid O(nm) med bitkostnad, vilket ar polynomiskt. Alltsa &r likaviktsproblemet
NP-fullstdndigt.

Problemet lika vikt &r mer kint som mdngdpartitionering (engelska Partition).



