Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, h6sten 2019

Losningsforslag till mastarprov 1: algoritmer

1. Nattparkering av langt godstag
Lat oss bygga en girig algoritm som ledningen séger.

Ta s& méanga vagnar som mojligt och stall pa forsta spéaret. Fortsitt sedan pa samma sétt
med resten av vagnarna och resten av sparen.

ParkTrainPossible(n, d, vy, ..., v,, m) =
used < 0
noO f Parts < 0
for i+ 1 tondo
INV Vagn 1 till 4 — 1 har parkerats pa spar 1 till noO f Parts + 1,
léngsta parkerade tagdelen< m,
pé spar noO f Parts + 1 anviands utrymmet used.
if v; > m then return false
if used + v; > m then noO f Parts < noO f Parts + 1; used < 0
used < used + v;
if used > 0 then noO f Parts < noO f Parts + 1
return (noO fParts < d)

Slingan i ParkTrainPossible gar n varv, och i varje varv gors ett konstant antal operationer.
Med enhetskostnad tar ett varv i slingan allts& konstant tid och tidskomplexiteten for hela
ParkTrainPossible blir dérmed O(n).

For att visa korrektheten for denna giriga algoritmen behéver vi visa att algoritmen for varje
probleminstans (korrekt indata) avgor om det gar att nattparkera taget i probleminstansen
pa d spar av langd m. Vi ska dels visa att om algoritmen svarar ja (true) sa finns det en
nattparkering av lingd m och dels att om det finns en nattparkering av langd m sa svarar
algoritmen ja (true).

For det forsta, om algoritmen svarar ja sa finns det en uppdelning déar varje tagdel ar hogst
m lang. Algoritmen konstruerar ndmligen en sddan uppdelning. (Det kan vi se genom att
notera att invarianten &r sann i varje varv i slingan och &ven efter slingan. Om en vagn
som #r ldngre &n m upptéicks dr det omojligt att nattparkera och nej (falskt) returneras
omedelbart.)

Eftersom vi kréver att det ska vara exakt d delar s& kan vi, om antalet delar &r mindre &n
detta, enkelt dela upp tagdelar som bestar av flera vagnar i flera delar &nda tills det totalt &r
precis d delar. Dom nya delarna &ar alltid kortare &n dom ursprungliga, sa langsta tagdelen
ar fortfarande hogst m lang. Forsta delen av beviset dr darmed klart.

Nu behéver vi bara visa att om det finns en uppdelning av taget i d delar dér varje tagdel &r
hogst m lang s& svarar algoritmen ja. Anta att vi har en san uppdelning. Vi ska nu férsoka
modifiera denna uppdelning sé att den 6verensstdmmer med algoritmens 16sning. Om det &r
samma som den algoritmen hittat s& &r saken klar. Om inte sa antar vi att forsta sparet dér
algoritmens uppdelning skiljer sig fran den givna &r spar p. Eftersom algoritmen packat spar
p girigt sa finns det minst en vagn till pa spar p i algoritmens uppdelning &n i den givna
uppdelningen. Det betyder att vi kan aterskapa algoritmens 16sning pa dom p forsta sparen
fran den givna uppdelningen genom att flytta en eller ett par vagnar till spar p. Denna
uppdelning méste fortfarande uppfylla att hogst d spar anvinds och att langsta tagdelen &r
hogst m. Vi kan géra om denna operation gang pa gang dnda tills algoritmens 16sning och
den modifierade givna uppdelningen &r identiska. Eftersom hégst d spar anvinds s& kommer
algoritmen att svara ja.



2. Forvirrad skalbagge

Pseudokod

Indata &r ett naturligt tal n och en boolesk matris H[x,y| som for varje position anger om
det finns ett hinder pa den platsen.

Forberiikna G(u, v), antalet grannar till ruta (u, v) som inte innehaller nagot hinder. (Aven
grannar utanfoér néitet rdknas: i figuren i uppgiftslydelsen ar alltsa G(3, 6) = 3.)

// Antal grannar till (u, v) som inte inneh&ller hinder

G(u, v):
res := 0
if u = x or not H[u+1l, v] then res += 1
if v = y or not H[u, v+1] then res += 1
if u = 1 or not H[u-1, v] then res += 1
if v = 1 or not H[u, v-1] then res += 1

return res
Berékna sannolikheten att skalbaggen befinner sig pa en viss ruta vid ett visst tidssteg.

// Sannolikheten att skalbaggen befinner sig i ruta (u, v) vid tidsteg n.
P(u, v, n):
if H[u, v] then return O

if n = 0 then
if (u, v) = (1, 1) then
return 1
else
return O

if 1<u<x and 1<v<y and H[u+1,v] and H[u,v+1] and H[u-1,v] and H[u,v-1] then
return P(u, v, n-1) // hinder i alla grannrutor

S := summan av P(u’, v’, n-1) / G(u’, v?),
ddr (u’, v’) &r de grannrutor som ligger i
rutndtet och inte innehdller ndgot hinder.

return S
Den sokta sannolikheten P(n) berdknas genom att summera alla P(u, v, n) for detta n.

// Sannolikheten att skalbaggen &r kvar pd rutndtet vid tidssteg n.
P(n):
res := 0
for u := 1 to x
for v :=1 toy
res += P(u, v, n)
return res

Korrekthet
Vi visar att algoritmen &r korrekt med hjilp av induktion.

Vérdena P(u, v, 0) dr uppenbarligen korrekta.

Skalbaggen kan endast befinna sig i ruta u, v vid tidssteg n om den befann sig i nagon av de
mojliga grannrutorna vid tid n-1. P(u, v, n) kan dérfor berdknas genom att viga samman



sannolikheterna for att skalbaggen befann sig i dessa rutor vid tid n-1 multiplicerat med
sannolikheten att de gar till ruta (u, v). Vilket ar precis vad algoritmen gor.

Tidskomplexitet

Forberdkningen av G tar O(xy) tid och summeringen av delsannolikheterna vid tid n tar
O(xy) tid.

For att uppné polynomisk tidskomplexitet nér vi berdknar P(u, v, n) anvinder vi dynamisk
programmering och beréknar en tabell som innehéaller samtliga viirden P(u, v, n).

Detta kan vi gora med memoisering: vi lagrar resultatet av ett funktionsanrop P(u, v, n) och
ateranvander det lagrade resultatet om samma parametrar aterkommer. Med den tekniken
kommer berdkningen att ta O(xyn) tid eftersom det totala antalet mojliga funktionsanrop
ar xyn, och varje sddant funktionsanrop beriknas pa O(1) tid.

Den totala tidskomplexiteten (och minneskomplexiteten) blir alltsd O(xyn).

Det gér ocksa att anvinda tabellmetoden fér dynamisk programmering. I det fallet behover
man lagra samtliga resultat P(u, v, n-1) for att kunna berdkna virdena P(u, v, n). Be-
rakningsordningen ar da ckande tid fran 0 till n. Om bara foregaende tidssteg lagras blir
minnesatgangen bara O(xy).

. Optimal nattparkering av godstag

Problemet kan 16sas i omkring kubisk tid med dynamisk programmering (till exempel med
delproblemen M[a,b] som anger lingsta tagdelens minsta lingd da dom a férsta vagnarna
parkeras pa dom b forsta parkeringssparen).

Men en mycket snabbare 16sning fas med en bindrsékning efter optimala ldngsta parkerade
tagdelens ldngd, som vi kan kalla OPT. Om tagets totala langd ar L = Z;;l v; sa vet vi
att OPT > L/d (vilket uppnas om téget gar att dela i d precis lika langa delar) och att
OPT < L (om hela taget parkeras pé ett parkeringsspar). Vi kan allts anvinda L/d och L
som undre och 6vre granser i en bindrsékning, som efter log L steg kommer att ha ringat in
den optimala 16sningen, alltsd OPT.

Givet en ldngd m kan vi avgéra om det gar att géra en uppdelning av taget i d delar sa
att langsta delen har lingd hégst m genom att anvinda algoritmen ParkTrainPossible fran
uppgift 1.

OptimalTrainParking(n, d, vy, ..., v,) =
L+0
fori+ 1 tondo
INV L=3""1v;
L« L —+ v;
minx < [L/d] — 1
maxx < L
while mazxx — minx > 1 do
INV Det gar att nattparkera med sparléangd maxz men inte med sparlangd minz
midz < (minx + mazx)/2
if ParkTrainPossible(n,d, vy, ..., v,, midz) then mazz < midz
else minz < midz
return mazrx

For att visa korrektheten for algoritmen behover vi visa att for varje probleminstans (korrekt
indata) returnerar algoritmen det minsta x s& att det gar att nattparkera taget i problemin-
stansen pa spar av langd x. Det ska alltsd ga att nattparkera pa spar av langd x men inte
pa spar av lingd = — 1.

I 16sningen till uppgift 1 ovan visades att ParkTrainPossible &r korrekt, vilket vi kan anvinda
oss av i detta bevis.



Invarianten for for-slingan visar att L &r korrekt berdknad nér slingan avslutas.

Nér while-slingan borjar dr dess invariant uppfylld, eftersom det sdkert gar att nattparkera
taget pa spar av langd L men inte pa spar av langd [L/d] — 1. I slingan sdtts midx till
medelvirdet av minz och mazz, sd minr < mide < mazx. Om det gar att nattparkera pa
spar av lingd midz sitts maza om till detta viirde (som &r mindre &n det tidigare vérdet
pa maxx), annars sitts minz om till detta virde (som &r storre dn det tidigare virdet pa
minz). Invarianten &r dédrmed fortfarande uppfylld.

I varje varv i while-slingan minskar maxx — minz och nér skillnaden &r hogst 1 sa bryts
slingan. Invarianten siager dé att det gar att nattparkera med sparlangd maxzx men inte med
sparlangd minz. Eftersom mazxz — minx < 1 si4 maste optimala l16sningen for problemet
vara maxx, vilket ocksad dr det virde som algoritmen returnerar. Darmed &r korrektheten
visad.

LAt oss nu analysera tidskomplexiteten. Talet L &r summan av n stycken tal som vart och
ett &r mindre dn n2, varfor L < n3 och alla tal som anvinds i algoritmen #r begrinsade av
n?, det vill siga har O(logn?®) = O(logn) bitar. Bitkomplexiteten for slingan som beriiknar
L &r darfor O(nlogn).

For att se hur manga varv den andra slingan kan ga noterar vi att differensen maxx — minx
kommer att halveras i varje varv. Det gor att slingan hogst kan ga log(L — (L/d — 1)) <
log L € O(logn) varv.

I varje varv i while-slingan gors en berdkning av midz i tid O(logn) med bitkostnad samt
ett anrop av den giriga algoritmen ParkTrainPossible.

Vi behéver analysera tidskomplexiteten for ParkTrainPossible med bitkostnad. Slingan i
ParkTrainPossible gar n varv, och i varje varv gors ett konstant antal taloperationer pa
tal som #r hogst L € O(n?) stora. Med bitkostnad tar ett varv i slingan alltsd O(log L) C
O(log(n?) = O(logn). ParkTrainPossible tar alltsi tid O(nlogn).

Vart och ett av dom O(logn) varven i while-slingar tar alltsa tid O(nlogn), sd den totala
tidskomplexiteten med bitkostnad blir O(n log? n).

Eftersom indata bestar av n tal som dr mindre #n n? och ett tal som #r mindre &n n si #r
antalet bitar i indata O(nlog(n?) + logn) = O(nlogn). Varje algoritm som léser problemet
maste titta pa alla tal i indata (for svaret beror pé alla dessa) sd dr en undre grins {or
tidskomplexiteten indatas lingd, alltsd O(nlogn). Algoritmens komplexitet &r bara en faktor
logn storre dn undre grénsen, vilket &r tillatet i denna uppgift.



